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Введение 

В последние три десятилетия в нашей стране мало издается 
работ, посвященных методам космической геодезии, и-почти совсем 
не печатаются материалы, имеющие практическую направленность. 
Считается, что геодезисту достаточно иметь только инструкцию 
для пользователя приемной аппаратурой сигналов навигационных 
спутнико в и пакет программ по обработке соответствующей 
измерительной информации. Исключением, пожалуй, являются 
три работы (7, 55, 61], изданные в 70-х годах ХХ века, другие -
посвящены в основном теоретическим или частным вопросам 
космической геодезии. Настоящая монография, на наш взгляд, 
восполняет этот недостаток. Она не только дает читателю необхо­
димые теоретические знания, но и имеет практическую ценность. 

Книга состоит из трех частей и приложений. В первой части 
изложены основные сведения по созданию и распространению 
геоцентрической системы координат различными методами 

космической геодезии, при•1ем орбитальный и динамический методы 
освещены достаточно подробно: от предварительной обработки 
материалов измерений до анализа результатов уравнительных 

вычислений. Здесь также рассмотрен на вигационный или 

абсолютный метод определения координат точек, являющийся 

основой более совершенных по точности относительного и 
дифференциального методов определения координат геодезических 

пунктов. 
При рассмотрении методов создания геоцентрической системы 

координат большое внимание уделено совместному уравниванию 
наземной и космической геодезических сетей, анализу геоцентрич­

ности получаемых систем координат, методам интегрирования и 

уточнения орбит искусственных спутников Земли (ИСЗ). Наряду 

с известной аналитической теорией В.М. Каула определения пара­

метров гравитационного поля Земли (ГПЗ) динамическим мето­
дом по элементам орбиты ИСЗ [30] показана возможность их 
определения непосредственно через траекторные измерения в 
пространственной прямоугольной системе координат. Такой подход 
позволил значительно упростить математический аппарат динами­
ческого метода космической геодезии и связать все определяемые 
неизвестные в единой системе нормальных уравнений, выполнить 
их строгое решение и оценку точности получаемых результатов. 
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Особое внимание в первой части труда уделено анализу точ­
ности результатов орбитального и динамического решений по­
средством градиентного метода представления остаточных укло­
нений, позволяющего сопоставить точности величин, выражаемых 
в различных единиuах измерений. 

Во второй части монографии рассмотрены относительный метод 
косми,1еской геодезии и связанные с ним вопросы. Как известно, 
относительный метод, основанный на траекторных измерениях ИСЗ 
космических навигационных систем (КНС), является одним из 
наиболее точных современных методов построения геодезических 
сетей. Он находит все более широкое применение на практике. 
Основное его отличие от других методов космической геодезии 
[3, 4, 6, 7, 10, 27, 29, 30, 55] состоит в том, что посредством его 
определяются не абсолютные координаты пунктов относительно 
начала координат, а разности координат пар пунктов, на которых 
выполняются синхронные наблюдения одних и тех же спутников. 
При реализации этого метода исключается основнан линейная 
составляющая многих источников ошибок измерений, вследствие 
чего разности координат определнются с миллиметровой точностью. 

В этой части также рассмотрены структура, состав, основные 
характеристики и возможности КНС GPS (США), общее устройство 
и принцип функционированин приемной аппаратуры сигналов 
спутников этой системы [9, 39, 49, 51, 65]. 

Поскольку при относительном методе конечным результатом 
измерений является определение разностей координат пунктов в 
общеземной системе координат и их ковариационной матрицы, а 
uель построения геодезических сетей - определение координат 
пунктов в государственной системе координат, то при реализаuии 
этого метода обязательным условием является использование 
нескольких исходных пунктов государственной геодезической сети 
(ГГС). Однако точность взаимного положения пунктов ГГС, как 
правило, гораздо ниже точности измеренных разностей координат. 
Поэтому во второй части монографии рассмотрены возможные 
схемы построения геодезических сетей, позволяющие сохранить 
реализуемую точность взаимного положения пунктов, определенных 
относительным методом, а также вопросы совместного уравнивания 
результатов спутниковых и наземных измерений. 

Следует подчеркнуть, что в монографии не рассматриваются 
вопросы пер вичной обработки результатов измерений, они 
достаточно подробно изложены в инструкциях, прилагаемых к 
комплекту приемной аппаратуры конкретного типа. В ней 
рассмотрены вопросы последующей обработки разностей координат 
после их получения с помощью фирменных пакетов программ: 
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- составление рабочих файлов для уравнивания; 
- приведение к центрам геодезических пунктов спутниковых 

и наземных измерений ; - вычисление предварительных геоцентрических координат пунктов; 
- вывод уравнений поправок для рассматриваемых видов 

измерений; 
- получение уравненных геоцентрических координат пунктов 

и их оценка; 
- пересчет результатов уравнивания в государственную систему 

координат; 
- оценка точности дирекционных углов и сторон в государст­

венной системе координат; 
- варианты совместного и раздельного уравнивания спутни­

ковых и наземных измерений . 
Наряду с процессом рассмотрения алгоритма уравнительных 

вычислений во второй части приведены алгоритмы решения прин­
ципиальных и важных вопросов связи геодезических и нормальных 
высот без привлечения специальных карт высот квазигеоида, ин­
терполяции нормальных высот с исходных на определяемые пунк­
ты, перехода от государственной системы координат к местным 

системам и обратно и др., рассмотрен оригинальный способ уравни­
вания разнородных измерений, базирующийся на методе макси­

мального правдоподобия. Последний позволяет определять веса 
измерений в ходе уравнивания и получать несмещенные и эффек­
тивные оценки конечных результатов. Новации, предложенные в 

этой части монографии, проверены с помощью разработанных 
К. К. Насретдиновым комплексов программ урав нивания, 
проиллюстрированы примерами обработки реальных траекторных 
измерений спутников КНС GPS (США), выполненных различными 

типами аппаратуры. 
Третья часть монографии посвящена рассмотрению перспектив 

развития известных и применения новых методов космической 
геодезии при решении задач в различных областях практической 
деятельности, а также возможности решения основных задач назем­
ной геодезии с использованием методов космической геодезии в пространственной системе координат. 

Особое внимание в третьей части уделено проблемам создания 
принципиально новой многоцелевой космической геодезической 
системы ГЕОИК-2. На основе модифицированного динамического 
метода космической геодезии, разработанного и защищенного в 
диссертации на соискание ученой степени доктора технических 
наук В.В. Глушковым ( науч ный консультант А.А. Шаравин), и 
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нового способа создания высокоточной геодезической сети, 
защищенного патентом на изобретение (авторы В.В. Глушков, К.К. 
Насретдинов), с помощью этой системы в ближайшие 5-10 лет 
предполагается решить важную для нужд обороны и экономичес­
кого развития России научно-техническую проблему: радикально 
повысить точность системы геодезических Параметров Земли 1990 
года (ПЗ-90), а также решить широкий круг задач в интересах 
различ�ых ведомств страны, государств ближнего и дальнего зару­
бежья - участников совместных научно-технических проектов. 

Завершается монография приложениями, в которых приведены 
необходимые сведения из области математики и дополнительные 
данные по разрабатываемой системе ГЕОИК-2. 

Следует особо подчеркнуть, что материал каждой части моногра­
фии излагается в виде технологических процессов, начиная с 
предварительной обработки наблюдений, разработки теоретических 
основ каждого метода и заканчивая анализом получаемых результа­
тов. Большая часть теоретических вопросов доведена до алгоритмов, 
иллюстрируется практическими примерами и может служить основой 
для разработки вычислительных производственных программ. 

Значительная часть материалов, хотя и опробована авторами 
на практике, является новой, в печати не публиковалась. К ним, 
например, можно причислить вопросы отнесения начала геоцентри­
ческой системы координат к центру масс Земли; обработки 
измерительной информации в относительном методе; совместного 
уравнивания космических и наземных геодезических сетей; урав­
нивания наземных геодезических сетей в пространственной прямо­
угольной системе координат; получения высот квазигеоида и связи 
геоцентрических координат с условными системами координат в 
относительном методе и многие другие. 

Настоящая монография, являющаяся итогом более чем 20-летней 
деятельности авторов на избранном поприще науки, базируется на 
добротном теоретическом фундаменте, заложенном отечественными 
и зарубежными учеными Е.П. Аксеновым, Е.Г. Бойко, В.В. Байко­
вым, М. Бурша, Г. Вейсом, И.Д. Жонголовичем, Л.П. Пеллиненом, 
Ю.В. Плаховым, И.Я. Плешаковым, М.М. Машимовым, И. Мелле­
ром, М.С. Урмаевым, Г.А. Устиновым, П. Эскобалом и др. Она будет 
полезна специалистам, преподавателям, аспирантам и студентам вузов 
соответствующих специальностей, а также широ-кому кругу 
пользователей приемной аппаратуры сигналов КНС при решении 
различных геодезических, землеустроительных и других задач 
относительным и дифференциальным методами космической 
геодезии. 
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Часть 1 щm·11 

Создание геоцентрической 
системы координат 

Глава 1 

СИСТЕМЫ КООРДИНАТ, 
ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ 
В КОСМИЧЕСКОЙ ГЕОДЕЗИИ 

1.1. Ине рциальная система координат. 
Редукции звездных положений 

Инерциальной системой отсчета называется такая 
система координат, в которой свободная материальная 
точка движется равномерно и прямолинейно. За такую 
систему принимается астрономическая система коррди­
нат, начало которой совмещено с центром масс Солнца, 
ось х направлена в точку весеннего равноденствия в плос­
кости среднего экватора Земли на эпоху 1900 - 1905 гг., 
ось z перпендикулярна плоскости этого экватора, а ось у 
образует правую систему координат. В этой системе обыч­

но даются координаты звезд a(J, 80 в фундаментальных ка­

талогах на определенную эпоху То, где ао - прямое вос­

хождение, 80 - склонение небесного объекта. 
Для наблюдения космических объектов с Земли ис­

пользуется геоцентрическая инерциальная система коор­
динат, начало которой совмещено с центром масс Земли 
(ЦМЗ). Кроме сферических координат а, 8 для объектов 
Со,1нечной системы используется полярная система ко­
ординат а, 8, р, где р - геоцентрический радиус-век­
тор, или прямоугольная декартова система Х, У, Z, а для 
околоземных объектов , например ИСЗ - инерциальная 
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декартова система х ,  у ,  z. Зависимость сферических и п ря­
моугольных  координат в ы ражается формулами  

х = rcos8cosa; 
у = i-cos 8 sin а; 
z=rsin8, (\.\.\) 

где r - радиус-вектор объекта от начала коорди нат. 
Вместо прямого восхожден ия в космическо й  триангу-

ляции используется топоцентрическая координата у = а - S, 
где S - гри нвичс кое звездное время .  

Для набл юдения  звезд с Земл и ,  а также для обработки 
фотосн и м ков ИСЗ на фоне звезд ,  их координаты из ката­
лога п р и водятся на види м ы е  места в моменты набл юде­
ний. П ри этом учитываются две группы факторов изме­
нения в средних  коорди натах звезд: во-первых, из-за пе­
рехода от эпохи катало га на м омент набл юде н ия и,  во­
вторых ,  из-за переноса начала коорди нат из  центра масс 
Сол нца в точку набл юде н и я .  

Ос н о в н ы е  плос кости и о с и  коорд и нат н ы х  с и сте м, к 
кото р ы м  отнесе н ы  п ол оже н и я  и с корости кос м и ч е с к их 
объектов , не сохраня ют свои направления в п ространстве 
неизменны м и  с течением времени. Поэтому наблюде ния 
кос мических  объектов , вы пол ненные в разл и ч н ые момен­
ты , нуждаются в редукции  к фи ксирован ной эпохе .  Дви­
жен и е  наблюдателя вместе с Землей обусловливает необ­
ход и м ость введен и я  п о правок в наблюде н и я  за п р и веде ­
н и е  коорд ин ат наблюдателя в ту же с истему, в которой 
фикси руется п ол ожение наблюдае м ого объект а .  К р о м е  
того , в набл юде н ия вводятся поправки з а  вл и я н ие в н е ш ­
ней  среды в процессе измерен и й  ( атмосферы, ионосфе­
ры) .  Редукционные вычисления учитывают влияние на наб­
л юде ния [54]: 

- прецесси и  оси вращения  Земли ( период 25 725 лет); 
- нутации оси вращен ия Земли (период около 19  лет); 
- параллакса ;  
- аберрации ; 
- рефракции.  
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Для перевода экваториальных сферических координат 

звезды эпохи t0( <Х0 ,00) на эпоху t с учетом прецессии и 

с обственного движения служат формулы 

где (УА)" = Ра + µ"; (VA)6 = Р6 + µ6 - годичные измене­

ню1 координат а, о за прецессию (Р",Р0) и за собственное 

лвижение (µ",µ0) звезды; (VS)",(VS)6 - вековые измене-

111 = 1003 д1а. ния координат за тропическое с толетие ; " 6 дt3 , 
1001 д3 () 111. = ___ ____ , а третьи производные координат находят_ ь 6 дt3 

ся из сопоставления вековых изменений, определенных в 

разные эпохи t 1 и t2 по формулам 

д1а (VS)�) -(VS)�) . д'8 (VS)�2) -(VS)�) -- = ' ---· - = ---- ·-------------- --. дt3 IOCXt2 -t1) дt3 1Щt2 -t1) 
Изменения координат а,о, обусловленные нутаци­

ей, выражаются формулами 

Ла = (cose + tg8 sin а sine)Л\j/ s - tg8cos аЛеs; 

Л8 = sin ECOS аЛ\j/ s + sinaЛEs, 

где Е =23 ° 27108 , 2611- 46 , 846" Т - 0,059" Т2 - средний на­
клон эклиптики к экватору; 

JD( t) - 2 4 1 5  020,3134 Т = 
36 524,22 

- время в тропических столетиях 

от фундаментальной эпохи 1 900 .0 ,  JD(t)  - юлианская дата; 
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ЛЧf s, ЛЕ5 - нутация по дол готе и в наклоне соответственно . 

В Астроном ическом ежегодн и ке (АЕ)  даются фор­
м ул ы  дл я пе рехода от с редне го места звезды ( 1 . 1 . 2 )  на 
начал о  бессел е ва года t к исти н н о м у  м е сту с учетом со­
вместного вл и яни я пре цесс и и ,  собственного движени я  и 
нутации  дл я даты d 

ad = a(t) + (А +  А')а + (В +  В')Ь + Е + µ" 't; 

8,1 = 8(t) + (А +  А')а' + (В +  В')Ь' + µ6't, 
где 't=d/36524,22 - доля тропичес кого года от е го начала 
до даты d; d - ч и сл о  дней от момента t; А, А' , В, В', Е,  а ,  
а· ,  Ь, ь ·  - редукционные  вел и ч и н ы  (да н ы  в АЕ) . 

Дл я при ведения  звезды на  видимое место к истинному 
месту ad, 

8
d необходимо добавить поп равки за аберрацию 

и годичн ы й  параллакс .  Поп равки за годи ч н ы й  параллакс 
в ы ч и сл я ются по формулам 

ла. = СЛс + DЛd; 
л<>. = СЛс ' + DЛd ', 

где Лс = 0,05327td; Лd = -0,04487tc; Лd' = -0,04487tc ' ; 
С, D - редукци о н н ы е  вел и ч и н ы  из  АЕ; 1t - год и чны й 
параллакс звезды; для учета годичной аберраци и в форму-

1 
лу вместо Лс , Лс' , Лd, Лd' подставля ют с= 15 sec 

8 
cos а; 

, t с;:: • с;:: • d 
1 

с;:: • d' . с;:: • с = gecosu - sшusшa; 
= -secusшa,· = sшusшa 15 . 

Более точно, чем с п о мощью редукционных вел и ч и н  
из АЕ, прецессия учитывается с помощью прецессионных 
п араметров Н ью кома-Андуайе 

cos
8

2 

sin(a2 -z) =cos
8

1 sin(a
1 +�0); 

cos 
8

2 cos( а1 - z) = cos 
8

1 cos( а1 + �0) cos 8- sin 81 sin е; 
sin

8
2 =cos

8
1 cos(a, +�o)sin8 + sin

8
, cose, 
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где �о= (2304 ,253"+1,3973"Т1 +О,0000б"Т11)t+ 

+ (0,3023"-0,0027" Т1 )t1 
+ 0,0180G' t3; 

z = (2304,253" + 1,3973" т, + о.ооооб" 112 )t +о.о 1832" t3; 

е = (2004,685" -о,8533" т, -о,оооз7" т12 )t-
- (0,4267" +o,ooo37" т, )t2 -О,041180" t3; 
t = Т2 - Т1 • 
Учет астрономической рефракции в зенитном рассто­

янии выполняется по формуле 

Лz = 58,20"tgz - 0,07"tg3 z , (l. l . 3) 

в экваториальных координатах - по формулам 

а1 = а0 + Лzsinqsecb; 
()1 = ()0 + Лzcosq, ( 1.1.4) 

где для а верхний знак для часового угла t < 12\ нижний 
- для l 2h < t < 24h; для б верхний знак для северных 

sin q> - sin бсоs z 
широт, нижний - для южных; cos q = -------

cos б sin z 
q - параллактический угол; <р - широта. 

Более современная модель учета рефракциии приво­
дится в работе [68] 

Лz0 = 16,27 ltgz[ I + 0,0000394tg2z( Р-О;\Sбе )](Р-�\Sбе )-

- 0,0749(tg3z + tgz f � )+ 8•', \!ООО 
где z - видимое зенитное расстояние; Р - атмосферное 
давление в миллибарах; е - парциальное давление паров 
воды в миллибарах; Т - абсолютная температура по шкале 
Кельвина Т = 273, 16° + t°C; б"- поправочное слагаемое в 
угловых секундах за отброшенные члены разложения в 
ряд, выбираемое из табл. l. l. 
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Табл и u а 1.1 

Видимое Высота станнии над уровнем моря, 

зе н итное км 
расстояние 

о 1 2 3 4 5 

66°00' 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01 0,0 1 

70 00 0,04 _0,04 0,03 0,03 0,02 0,02 

74 00 0,12 О, 11 0,09 0,08 0,07 0,06 

76 00 0,23 0,20 О, 18 О, 16 0,14 О, 12 

77 00 0,33 0,29 0,26 0,23 0,20 О, 17 

77 30 0,40 0,35 0,31 0,27 0,24 0,21 

78 00 0,48 0,43 0,38 0, 33 0,29 0,25 

78 20 0,55 0,49 0,43 0,38 0,33 0,29 

78 40 0,63 0,56 0,49 0,44 0,38 0,33 

79 00 0,73 0,64 0,57 0,50 0,44 0,38 

79 1 о 0,78 0,69 0,61 0,54 0,47 0,4 1 
79 20 0,84 0,75 0,66 0,58 0,5 1 0,45 

79 30 0,91 0,80 О, 71 0,63 0,55 0,48 

79 40 0,98 0,87 0,77 0,68 0,59 0,52 

79 50 1,05 0,94 0,83 0,73 0,64 0,56 

80 00 1, 14 1,01 0,90 0,79 0,69 0,6 1 

В работе [79] выведены формулы для лазерной и ра· 
диодальностей, учитывающие реальные метеоусловия, 

Лs1= 0,002357 sccz (Р + О,06е - В tg2z) + Бs; ( 1 . 1 .5 

Лsг = 0,002277 secz [Р + ( 1255/Т + 0,05) е - В tg2z] + б,, 
где В выбирается из табл. 1.2, а поправочный член 8s и 
табл. 1 .3. 



Т а б л и ц а 1.2 

Высота станции над 
В, мб 

Высота станции над В, мб уровнем моря, км уровнем моря, км 
0,0 1, 156 2,0 0,874 

0,5 1,079 2,5 0,813 

1,0 1,006 3,0 0,757 

1,5 0,938 4,0 0,654 

2,0 0,874 5,0 0,563 

Т а б л и ц а 1.3 

В идимое Высота станции 
зе�tитное над уровнем моря, км 
рас сто-

яние о о 5 1 1 5 2 3 4 5 

60,00° 0,003 0,003 0,002 0,002 0,002 0,002 0,00 1 0,001 

66,00 6 6 5 5 4 3 3 2 

70,00 12 1 1 10 9 8 6 5 4 

73,00 20 18 17 15 1 3  1 1 9 7 

75,00 3 1  28 25 23 2 1  17 14 1 1 
76,00 39 35 32 29 26 21 17 14 

77,00 50  45 41 37 33 27 22 18 

78,00 65 59 54 49 44 36 30 24 

78,50 75 68 62 56 5 1  42 34 28 

79,00 87 79 72 65 59 49 40 33 

79,50 102 93 85 77 70 58 47 39 

79,75 1 1 1 1о1 92 83 76 63 52 43 

80,00 О, 12 1 О, 11 О О, 100 0,091 0,083 0,068 0,056 0,047 
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Формула для лазерной дал ь ности выведена для руби­
нового лазера с длиной волны 0,6943 µ, для других систем 
первый коэффициент в формуле ( 1.1.5) вычисляется по 
формуле 

0,3946(173,3 + 1 / А2) 
(173,3 -1 / А2 ) 2 

где Л - эффективная длина волны в микронах. 
Учет прецессии и нутации в прямоугольных коор­

динатах х, у, z вы полняется по формуле 

х хо 
у =  NPy0, ( 1. 1.6) 

где х, у, z - инерциальные координаты в эпоху t, х", у0, z, 
- в эпоху t0; матр ица нутации 

где Л"Чf 5, ЛЕs - нутация в долготе и наклоне соответствен­

но (в ыб ирают из АЕ на дату ) ; Е - истинный наклон эк­
липтики к экватору; 
матрица прецессии 

где х х = cos <;о cos zcos е - sin <;о sin z; 
ух = - sin <;о cos zcos е - cos <;о sin z; 
z х = - cos z s in е; 
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Ху = cos �0 sin zcos 8 + sin �о cos z; 
у у = - sin �о sin z cos е + cos 't о cos z; 
z у = - s in z sin е; 
х = cos r sin е· z �о ' 
Yz = -sin�0 sin8; 
zz = cose 

После введения указанных поправок мы получаем 
координаты космических объектов в геоцентрической 
инерциальной системе. 

Начиная с 1986  года в АЕ при вычислении видимых 
мест звезд используются численные эфемериды ОЕ200/ 
LE200 [ 81], которые основаны на наиболее точной в на­
стоящее время динамической модели движения Солнца, 
планет и барицентра Земля-Луна относительно барицент­
ра Солнечной системы (ОЕ200) и движения Луны отно­
сительно геоцентра (LE200) в прямоугольной системе ко­
ординат, определенной геоэкватором и равноденстви­
ем стандартной эпохи J2000.0. Эфемериды получены в 
результате численного интегрирования с учетом модели 
приливов в коре Земли, морских приливов, солнечного 
излучения, современной модели ГПЗ на период с 1985 по 
2060 год. При этом использовались наблюдения Солнца 
и планет меридиональным кругом, радиодальномерные 
наблюдения планет и космических аппаратов, лазерные 
наблюдения отражателей на Луне по международной прог­
рамме MERIТ. 

Видимые места звезд с использованием указанных 
эфемерид вычисляются в следующем порядке. 

1. Всемирное время наблюдений приводится в шкалу 
барицентрического динамического времени ТОВ, кото­
рое мало отличается от земного динамического времени 
тот. 

2. На момент наблюдения из АЕ выбираются коорди­
наты барицентрического положения Еь и составляющие 
скорости Еь Земли, а также координаты гелиоцентричес-
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кого положения Земли Е, отнесенные к экватору и рав­
ноденствию 12000.0. Компоненты векторов Еь и Е выра­
жены в астрономических едини11ах, вектора Еь - в астро­
номических едини11ах в сутки. Вычисляются направляю­
щие косинусы вектора бари11ентрического положения звез­
ды q, отнесенные к экватору и равноденствию эпох� 
12000.0 

q = q(cosao cosoo sinao cosol) sinoo)· 
Определяются проекции вектора собственного движеню 

звезды m, выраженные в радианах в столетие, по формуле l-µa. cos Оо sin <Хо - µs sin Оо cos <Хо + VTTCOS 00 cos <Хо l 
m = µа. cos 00 cos а0 - µ0 sin 00 sin а0 + vттсоs 80 sin а0 

µs cos Оо + V7t sin Оо 
где радиальная скорость звезды v выражена в астрономи­
ческих единицах за столетие, собственные движения 1 
параллакс 1t - в радианах. На момент наблюдения t вы· 
числяется геоцентрический вектор звезды Р = q + Tm -
1tЕь, где Т = (1 D(t) - 2451545.0)/36525 - интервал време· 
ни между моментом наблюдения и стандартной эпохоj; 
12000.0, выраженный в юлианских столетиях. Далее вы· 
числяются направляющие косинусы векторов Р и Е 
р = Р /1 Р\ ; е = Е/1 Е\ , где 1 Р\ и 1Е1- норма соответствую­
щего вектора. 

3. При особо точных вычислениях в вектор геоцент­
рического направления на звезду вводится поправка Зi 
гравитационное отклонение света 

2µ(е-(р· е)р) 
Р1 =р+ c2 IEl(l+p·e) ' 

где 2µ/с2 = 19,74-10-9 а. е., точка означает скалярное про· 
изведение векторов. 

4. Далее  учитывается аберрация в геоцентрическоi 
инерциальной системе координат, движущейся со скорое· 
тью V относительно истинной системы отсчета , 
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р, = (� -i р1 + V + (р, . V�VJ / (1 + р1 · V) - 1+�- ' 
где V = Еь/с = О,005775 5Еь; � = ( 1 - У2)-1!2; с - скорость 
света. 

5. Наконец, по формуле ( 1 . 1 . 6 ) учитывается влияние 
прецессии и нутации и осуществляется переход обратно к 
сферическим координатам р3 = р3 (х у z); а = arctg(y/x); 
8 = arcsin z. 

1.2. Геоцентрическая общеземвая 
система координат 

В космической геодезии используется , в основ­
ном, геоцентрическая декартова система координат Х, У, 
Z, начало которой совмещено с uентром масс Земли. На­
правления ее осей впервые были зафиксированы на XIV 

Генеральной ассамблее Международной ассоциации гео­
дезии (МАГ) в 1967 году [47]. Направление полярной оси 
Z номинально соответствует направлению от ЦМЗ на 
средний полюс Земли в период 1900-1905 годов - Меж­
дународному условному началу (МУН или CIO -
Convensional 1 nternational Oгigin - согласованное между­
народное начало). Начало счета долгот реализуется кос­
венным образом, как результат обработки долготных на­
блюдений национальных служб времени, сотрудничаю­
щих в рамках Международного бюро времени (BIH -
Bureau Inteгnational de l'Heure), и задается принятыми 
долготами этих служб после учета поправок за движение 
полюса. Оно соответствует точке на среднем экваторе в 
период 1900-1905 годов вблизи Гринвичского меридиана. 
Одно из требований к установлению геоцентрической 
систе!'vtЫ координат, выдвинутое на Международном кол­
локвиуме по отсчетным системам координат для динами­
ки Земли (Торунь, Польша, 1974) , - ее малая чувстви-
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тел ьность к изменениям в распредел е н и и  станций  наблю­
дений за геодезическ и м и  ИСЗ или в частоте набл юде ния 
с отдельных стан ц и й. 

В соответст в и и  с посл едн и м  требован и е м  бол ьшин­
ство иссл едователе й сч итал и н аи бол е е  целесообразн ым 
испол ьзо вать п р и  реал изаци и гео це нтр и ч еско й  систе мы 
координат систему бол ьшого ч исла пун ктов косм и ческой 
геодезическо й  сети (КГС), расположен н ы х  на разл ич н ы>< 
тектонических плитах , поскольку та кая систе ма  усто й ч и­
ва к изме нени я м  в числ е  и распредел ени и набл юдател ь­
ных станци й, к объему и точности наблюдени й с н и х ,  к 
"собстве н н ы м" их  движе н и я м .  Точность реал изации  гео­
це нтри ч е с ко й  систе м ы  о це н и валась в резул ьтате сравне­
ния коорди нат стан ц и й ,  получен н ы х  спутни ков ы м  ди на­
м и ческ и м  м е тодом и з  разл ичных  вы водов. Н а п р и мер , 13 
работе [69] выявлены расхождения систем координат Стан­

дартной З е мл и  11 и модел и G ЕМ-6 до 1 1 ,5 м. Позже был 
сделан вы вод [ 80), что эти расхожден и я  связан ы  с не рав­
номе р н ы м  расп редел е н и е м  стан ц и й  набл юде н и я  на  по­
верхности З е м л и, т. е .  реал и зовать требо в а н и е  геоце нт 
р и ч ности систе м ы  координат оказалось не так просто . 

Редуцирование звездных положе н и й ,  оп исан ное в раз­
дел е 1.1, п р и водит их  э кваториал ьн ы е  коорд и н аты к на­
чалу геоце нтрической систе м ы  коорд и н ат .  Для п р и веде­
н и я  и не р ц и ал ьн ы х  коорд и нат околозе м н ы х о бъе кто в 
геоце нтрически м  необходимо также учесть вращение  Зем­
л и, движение полюса и ввести поправки за перенос начале 
коо рд и н ат в точку набл юде н ия. И не р ци ал ь н ы е  коорди­
н аты ИСЗ п р и в одятся к гео це н тр и ч ески м с п о м о щьк 
матри цы враще н и я  по  формуле 

( l  .2.1) 

где S - гри нвичское звездное время . 
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Определим производные по времени и найдем формулу 
;rля составляющих скорости rxl r-ffi sinS -ffi cosS 01rx 1 

r

cosS -sinS Olf xl 
� г :,�

osS �ro:sinS �J а+ �
nS 

�
os
S �J �J,,' 

где We - угловая скорость вращения Земли в радианах . 
Теперь гринвичские координаты и скорость ИСЗ мо­

гут быть вычислены от инерциальных по формуле 

х 

у 
z 

х . у . 
z 

cosS -sinS 0 0 о о 

sinS cosS 0 0 о о 

о о l о о о 

-ffi sinS -ffi cosS О cosS -sinS О е е 
ffie cosS -(J) sinS О sin S cosS е о 

о о 0 0 о l 

х 

у 
z 

(1.2.2) 
х . у . 
z о 

Инерциальные координаты по гринвичским вычисля­

ются rto формуле 

х cosS -sinS 00 о о -1 
х 

у sinS cosS 00 о о у 
z о о l о о о z 

, ( 1.2.3) 

х - (J)e sin S - (J)e cos S О cos S - sin S О х 
у ffie cosS - roe sin S О sin S cos S о у 
z о о о 0 0 о 1 z 

где матрица преобразования представляет собой произве­
дение двух матриц 
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1 о о о о о cos S -sinS о о о о 
о l о о о о sinS cosS о о о о 
о о 1 о о о о о 1 о о о 
о -(l) e о 1 о о о о о cosS -sinS о . 
(\) е о о о 1 о о о о sinS cosS о 
о о о о о 1 о о о о о 

Первая из них имеет блочн ы й  uид, при обращени и  по 

форм уле Фробсниуса она при ним ает вид 

[Е о]-• =[Е о], А Е -А Е 
т. е .  нсдиа го нальный блок просто меняет знак на обрат ­
ный. 

Вторая - ортогональная м атрица вращения , обратной 

к которой является транспонирован н ая. П ерем ножи в об­
ращен н ые та к и м  образо м  матр ицы , убеждае мся , что об ­
щую обратную матрицу можно получить, используя нро­

стое м немон и ч еское правило [4], тра нспон ируя неза в и ­
с и мо каждый блок 3 х 3 исходной матрицы . 

Для приведения средних коо рдинат к мгновенному 

полюсу применяется фор мул а 

( l .2.4) 

где u = xr /Ь; v = у/Ь - координаты полюса в радиан ной 
мере ;  xr, ур - плос кие п ря м оугольн ы е  коорди наты полю­
са; Ь - малая полуось земного эллипсоида. 

Координаты полюса могут учитываться в координ атах 
как ИСЗ, так и пу н ктов КГС. В экваториальные коорди­
н аты ИСЗ необходимо ввести поправки за суточный па­

раллакс п ри уравнива н ии фото графически х н аблюде ний . 
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Топоце нтрические коорди наты а:, 8' вычисляются по гео­
не11три че ским а, о с п омо щью формул 

( ') pcos<psin1tsin(s-a) 
tg а - а = ----·--------

cos () - р cos <р sin 1t cos( s - а) 

, р sin '/t sin <р cos есу s in( () - у) tg(() -8) = - -- --------- ----- --- - - .. 

1 - р sin 1t sin <р cos есу co s(D - у) 
t'-t t' + t 

tgy = tg<p cos - · sec -2 2 
где t = s - а; t' = s - а'; s - местное звездное время; 
геоце нтрический (суточный) параллакс 7t = <нсsiна (а" /Л); 

а, - большая полуось земного эллипсоида; Л - геоцент­
риче ское расстояние объекта; р = r/ac; г - геоцентричес­

кое расстояние точки наблюдения; <р - геоцентрическая 
1ннрота; tg<p = ( 1 - с2) tgB; е - перв ы й  эксцентриситет 
земного эллипсонда; В - геодезическая широта. 

Выше была ра<.:смотрена связь обшеземной геоцент­
рической системы коорд инат с геоцентрической инерци­

ал1,ной. Связь обще.земной систем ы координ ат с референ­
uной в общем случае выражается формулой r�l � (l + mI_� 

l 1в l У 

-(l)z 

где нижние индексы означают: ОЗЭ - об щеземные коор­
динаты, Р - геоцентрические с начал о м в центре рефе­

ренц-эллипсоида. 
В частности , Параметры Земли 1990 года, связываю­

щие общеземную геоцентрическую систему координат Рос­
сии с системой 1942 года, имеют следующие з н ачения: 

- мас ш табная поправка m = О; 
- углы поворота вокруг соответствующих осей равны 

ffi = О"· ffi = О 35"· ffi = О 66"· .х ' у ' ' l ' ' 

- координаты нач ала ОЗЭ относительно системы 1942 
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года равны ЛХ = 25 м; ЛУ = - 141 м; ЛZ = - 80 м. 

Из формулы ( 1.2.5) легко п олуч ить формулу обратно­
го перехода от общезем н ой системы к системе 1942 года 

-:у][�=��] . l Z-ЛZ озэ 

( 1.2.6) 

где матрица вр а щения на малые угл ы поворота является 

ортогональной, т. е. обратной к ней является транспони­
рова нная матрица . 

В этом л е гко убедиться ,  если всп омнить, что эта мат­
риuа является произведением трех элементарных матриц 
вращения на углы wx, (!)У, ro, вокруг соответствующих осей. 
Действительно, перемножив матрицы 

ll о 
G = о COS(I) х х 

О sinro х 

-si�w ]· х . 
COS(t) х [cosro, -sinroz �} Gz = sin

0

roz COS(J)z 

о 

l COSWy 

Gv = О 

-sinrov 

О sinwv 1 
о ; 

0 COSffiy 

получим [ COS(t)y COS(J)z 

G = c�srox s�nroz + sin

_

rox si
.
nroy cosroz 

SIП(J)x SШffiz - COSffix SШffiyCOS(l)z 

-cosrov sinro2 

cosrox cosro2 - sinro, sinrov sinro2 

sinwx cosroz + cosrox sinrov sinroz 

sinrov 1 
-SШШх COSffiy . 

COSffix COSffiy 

Учитывая малость углов w, можно пренебречь лроиз­

веден иям и с инус о в .  Тогда получим матрицу вращения, 
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и с п ол ьз о в а н н у ю  в ф о р м ул е  ( 1 . 2 . 5) .  М о ж е т  воз н ик н ут ь 

в о п рос ,  п о ч е м у  в м атр и це G Y  п р и н ято обратное н ап равле­
н и е  вр а ще н и я . Так как  существуют разл ич н ы е вы воды и 

и нтерпрета ц и и  это й фор м ул ы ,  здес ь  п р и н и м ается ве рси я ,  
в ы д в и н утая п р и в ы воде п а р а м е т р о в  П З - 90 . В о - п ервы х , 
3а положител ьное з н аче н и е угл ов щ п р и н я то направл е н и е 
п ротив хода часовой стрел к и  пр и взгл яде с кон ца полож и ­

тел ьного н а п равл е н и я соответствующе й о с и  на  начал о  ко­

о рди нат . Во - втор ы х , в н а ч ал ь н о м  п ол о же н и и  ос ь Х ре фе ­
р е н цой с и сте м ы коо рд и н ат п ред п ол а гается н аходя щейся 

в перво м окта нте ,  когда все координ аты орты абсцисс п о­
л о ж и тел ь н ы .  Ос ь У в это вре мя н аход итс я в о кта н те , где 
ко о рд и наты орты о рд и н ат положител ь н ы ,  кро м е  отр и ца­

тел ьной абсцисс ы ,  а ось  Z н аходится в окта нте с отр и ца­

тел ьн ы м и  абс ц и ссой  и орди н атой и п ол ож ител ь н ой а п п ­

л и катой .  В н ачал е  по во рачи вае м ре фе ре н ц н у ю систему ко­
о рд и н ат в о к р у г  о с и  Z гео це н тр и ч е с ко й с и сте м ы  на у гол 

w, по ходу ч асо в о й  стрел к и  до с о в м е ще н и я  ос и Х с плос­

к о с т ь ю  XO Z .  Зате м вра щае м ее  во к р у г оси  У ге оце нтри ­
ч е с ко й  с исте м ы  н а  у гол Wy п р оти в х ода ч а с о в о й  стр ел ки 

до совм е ще н и я оси х ре фере нцн о й с истемы с соответству­
юще й ос ь ю геоцентр и ч е с к о й  с и сте м ы .  П ри этом плоско­

сп1 Y O Z  обе и х  систе м коо рди нат ока жутс я с о в м е ще н н ы ­

м и .  Остается п ове р н уть оси У и Z п о  ходу часовой стрелки 
на угол ro, до совмеще н и я  с соответствующим и  осям и  гео­
нентр и ч ес кой с и сте м ы  коорд и н ат .  

Есл и о п ределе н ы тол ько л и н ей н ы е эл е м е н т ы , 

л ы  ( 1.2.5) , ( 1 . 2 . 6 ) у п ро ща ются и п р и н и м а ют в ид 

r�l = r�1 + r��] и r�J = r�J - r��] l z 13) z 12 лz z 42 z озэ лz 

фор м у-

( 1 . 2 .  7 )  

До с и х  п ор н е  у п о м и н ал и сь зе м н ы е  элл и п соиды , так 

к а к ,  в п р и н ц и п е ,  к о с м и ч е с к а я  г е о де з и я  н е  н у ждаетс я в 

rюnе р х н остя х относ и м ости и n c e  е е  зада ч и  р е ш аютс я н а 

ф изиче с кой поверхности Земл и .  Однако гео це нтрическая 
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декартова система координат связана  также с геодезичес­
кой с истемой ,  что будет рассмотрено в разделе 1 . 6 . И ме н ­
но с п о мощью геоцентр и ческой с и сте м ы  координат уда ­
ется связать наземные  и косм ические геодезические сети . 

1. 3 .  Орбитальная система координат.  
Элементы орбиты 

Орбитальную систему координат определ я ют плос­
кость орбиты , эксцентрическая аномал ия Е ,  де виация  D 

и радиал ьное расстоя н и е  r0 • Де виация оп ределяет угловое 
отклоне н ие объекта в эпоху t от плоскости орбиты в н а ­
чал ьн ую эпоху t 0  из-за возмуще н и й  в е г о  движе н и и .  Дл я 
п е рехода от орбитал ь н о й  с и сте м ы  коорди нат в п р я м оу­
гол ьную необход и м о  знан ие эле м е н тов орбиты . Эл е м е н ­
т ы  орбиты характеризуют положе ние  орбиты в п ростран ­
стве , ее р а з м е р  и фо р м у ,  а та кже п оложе н и е  небес н о го 
тела на орбите .  

В кос м и ческой  геодез и и  н а и бол ее часто и с п ол ьзуют 
следующие элементы элл и пти ческой орбиты : 

а - большая полуось;  
е - эксцентриситет;  
i - наклон  плоскости орбиты к экватору;  

М 11 - средняя  аномал и я  в эпоху t11 ; 
ы - аргумент пери гея (угловое расстоя ние пери це нтра 

от узла) ; 
Q - дол гота восходящего узл а орбиты . 
Дл я п е рехода от орбитал ьной  с и сте м ы  коорд и н ат в 

эпоху t0 к инерциал ьной прямоугол ьной в эпоху t исполь­
зуются формул ы  

х = r (cosu cos.Q - sinu s in.Q cosi ) ;  
у =  r (cosu sin.Q + sinu cosQ cosi ) ;  ( 1 . 3 . 1 )  
z = r sinu si n i ,  

где u = u + ы - аргумент ш ироты ; 
r = а ( 1  - е2) / ( l  + е cosu ) - рад и ус - ве ктор объе кта ; 
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и сти н ная а н о м ал и я  u в ы ч и сл яется п о  фор м ул е  

u №е+е Е tg- =  - tg- · 2 l - e  2 '  
Jксuентр и ческая  а н о м ал и я  Е в ы ч и сл я ется итераци я м и  и з  

ура в н е н и я  Ке плера  

Е - с s i n E  = М ,  
где с р ед н я я  а н о м ал и я  М = n ( t  - t f l )  + М о;  n = �µ 1 а 3 
сред н е е  д в и же н и е ;  µ - гео це нтр и ч ес кая гравитацион н а я  

п остоя н н а и .  

Есл и фор м ул ы  ( 1 . 3 .  l )  п род и ффе ре н ц и ровать п о  вре ­

м е н и  t ,  то п ол уч и м  формул ы  дл и составл я ю ш и х  с корости 
д в и жу tце гося  объе кта 

х = � V, - (sin н cos Q + cos и s in  Q cos i)  V11 ;  r 

У = у_ V, - (sin u sin Q - cos u cos Q cos i) V11 ; 
r 

z z v . · v = - r + COS U Slll 1 n , 
r 

1 ·ле V, = Jµ / a( l - c2)c sin u - рад и ал ьная скорость ;  

( 1 . 3 .2) 

V11 = Jµ / a(l - е2 ) ( 1 + ecos u) - трансверсальная (касательная к 

орбите) с корость ;  пол ная скорость 

S = M; - l) = Jv,' + v; = J х н  у н  ;2 . 

1. 4 .  Об"Ьектоцеитрвческая система координат 

В работе [ 54] под объектоцентрической системой 
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координат понимается система ,  отнесенная к центру масс 
ИСЗ с осям и , направленны м и  по радиусу-вектору и к точ ­
кам юга и востока в плоскости местного горизонта . Одна­
ко дл я анал и за точ ности в ы ч и сле н и я  положе н и я  И СЗ и 
остаточных уклоне н и й  измерен н ы х  вел и ч и н  чаще испол ь­
зуется с истема коорди нат, оси которой направл е н ы  вдол ь 
радиуса-вектора и пер пенди кулярно к нему по движе н и ю  
И СЗ в плоскости и поп е рек  орбиты так ,  чтобы с исте м а  
оказалась правой . 

Направляющие кос и нус ы  осей такой с исте м ы  коорд и ­
нат относительно и н ерциальной р а в н ы  [cos u cos .Q - sin u sin .Q cos iJ U = c�s u s

.
in 

. 
.Q + sin t1 cos .Q cos i ; 

SШ U SШ I  
( l  .4. l )  [- sin u cos .Q - cos u sin .Qcos iJ [sin .Q sin i J V = - sin u

.
si� .Q + cos u cos .Qcos i ; W = - c�s .Q sin i , 

COS U Slll I COS 1 

где u = ro + u - аргумент широты ; u - истинная аномалия.  
Направл я ющие кос и нус ы с вяза н ы  с и не р ц и ал ьн ы м и  

коорди натами и составл я ю щ и м и  скорости формулами  

W = U х S; V = W х U, 
где переход к ортогонал ьным векторам U, V,  W осуществ­
ляется через вектор скорости S ,  касател ьны й  к орбите.  

И нерциал ьные  координаты и составляющие скорости 
И СЗ в этой системе коорди нат выражаются формулами 
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. а 2 nesinE где r = a( l --ecosE) ; r = ----
r 

. + r 0 V =  

1 . 5 .  Понятие центра масс и осей инерции 
в физике 

Центром и нерци и ,  ил и центром масс систе м ы  ма­
те р иал ьных точ:ек в физике [ 6 8 ]  называется точ ка С(х. ,  у0 , 
zJ , радиус - ве ктор rc которой связан с массам и  mi и ради­
уса м и - векторами r i  всех k точ:е к  с исте м ы  соотношением 

так что 

k 
""" m x  � 1 1 j ; (  

k 
I щ  j ; (  

k 
""" m z  � 1 1  

Координаты центра инерции  тела равн ы  

f xdm f pxdv J ydm J pydv 

( 111 ) ( v )  ( n> )  ( v )  
х е  = - -- - - - ·-- = ---- -- ; у с = ----- = ---- ; m m m m 
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f zdm J pzdm 
( m )  ( v )  

m m 
где р - плотность тела в объе ме dv , так что dm = р dv.  

Если тело однородное , то 

l l l х = -- J xdv · у = - J ydv · z = - J zctv с ' с ' с ' 
V ( v )  V ( v )  V ( v )  

т.  е .  в это м случае коорди наты це нтра и н ер ц и и з а в и с ят 

только от е го геометрической фор м ы .  
Од н ако Зе мля н е я вл я етс я  н и одн о род н ы м ,  н и  с и м ­

метр и ч н ы м  телом , а рас п редел е н и е  масс внутр и н е е  ока­

зы вается изестны м  весьма п р и бл ижен н о 1 ,  поэтому п р и ­
веде н н ые формулы я вл я ются практически бесполезн ы м и .  
Кроме то го , З е м л я  с о ве р ш ае т  в р а щател ь н о е  д в и же н и е  

вокруг своей главной оси инерции .  
М о м е нтом и нерци и тела относител ьно оси наз ы вает­

ся вел и ч и н а ,  я вля ю щаяся мерой и н е ртности тела во вра­

щател ь н о м  д в и же н и и  вокруг это й оси и р а в н ая с у м м е  

произведе н и й  масс всех ч асти ц  тела н а  к вадраты и х  рас­
стояний от той же оси 

J , = J (у2 + z2 )dm = J ( у2 + z2 )dv = Jff (у2 + z2 )pdxdydz ; 
( m )  ( v )  ( v )  

J Y = J (x 2 + z2 )dm = f ( x2 + z2 )dv = JfJ (x2 + z2 )pdxdydz ; 
( m )  ( v )  ( v )  

J ,  = J (х 2  + y2 )dm = J (х 2  + y2 )dv = Jff (х 2  + y2 )pdxdydz, 
( m )  ( v )  ( v )  

где m ,  р и v - масса , плотность и объе м тела ; х ,  у и z -
координаты элеме нтарной ч астицы тела ,  имеющей объе м 
dv и м ассу d m .  

' Модель внуrреннеrо строения Земл и ,  предложенная в 1 97 5  r .  М еж­
дународной группой сейсмологов в составе Dziewonski,  Hales и Lapwood 
и п ол ьзующаяся б ол ь ш о й  п о пул я р н остью у геоф и з и ко в ,  п р и н я т а  в 
работе [ 7 7 ]  за основу п р и  выч исл е н и и  сжати я ,  постоя н н о й  прецесс и и  
и м о м ентов и не р ц и и  д л я  гидростатической З е мл и .  
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Момент и нерции зависит тол ько от фор м ы  тела и рас ­
пол оже н и я  масс в нем . Це нтробе жн ы м и  моме нтами инер­

uии тел а п о  отн о ш е н и ю  к осям п р я моугол ь ной с и сте м ы  
коо рд и н ат ( О , ,  ОУ , О , )  наз ы ваются в ы раже н и я  

J 'У = J xydm = J xypdv = fJJ xypdxdydz ; 
( m ) ( v )  ( v )  

J ,, = J xzdm = J xzpdv = JJJ xzpdxdydz ; 
( m ) ( v )  ( v )  

J У' = J yzdm = J yzpdv = JJJ yzpdxdydz. 
( v )  ( v )  ( v )  

М ом е нты и не р ци и  тве рдого тел а 1 .  относител ьно все ­

воз м ожн ы х осе й а ,  п р оходя щ и х  ч е р е з  какую-л ибо точ ку 
О, связа н ы  с м о м е нтам и  и н е р ц и и этого тел а по отн о ш е ­

н и ю  к о с я м  коорд и н ат н о й  с и сте м ы  ( О" О у ,  0,) , начал о  
которой совпадает с О ,  соотнош е н ием 

1. = 1 , cos2 a + Jy cos2 P + J , cos2 y - 2Jч cos a cos p -

- 21" cos a cos у - 21 yz cosp cos у,  
где а ,  р и у - угл ы ,  образуе м ы е  осью а соответстве н н о  с 
ося м и  О, , Оу и О, . 

О с ь  О ,  н азы вается гл а в н о й  о с ь ю  и не р ц и и тел а , есл и 
це нтробе ж н ы е  м о м е н т ы  и н е р ц и и  1 ,у и 1 ,, одн о в ре м е н н о  
ра в н ы  н ул ю .  Ч е ре з  каждую точ ку тел а м о ж н о  п р о ве сти 
три вза и м н о  п е р п е нди куляр н ы е  гл авные оси и нерци и  О,. ,  
Оу. и О,. так,  что 

J" = 11 cos2 а' + J 2 cos2 �' + 1 3 cos2 "( ' , 
где а' , р· и у• - угл ы ,  образуемые осью а с ося м и  Ох. , О

у
. и 

Oz· ; 1 1 , 1 2 ,  1 3  - м о м е нты и н е р ц и и  тел а п о  отн о ш е н и ю  к 
гл а в н ы м ося м  и н е р ц и и  в точ ке О ,  называе м ы е  главн ы м и  
м о м е нта м и  и н е р ц и и .  

Есл и через точ ку О твердого тела провести всевозмож­
н ы е  оси а и вдол ь каждо й из н их отложить отрезки ОА ,  

ч и сле н но равные 1 / .JJ: , т о  геометрическое место точе к  А 

будет представлять собой эллипсоид инерции тела в точке О .  
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Гл а в н ы е  оси элл и псоида и не р ци и с о в п адают с глав н ы м и  

ося м и  и нерции тела в точ ке О .  Це нтрал ьн ы м  элл и псоидом 

и нерции твердого тела назы вается элл и п соид инерции , со­

ответствующий центру и нерции этого тела. Главные оси цент­

рал ь ного элл и п соида и не р ц и и  тела назы ваются гла в н ы м и  
централ ь н ы м и  ося м и  и нерци и ,  м о м е нты и нерци и тела от­

носител ьно этих осе й - главн ы ми це нтрал ьн ы м и  моме нта­

м и  инерции.  Централ ьная ось и нерции является главной осью 

инерции во всех точках тела,  принадлежащих этой оси .  Если 

однородное тело имеет ось с и мметр и и ,  то эта ось я вляется 

одной из его централ ьн ых осе й  инерци и .  

С ила притяже н и я  З е мл и  в совокуп ности с це нтробеж­

ной силой враще н и я  создает н а  ее поверхности силу тяже ­

сти , и зуч е н и е  которой дает возможность оп редел ить н а п ­

равл е н и е  осе й е е  и н е р ц и и и положе н ие Ц М З .  

1. 6 .  Геодезические системы координат 

Геодезические с и сте м ы  коорди нат могут б ыть о п ­

редел е н ы  к а к  н а  общезе м ном элл и псо иде , так и на  рефе ­

ре н ц - эл л и псоиде . Геодези ч ес кая ш и рота В отсч иты вается 

от п л о с кости эк вато р а  и р а в н а  угл у  м е жду н о р м ал ь ю к 

поверхности элл и п соида в дан но й  точ ке и плоскостью эк­

ватора.  Геодезическая дол гота L отсч иты вается от н а ч ал ь­

н о го м е р идиана до м е р идиана  дан ной точ к и  А ( р и с .  1 .  1 ) , 
геоде з и •1 е с кая в ы с ота - п о  нор мал и от п о в е р х н ости эл ­

л и псоида до дан ной точк и .  П о верхность элл и п соида зада­

етс я его бол ь ш о й  полуосью а и с жат и е м  а и л и п е р в ы м  

э кс це нтриси тетом е .  М е жду сжат и е м  и перв ы м  э ксце нт­

р и ситетом существует следующая за в и с и м ость 

е2 = (2 - а) а. ( 1 .6 . l ) 
Наприм е р ,  сжатие рефере н ц - элл и п со ида Красовского 

а 1 298, 3 ,  к в ад р ат п е р во го э к с це нтрис итета 

е2 = 0 , 00669342 1 62 3 .  Р и с .  1 . 1  позвол яет л е гко установить 

з а в и с и мость между гео центр и ч ес к и м и  и геодези ч е с к и м и  
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коорди ната м и ,  что б ыл о  сделано Э .  П уч ч и  в работе [ 7 8 ] 
е ще в 1 8 8 6 - 1 8 8 7  годах 

z 

Рис . 1 . 1 .  Геодезнческ:ие к:оорднваты 
Х = ( N  + Н )  cosBcosL;  
У =  ( N  + Н) cosBsin L; 
Z = ( N + Н - Nc2)si n B ,  

( l  . 6 . 2 )  

где N = а t .Jl - e2 sin2 В - дл и н а н о р м ал и  н а  ш и роте В , 
на:зы вае мая радиусом кри в и з н ы  п е р вого верти кал а . 

В дал ьн е й ше м  нам п он адоби тся также радиус криви з­

н ы  м е р ид и а н а в дан н ой точ ке А "  в ы ч исл я е м ы й  по фо р ­

м ул е 

М = a(l - е2 ) / (1 - е2 sin2 В)ш .  ( l . 6 . 3 ) 

Об ратн ы й  п е р е ход от ге оце нтр и че с к и х  коорд и н ат к 

геодезическ и м  осуществляется п о  формулам 

у 
L = arctg - ·  х '  

z tgB = -;====-----;::===== 
.Jx2 + У 2  - ае2  / �l + (l - e 2 ) tg2 B 

( 1 . 6 . 4 )  
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Н = ,Jx 2 + У 2  cos В+ (Z + Ne 1 sin В) sin В - N, 

где четверть для L определяется по знакам Х и У; второе 
уравнение решаетс я приближе н ия м и  до заданной точно­
сти ;  N вычисляется по формуле ( 1 . 6 . 2 ) . 

После перви ч ной обработки спутниковых н абл юде н и й  
наряду с предварительными координатами пунктов и раз­
ностя м и  координат между н и м и  в ге оцентрической си­
стеме координат даются также координаты и их разности в геодезической системе координат на общем земном эл­
ли псоиде .  Поэтому наряду с формулами пересчета коор­
динат из одной системы в другую ниже будут рассмотре­
ны формулы для пересчета разностей координат .  

П одставив  в ы раже н ия  ( 1 . 6 . 2 )  в формулу ( 1 . 2 . 5 ) ,  най­
дем формул ы  для п е р е с чета г е од е з и ч е с к и х  коорд и н ат с 
референц-элл ипсоида на общий земной эллипсоид . Обо­
зн ачим величины,  относящиес я  к общезе мному эллипсо­
иду, с нижним и ндексом О , тогда 

(N0  + H0 ) cos В0 cos L0 - (N + Н) соs Bcos L = 

= (N + Н)m cos Bcos L - (1 + m)(N + H)ro z  cos B sin L +  

+ (1 + m)(N + Н - Ne 2 )ro v sin В + ЛХ; 
(N0 + H0) cos В0 sin L0 - (N + Н) соs B sin L = 

= (N + Н)mcos B sin L + (1 + m)(N + H)roz  cos B cos L ­- (l + m)(N + H - Ne2 )ro x  sin B + ЛY; 

(N0  + Н0 - N0e � ) s in В0 - (N + H - Ne 2 )  sin В = 

= (N + H - Ne 2 )m sin В- (1 + m)(N + Н)ro v cos Bcos L + 

+ (1 + m)(N + Н)rо х cos В sin L + ЛZ. 

Учитывая , что В0 = В + d B ;  L" = L + d L ;  Н0 = Н + dH ;  
а "  = а + da ;  е} = е2  + dc2 , в результате дифференцирова­
н ия формул ( 1 . 6 . 2) по а0 , е02 , В0,  L," Н0 н а йдем уравне н и я  
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1 da a sin' Bde' 

] 
. N - + + dH cos Bcos L - (M + Н) sш Bcos LdB -

L а 2(1 - е' sin' В) '" 

- (N + H) cos B sin LdL = (N + H)mcos B cos L -

- (l + m)(N + H)roz cos B sin L + (1 + m)(N + Н - Nc' )(J)" sin В + ЛХ; 
N "" + - - -- - - --- + dH cos B sin L - (M + Н) sin B sin LdB + 
[ d'' а sin'  Bde' 

] а 2(1 - е' sin' В)'" 

+ (N + H)cos Bcos Ld L = (N + H)mcos B sin L +  
+ ( l  + m)(N + H)(J), cos B cos L - ( l + m)( N  + Н - Ne')ro, sin В +  Л У; 

N(l - e· )  -- + -- -· ------- - -- - ade- + dH sш В +  
[ , da l - e' sin' B + cos' B , ] . 

а 2(1 - е' sin' В)"' 
+ (М + H) cos BdB = (N + Н - Ne' )m sin B ­

- (l + m)(N + H) cos B((J)" cos L - (J), sin L) + дZ. 
Решая получ е н н у ю  с и сте м у  урав н е н и й  отн ос и тел ь н о  

d B ,  d L  и d H ,  найде м о ко н ч ател ь н ы е  формул ы  

В = В + _ _ _  ! _ __ [Ne2 siп  Bcos В�- +  (N + _ _м _ _  \in Bt:os Н d�
2
- -0 М + Н а 1 - е2 } 2 

- ( ЛХ соs L + ду sin L) sin В +  ЛZ cos B + ( � + Н )((J), s i n  L -
- (J) 1  cos L) - Ne'm sin Bcos В J ( 1 . 6 .5 ) 
L = L + l ( Л У cos L - ЛХ sin L -" (N + H) cos B 

- (N + Н - Ne' ) sin B(ro, cos L + ro, sin L)] + ro , ;  
Н0 = Н - � da + N sin2 B d� + (ЛX cos L + ЛУ sin L)cos B +  N 2 , 
+ ЛZ sin В +  ·Ne2 sin Bcos В( mx siп L - rov cos L) + 

+ (а J1 - е2 sin2 в +  н)m 

для пересч ета геодезических коорди нат с референц-элл ип­

со ида на общеземной элл ипсоид . 
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Дл я в ы вода ф о р м ул о б р ат н о го п е р е сч ета в ы раже н и я  
( 1 . 6 . 2 )  необход и м о  п одставить в формулу ( 1 . 2 . 6 )  и п роде ­
л ать п редыду щ и е  о п е ра ц и и .  Так как те п е р ь  и з вестн ы ко­
орди н аты н е  в С и сте ме 1942 года,  а в общезе м но й  систе ­
м е ,  то д и ффере н ц и ро вать н адо по а ,  е 2 ,  В ,  L, Н ,  а также 
п р и н и м а ется В = В0 + d B ;  L = L0 + d L ; Н = Н0 + d H ;  
а = а0 + da и е 2  = е02 + de 2• О кон ч ател ьно получае м  

В = В + -- - N е sш В cos B --- + 1 { 2 •  da 
о м н 0 0  о о 

о + о а 

- ЛZ cos B - [( -�-� + Н  ) sin L - ЛZ sin B sin L - ЛУ соs В ]ro + о N о о о о о х  
о 

+[( � + Н. }os L" - ЛZ sin B" cos L" - ЛХ соs в" }•" + 

+ (ЛУ cos L0 - ЛХ sin L0)ro, si n  В0 + ·N0e,�m sin В" cos Ви }; 

+ ((N0 + Н0 - N0e,� ) sin В0 cos L0 - ЛZ cos L"] rox +((N" + Н0 - N"e� ) , 
xl si n  В0 sin L" - ЛZ sin L0 )roy } - [1 - -��?�-��-�r-��n�]ro, ;  (N0 + H0 ) cos B0 

( \ • 6 . 6 ) 

Н =  Н + -Cl_-da - N  sin2 B ���- - (ЛX cos L + ЛY sin L )cos B -о N о о 2  о о о 
о 
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- Л У sin В0 )rox + (N0e� sin В0 cos В0 cos L0 + ЛZ cos В0 cos L0 -

- ЛХ sin B0 )roy - (Л У cos L0 - ЛХ sin L0)roz - (а0 J1 - е� sin2 В0 + 

+ H0)m . 
В формул ах ( 1 . 6 . 5 )  и ( l  . 6 .6 )  разности полуосей и квад­

ратов п ервых экс це нтри с итетов бе рутся как разность па­
раметро в  эл и псоидо в ,  н а котор ы й  пе реходят , м и нус ис­
х одн ы й , а п араметр ы П З -90 бе рутся в обо их случая х  с 
те м знаком , как о н и  используются в формуле ( 1 . 2 . 5 ) . 

Есл и фор мул ы  ( 1 . 2 . 5 )  н ап ис ать для  коорди н ат двух 
п у н ктов и взять и х. раз н и цу ,  то получ ится фор мула  дл я 
п е рес чета разносте й коорд и н ат и з  С исте м ы  1 942  года в 
об щезе м ную с исте му [��] = (1 + m)[_: Л'Z озэ z -(t) z ro y ][лх] ro x ЛУ 1 лz 42 

( l . 6 .  7) 

В ы пол н и в  те же о перации  с формулой ( 1 . 2 . 6 ) , полу­
•шм формул у  для обратного пересчета 

[�] = l :m [-�z лz 42 ffi y  

-ro ][лх] у 

ro x ЛУ 1 лz озэ 

( 1 . 6 . 8 )  

В фор м ул ах ( 1 . 6 .  7) и ( 1 . 6 . 8 )  ЛХ , Л У, ЛZ обознач ают 
уже не эле менты П З-90,  которые  и сключен ы ,  а разности 
коорди нат пунктов .  

С фор мулами ( 1 . 6 . 5 )  и ( 1 . 6 . 6 )  задача знач ител ьно ос­
ложняется тем , что коэффициенты при параметрах на раз­
н ых пунктах будут разн ы м и  и необходи мо снова диффе ­
рен ц ировать их по геодезическим коорди натам ,  а их п ри­
раще н ия заменить разностям и  геодезичес ких координат. 
Тогда коэффициенты при параметрах могут вычисляться 
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тол ько 1 1 0  координатам начального пункта , но п олуче н ­
н ы е  формул ы  будут сли ш ком громоздк и м и .  В м е сто этого 
коорди наты обоих пунктов можно перевы ч ислить в нуж­
ную систему ,  а затем выч исл ить разность координат .  

1 .  7 .  Горизонтальная система координат 

Бол ьш и нство измер е н и й  на земной п о ве рхности 
выпол ня ются в гори зонтал ьной  систе ме  коорди нат,  свя­
з а н н о й  с отве с н о й  л и н и е й .  В дан н о й  работе гор и зо н ­
тал ьной с и сте мой коорд и н ат будет сч итаться с и сте м а ,  
верти кал ьная о с ь  которо й направлена  по  нормали к п о ­
верхности эллипсоида , а гор изонтал ьные  о с и  - п о  каса­
тел ь н ы м  к м е р идиану и п араллел и в сторону возраста­
ния широт и долгот. Эта с истема координат отл ичается от 
систе м ы ,  связанной с отвесной л и н ие й ,  на вел и ч и н ы  со­
ставляющих уклонения  отвесной лин и и ,  поэтому в набл ю­
де ния необходимо вводить соответствующие поправки . 

s .,. n 

Рис.  1 . 2 .  Горизонтальные координаты 

4 2  



Н аправл я ю щие коси н усы оси n равны 

п = (cos Bcos L cos B sin L sin В) 
( р и с .  1 . 2 ) . Оп ределив производн ые от н их п о  широте , по­
л уч и м  направляющие косинусы направления на север s ,  

s = 
дп = (- sin В cos L - sin В sin L cos В) , дБ 

а взя в производ н ы е  п о  дол готе , получ и м  н а правляющие 
косинусы третьей оси  р 

дп ( . L р = = - sш 
cos ВдL cos L О) . 

В этой с истеме  координат геодезические ази муты от­
сч итываются в горизонтал ьной плоскости от оси s ,  зенит­
н ы е  рассто я н и я  - от оси n .  Геодезические азимуты и зе­
н и тные р ассто я н ия в свою очередь представл я ют собой 
сферическую топоцентрическую систему коорди нат, а при 
добавл е н и и  расстоя н и я  от начал а  координат - полярную 
тоnоце нтрическую систему .  

1 .8.  Плоские прямоуrольные системы координат 

1 .8. 1 .  Место плоских прямоуrольных 
систем координат в относительном 
методе космической rеодезии 

В п р а ктике  геоде з и ч е с к и х  и картогр а ф и ч е с к и х  
работ , к а к  правил о ,  испол ьзуются плоские с исте м ы  к о ­
ординат .  Они получаются п р и  отображен и и  эллипсоида 
н а плоскости с помощью формул картограф ических про­
е к ц и й .  Н аиболее  у п отреб ител ь н ы м и  из н их явля ютс я 
прое к ц и и  Гаусса и Л ам берта . Существуют также услов­
н ы е  пл о с к и е  с исте м ы  коорди н ат ,  кото р ы е  отл и ч аются 
н е стандартн ы м и  н ачалами ил и п р и бл и же н н о  аппрок­
с и м ируют н е которую условную с и сте му .  
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П оэтому геоцентрические координаты п унктов ,  оп­
редел е н н ые относительн ы м  м етодо м ,  необходи мо п е ­
ревычислить в требуемую плоскую с и стему коорд инат.  
Эти  перевычисления ведутся в следую щ е й  последова­
тельности : 

- общеземные координаты Х ,  У, Z или В ,  L ,  Н п е ­
ревыч исля ются в рефере н цную с и стему с помощью трех 
или семи  элементов тран сформирования , которые о п ­
ределя ются п р и  совмест н о м  уравн и ва н и и  К ГС и мест­
ных геодезических сетей ;  

- есл и в первой операции участвовал и декартовы ко­
ординаты Х , У ,  Z, то о н и  перевыч и с л я ются в геодез и ­
ч е с к и е  В ,  L ,  Н н а  задан н о м  рефере н ц - эллипсиоде ; 

- геодезические координаты перевычисляются в плос­
кие пря моугол ьные ;  

- последние могут перевычисляться в условную сис­
тему координат.  

Если уравнивание измерений выполняется в общезем­
ной с истеме коорди нат ,  исход н ые пун кты перевыч исл я ­
ются в эту систему в обратном порядке . Если уравни ва­
ние  измере н и й  выпол няется в какой-л ибо другой с истеме 
коорд инат ,  необходимо перевычислить в нее измере ния , 
и х  оценки  и коорд и н аты и с ходн ы х  п у н кто в .  В да н но й  
работе будет рассматриваться уравнивание измерений в 
общезем ной пространственной декартовой системе  коор­
ди нат Х , У ,  Z, поэтому понадобятся как п р я мая схема 
перевычислени й ,  так и обратная - для перевычисления  в 
общеземную систему координат исходных пунктов .  

Перевыч исление  коорд и н ат Х ,  У ,  Z в рефере н ц ную 
с и стему и обратно , и х  перевычисление в геодезические 
системы и обратно выпол няются по формулам, приведен­
ным в разделах 1 . 2 и 1.6. Здесь будут рассмотрены вопро­
сы пересчета геодезических координат в плоские и обрат­
но , а также в некоторые условные системы координат. При 
этом , в о с н о вном , будут и с п ол ьзованы обоз н ач е н ия и 
формул ы ,  приведенные в работе [41] . 
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1.8.2.  Связь плоских прямоуrольных 
и rеодезвческих координат 

П лоские п р я моугол ь н ы е  коорд и н аты х ,  у получ а­
ются и з  геоде з и ч е с к и х  коорд и н ат В, L с п о м о щ ь ю  кон ­
фор м н о го отображе н и я  п о верхности элл и п со ида на плос­
кости в п р ое к ц и и  Гаусс а .  Д ве н е п ре р ы в н ы е  и ди ффере н ­
ц и р уе м ы е ф у н к ц и и  х и у д вух н е з а в и с и м ы х  п е ре м е н н ых 
q ,  L ,  кото р ы е  я вл я ют с я  к о о рд и н ат н ы м и  с и сте м а м и  н а  
плос кости и элл и псоиде , соответстве н н о 

х = f1 (q,  L) ; у = f/q ,  L) ( l . 8 . 1 )  
обр а зу ют к о н ф о р м н ое ото б раже н и е п о ве р х н ости элл и п ­
с о ид а  н а  плоскость , е сл и о н и  удо вл етворя ют уравне н и я м  
Кош и - Р и м а н а  

дх ду ду = 
дq дL ; дq 

дх 
дL ' 

( 1 . 8 .2) 

где q - изометрическая ш и рота . 
Геодезические коорди н аты В, L не удовлетворяют этим 

усл о u и я м ,  п о это м у  в м е сто геоде з и ч е с к о й  в вод ится и з о ­
метр ическая ш ирота 

откуда 

1 1 l + sin В е 1 l + e sin В q = - n - - n ----
2 1 - sin B  2 1 - e sin B 

dq = MdB 
N cos B 

( 1 . 8 . 3 ) 

Те п е р ь  усло в и я  ( l . 8 . 2 )  мо гут быть зап и с а н ы  в виде 
дх м ду ду = · · -�--- -- ·  
дВ M cos B  дL ' дВ 

м дх 
( 1 . 8 .4) 

Ncos B  дL 

Есл и урав не н и я  ( 1 . 8 .  l )  запи сать в в иде рядо в от раз­
ности долгот / = L - Lo , где L - дол гота текущей точ к и ;  
L 0  - долгота осевого меридиана зон ы ,  

х = Х + а1 / 2  + а4 / 4  + аб / 6  + ан 18 + . " ( l  . 8 .5)  
у = Ь1  / + Ьз  1 3 + bs / 5 + Ь1 / 7 + " .  , 
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и подставить в уравне н и я  ( 1 . 8 . 4 ) , то найде м в ыраже н и я  
для в ы ч исл е н ия коэффициентов а ;  и Ь ; .  Здесь Х - дл и н а  
дуги меридиана о т  экватора до широты В .  

Н айдем о т  выраже н и й  ( 1 . 8 . 5 )  н еобходи м ы е  ч астн ы е  
п роизводные и п одстави м  в уравнен и я  ( 1.8.4) 

дХ да 2 2 да 4 4 М (ь ь 12 ь 14 )· - + - [ + - l + " . = 1 + 3  J + 5 5 + " . ' дВ дВ дВ N cos B 

дЬ , l дЬ 3 3 дЬ 5 5 _ М (2а 4 zз 6 zs ) - + - ! + - ! + " . - - ) + а 4 + а ь + " . . дВ дВ дВ N cos В 

Приравняв чле н ы  с оди нако в ы м и  сте пенями /, най­
д е м  форм ул ы  для п осл едовател ьного выч и сл е н и я  коэф­
фициентов рядов ( 1 . 8 . 5 ) ,  учитывая , что 

Ь = �cos B ��- ; 
' М дВ 

дХ
= М , дВ . 

Ncos B дЬ , . 
а = - ----- - ,  2 2М дВ ( l . 8 . 6 )  

и т. д. 

Через производные изометрических широт эти коэф­
фициенты получаются по формуле 

(- IY+t д ; Х 
с = ---- ---·-. ' 1 . , д 1 1 .  q 

где с поочередно обозначает коэффициенты Ь и а с соот­
ветствующими нижними индексами ;  дХ!дq = N cosB;  кро­
ме того , 

дХ дХ дВ - = - - ·  дq дВ дq 
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где 

дХ дБ N cos Б 
- = М · 
дБ ' дq М 

В работе (4 1 )  сдел а н а  поп ытка п р и м е н ить аналоги ч ­
н ы й  способ для обратного пересчета плоских прямоуголь­
н ы х  коорд и н ат в геодезические . Для этого условия  кон ­
формн ости представлены в виде 

дБ N cos Б дL дБ N cos Б дL .�- = ------ -- . -- = - ------ - ' ( 1 . 8 .7) 
дх м ё)у ' ду м дх 

а за в и с и мость между координатами зап исана в виде 

И з  ( 1 . 8 .  7)  и ( 1 . 8 . 8 )  получаем 

откуда следуют формулы 

где 

Б 
= 

М дБ . 
1 N соs Б дХ '  

N cos Б дБ1 А = - - �-- - - --- · 2 2М дХ ' 

Б = -- М дА 2 •  А _ N соs Б дБ3 
3 ЗN соs Б дХ ' 4 - - 4М- дХ 

дБ 1 - = - · 
дХ М 

( l  . 8 . 8) 

и т. д. , 
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Однако при дифференцировании ле гко убедиться в том, 
что эт и м  с пособом п ол у ч и т ь  коэфф и ц и е нты А, и В,  не 
удается ,  кро м е  В 1  и А2 , н а  кото р ы е  н аложе н ы  усл о в и я  
конформ но� 1 1 1 ( 1 . 8 . 7 ) .  

Для в ьн 1 с 1 1 L' t 1 И Я  прич и н  неудачи  рассмотри м  соответ­
ствующие вы ражения от изометрических ш ирот 

дВ l д 2В , l д3В В = В х + дq {q - qx )+ 2 дq2 {q - qx f  + б  дqз {q - qx J  + · · · ; 

( 1 . 8 .9)  

где 
1 д2q 2 l д4q 4 1 дьq б q - q = -- - у + - -- у - - - у + · · · . х 2 дХ2 24 дХ4 720 дХ6 

Как видно из выраже н и й  ( 1 . 8 . 9 ) ,  тол ько для q - q, и / 
можно выч ислить последовател ьные производн ы е  

С, 
которые и являются иско м ы м и  коэффи циентам и л,· и в,· . 

Затем дл я ши роты В сл едует в ы ч исл ить н о в ы е  коэф­
ф ициенты А, = ф(А,' ) ,  в частности ,  

' ' А = 
дВ А ' + а 2 в  А ' 2  В ,  = В ,  ; А 

2 = А 
2 ; 4 дq 4 дq 2 2 и т. Д. 

Сл едовател ьно , в р ядах ( 1 . 8 . 8 )  произошла под м е н а  
изо м етр и ч е с к и х  ш и рот геодезически м и ,  хотя коне ч н ые 
формулы в работе [4 1 ] верны , так как о н и  взяты из пре­
дыдущего изания кни ги [40 ] ,  где для вывода соответству­
ющих коэфф и циентов п р именялись искл ючительно изо­
метрические широты .  Н иже приводятся уточненные фор­
мул ы и коэфф и ци е нты , позволяющие пересч итывать гео­
дезические координаты в плос к и е  п р я м оугольные и об­
ратно с точностью лучше l мм при ш ирине зон до 9" .  
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1. 8.3 .  Пересчет геодезических координат 
в плоск:ие прямоугольные в обратно 

Плоские  п р я м оугол ь н ы е  коорд и н аты х ,  у в кон­
формной проекu и и  Гаусса по геодезическим координатам 
н а л юбом элл и псоиде вычисля ются по формулам 

х = d0 В - s inB cosB { а0 - N / 2 [0 , 5 + Р- (а2 + Р- [а4 + 
+ Р- (а6 + а8 Р-) J ) ] } ;  ( 1 . 8 . 1 0) 

у = N /  cosB [ 1 + Р- (Ь , + Р- [Ь3 + Р- (Ь5 + Ь1 Р-) ] ) ] ,  
где В ,  L - геодезические коорди наты то ч к и ;  
/ = L - L11 - разность дол гот точки и осе вого м еридиана 
зо н ы  L11 ' в которой вычисля ются плоские коорди наты ; 
N = а / ( 1 - е2 sin2 8) 112 - радиус кривизны первого вертикала; 
а, е2 - большая полуось и квадрат первого эксuентриситета 
элл и псо ида, на котором дан ы  геодезические координаты ; 

а = с  - с cos2B + с cos4B · с = d + d + d + d ; о 2 4 6 , 2 2 4 6 8 

с = 2d + 
1 6  

d . с = lo d . 4 4 3 ь .  6 3 6 •  

m2 3 5 35 63 
do = mo + -2- + 8 m4 + ]6 m6 + 12-s ms + 256 Щ

о ; 

d = � + ��- + �? m + 2 m + J_05 m · 
2 2 2 32 6 1 6  8 256 I O ' 

d = m4 + _3 _ m + 2 m + �� m . d = m6 + mк + 45 m . 
4 8 1 6  6 32 g 64 10 ' 6 32 1 6 5 1 2 \О • 

d = o-1JJ_ + _2__ m · d == m ю_ · 
8 1 28 256 JO , 1О 5 12 ,  
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( 7 6 1  ,, 1 97 ,. ) • в . + - - - е · + - е cos , 
56 48 1 60 

1 4 1  ' 1 6 1  1О 579 а == -- cos · B + -- cos4 B - -- cos• В ·  • 3 628 800 30 240 5040 90 720 , 

1 1 е'' Ь = - - + - cos2B + - cos•в · 1 6 3 6 ' 

b� == - - - cos В +  - - - е cos В + \9е - 8е , 1 l , ( \  29 12 ) 4 {. 12 '" )соs• в .  
. 1 20 6 5 60 1 5  

1 9 1  2 ( 1 1 77 1  , z  ) 4 
bs = - 5040 + 2520 

cos В - 6 - 5040 
е cos В + 

( 1 17 1 12 76 ,4 ) 6 в + - - - е + - е cos · 
7 1 26 63 ' 

Ь = 1 - _4_1 _ cos 2  В +(� -
1 1 797 е12 )cos4  В -7 362 880 90 720 2520 90 720 

( 1 1 00 1  " ) 6 
- б - 840 

е cos В , 

где е'2 = е2/( 1 - е2) ; а =  (а - Ь)/а . 
П р и  в ы ч и сл е н и и  коэфф и ц и е нто в  d ;  часто п р и м е н я ют 

эконо м изацию сте п е н н ы х рядо в  (с м .  п риложе н и е  ! ) . 
Для рефере н ц - элли псо ида Красовского с п араметрами 

а =  6 378 245 м; е2  = 0 ,00669342 1 62 3 ;  е ' 2  = 0 , 006 7 3 85254 1 5 ; 

m0 = 6 3 3 5  5 5 2 , 7 1 7 ;  d0= 6 367  5 5 8 ,4968746 ; 

m2 = 6 3  609 , 7 8 8 3 244 ;  d2 = 3 2  072 , 96053 843 5 9 ;  

5 0  



m4 = 5 3 2 , 2089 1 6 ; d4 = 6 7 , 3 1 2267 1 6 1 ; 

m6 = 4 , 1 560 1 5 1 ;  d6 = 0 , 1 3 1 85 1 67 ;  

m 8  = 0 ,03 1 295 2 ;  d8 = 0 , 000249 ; 

m 1 11 = 0 , 0002 3042 ; d 1 11 = 4 , 5  1 0- 1 ;  

а0 = 32  1 40 , 40494648  - 1 3 5 , 327743 1 95 cos2 B + 

+ О ,  703208929  cos4 B ;  

а2 = -0 ,04 1 66667 + 0 , 2 5  cos2B + 0 ,00252695 cos4 B + 

+ 0 ,00000 7 5 7  cos6 B ;  

а4 = 0 , 00 1 3 8 8 8 9  - 0 , 0 8 3 3 3 3 3 3  cos2 B + О ,  1 635782  cos4 B + 

+ 0 , 005 5 7 2 5 5  cos6 B ;  

а6 = - 0 ,0000248 + 0 , 0 1 3 54 1 6  cos2 B - О ,  1 02626 cos4B + 

+ 0 , 1 1 64924 cos6 B ;  

а8 = 0 , 0000003 - 0 , 00 1 3 5 5 8  cos2B + 0 , 03 1 9444 cos4 B -
- О ,  l 1 66005 cos6 B ;  

Ь 1  = -0 , 1 6666667 + 0 , 3 3 3 3 3 3 3 3  cos2 B + 0 , 00 1 1 2309 cos4B ; 

Ь3 = 0 , 0 08 3 3 3 3 3  - О ,  1 6666667 cos2 B + О ,  1 96743 cos4B + 

+ 0 , 0040 1 89 cos6B ; 

Ь5 = -0 ,000 1 984 + 0 , 0 36 1 1 1 1  cos2B - О , 1 642988 cos4 B  + 

+ О ,  1 3 3 7 6 6 8  cos6B ; 

Ь7 = 0 , 0000028 - 0 , 00045 1 9  cos2B + 0 ,0630 1 26 cos4B -
- О ,  1 586366  cos6B .  

П о  формулам ( 1 . 8 . 1 0 ) получаются действительные ко­
ординаты . Дл я определения условных координат исполь­
зуются формул ы  
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х· = Х + х0 ; у· = у +  Уо + n · 1 06 м ,  ( 1 . 8 .  l l )  
где х0 , у0 - координаты условного начала,  п - номер зон ы.  

Н омер  зо н ы  равен 

. ЛL - L , + L  
n = 1nt , ЛL 

где ЛL - ш и рина зоны в градусах ; L ,  - средний меридиан 
первой  зон ы ;  i n t - означает целую ч асть п оследующего 
выраже н и я . 

В С исте м е  коорд и н ат 1 94 2  года п р и н я то х0 = О м ,  
у0 = 5 00 ООО м ;  L ,  = 3 ° ;  Л L  = 6° , таки м образо м ,  п м ожет 
п р и н имать знач е н и я  от l до 60 .  Дол готы считаются п ол о­
жител ь н ы м и  от начального меридиана на восток .  Масш­
таб на осевых меридианах равен 1 .  В проекции М еркатора 
( U T M )  масштаб на осевых меридианах раве н 0 , 9996 . 

Н е которы е  усл о в н ы е  с исте м ы  координат ( н а п р и м е р ,  
система 1 963  года) отл ичаются от с исте м ы  1 942 года л и ш ь  
начал ь н ы м  меридианом первой зо н ы , и х  ч и слом , ш и ри­
ной  зон ы  (чаще всего используются трехградус н ые зо н ы )  
и координатам и  условного начала .  П оэтому для н и х  при­
мен и м ы  в полной  мере формул ы  ( 1 . 8 . 1 О) и ( l . 8 . 1 1 ) .  

Для обратного пересчета плоских  коорд и нат в геоде­
зические ис пол ьзуются следующие формул ы  

8 = 80 - А2 z2 ( 1  - z2 [А4 - z2 (А6 - z2 N )  ]) ; 

! =  z [ l + z2 ( В ,  + z2 [В3 + z2 ( 85 + z2 87) ] ) ] , ( l . 8 . 1 2 )  
где 80  = � + s in� cos� (р 1 + р2 cos2� + р3 cos4�) ; 

А -- x '
d
- х о ,· z -- у ' - Y o . -__ _ .n · 106 

,_, - No - радиус кривизны 
0 N0 cos B0 

первого вертикала н а  ш ироте В0 ;  
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l бd б  1 2d 2 d 4 бd � P .i  = � - d z  + 7 - коэффи ц и е нты pi полу•I а ются 
о о о 

обращением тригонометрического ряда (см. приложение 1 ) , 
и с п ол ьзуе мого для вычисления  вел ичины Х в формуле 
( 1 . 8 . 5 ) ;  

А2 = 0 , 5 s i n Bo cos B0 ( 1  + е' 2 cos2 B0) ; 

А о 2 5  ( 1 3 1 2 ) 2 В 5 1 2 4 В е 1 4 б В . 4 = , + - - - е cos 0 + - е cos 0 - - cos 0 ,  6 4 6 3 

А = - - - cos 2 В + - - - + - е1 4 cos4 В + 1 е1 2 ( 2 е1 2 5 
) 6 8 4 о 45 5 8 о . 

+ (�?. е 1 2  - � e1 4 ) cos 6 В · 
45 4 о '  

А ' = }0У2 - (;2 - !4 e '}os ' в, + Cio - 1 ��О е" -

_ 45 е1 4 ) 4 в ( 1 7 99 1 2  945 1 4 ) ь cos + �- + -- е + -- е cos В · 64 о 1 260 320 448 ° '  

1 1 е1 2 
в = - - + - cos 2 в - -- cos 4 в ; 1 3 6 о 6 о 

В = 0 2 - .!.. cos2 B + (-1- + e'2 }os4 B -(е12 _ e'4 )cos6 B  · J , 6 о l 20 15 о 60 30 о '  

в _  1 1 2 8 9 1 + 1 68е1 2  4 в  1 + 332е1 2 6 8 . j - - - + - cos о - cos о + cos о ' 
7 6 2520 5040 
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1 1 , 463 + 504е1 1 4 
В 

205 + 3096е' 2 6 
В в = - - - cos - в + cos cos 7 9 6 ° 7560 n - 45360 ° 

Для референu-элли псоида Красовского 

Р, = 5 , 022 1 74662 87666 ·  1 О-3 ; Р2  = 2 , 9 3 6089290296 · 1 О-5 ;  

Р3 = 2 , 3 826 1 708 3 1 · 1 0-7 ; 

А2 = s in B0 cosB0 (0 , 5  + 0 , 00 3 3 692627 cos2B0) ; 

А4 = 0 , 2 5  +О ,  1 6 1 6 1 27 7  cos2 B0 + 0 , 0056 1 544 соs4 Вг 

А6 = 0 , 1 25 + 0 , 00 1 68463 cos2B0 + 0 ,043 1 25 1 2  cos4 80 + 

+ 0 ,0038366 1 cos680;  

А8 = 0 ,080605 1 6  - 0 , 030302 3 9  cos2B0 + 0 ,00792236 cos480 -1 

+ 0 ,0 1 56 7 2 5 8  cos6 80;  

В , = -0, 3 3 3 3 3 3 3 3  + О, 1 6666667 cos280 - 0 , 00 1 1 2 309 cos4B 

В3  = 0 , 2  - О ,  1 6666667 cos2 80 + 0 , 008 7 8 2 5 7  cos4B0 -

- 0 , 000 1 1 08 cos6B0 ; 

В5 = -0,  1 42 8 5 7  + О ,  1 666667 cos2B0 - 0 ,0365603 cos4 B0 + 

+ 0 , 000642 3 cos6B0; 

В1  = О, 1 1 1 1 1 1 1  - О, 1 666667 cos2B0 + 0 ,06 1 6926 cos4B0 -

- 0 , 0049793  cos6B0• 

Долгота L вычисляется по формуле 

L = L, + (n - 1) ЛL + /. ( 1 . 8 . 1 3 ) 
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В некоторых городских системах координат на огра­
н и ч е н н о й  территор и и  и с п ол ьзуются действител ь н ые ко­
ординаты с началом в центре города , т .  е .  координаты х ,  у 
�ю гут п р и н и м ать как положител ь н ы е ,  так и отри цател ь­
н ы е  знач е н и я .  Пересчет координ ат точек  из Системы 1 942 
года в городскую и обратно выпол няется без перехода че­
рез  геодез и ческие  коорд и наты п о  не котор ы м  а п п ро кс и ­
м и рую щ и м  формул а м  [ 56 ] 

х = (Лх cosy + Лу siny) - (а + d + Ь Лу) Лх; r 
у = (Лу cosy - Лх siny) - (а + сЛу)Лу + fЛх2 , r ( 1 . 8 . 1 4) 

где Лх = Х42- х0 ; Лу = у42-
у0 ; у - сближение меридианов 

в н ачале коорд и нат;  х0 , у0 - координаты начала в Системе 
1 942 года ; а ,  Ь ,  с, d, f - малые коэффициенты, аппрокси­
м и рующие изменение масштаба в проекции Гаусса по мере 
удал е н и я  от осевого меридиана .  

Обратный п ересчет координат из городской с исте м ы  
в С и сте му 1 942 года осуществляется п о  формулам 

х = х + х' ( 1  + а + d + Ь у' ) ;  42  о 
У = у + у' ( 1 + а + с у' ) - f х'2 ,  4 2  () 

где х' = х, cosy - у, siny; у' = Уг cosy + Xr siny. 

( \ . 8 . 1 5) 

Точ н ость а п п рокс и м а ц и и  коорд инат проекци и Гаусса 
формул а м и  ( l . 8 . 1 4 ) и ( 1 . 8 . 1 5 ) невысока из-за ограничен­
ности рядов разложения - примерно 4 см на  1 0  км . Если 
к х , у добавить  чле н ы  еЛу и - еЛх соответстве н н о ,  то г r 
точность ап п ро ксимаци и повысилась бы до м иллиметро-
вого уров н я  (е  = 4 · 1 0-6) . 

В н е котор ы х  мест н ы х  с и сте м ах коорди н ат мас штаб 
вообще принимается постоянным . Такие системы коор­
ди н ат мо гут приме н яться на весьма ограни че н н ы х  терри­
ториях и при выпол н ен и и  геодезических работ невысокой 
точ ности или для картографических целей . 
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Г л а в а  2 

МЕТОДЫ СОЗДАНИЯ 
ГЕО ЦЕНТРИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМ Ы  КООРДИНАТ 

2 . 1 .  Гравиметрический метод 

Грави метрически й метод состо ит в изучен и и  раз­
л и ч н ы м и  способами ( грави метрически м , астрономо-геоде­
зи •�ески м ,  спутни ковы м ал ьти метрически м ,  градиентомет­
рическим и др . )  гравитационного п оля Земл и и представ­
л е н и и  е го в в иде разложе н ия по  сферическим функциям 

U = - -L:J 11 ....О. Pn (sin q>) + -L:L: ....О. P�k ) (sin q>)[Cnk cos kЛ. + fm - ( r.  )" fm - " ( 1"  )" 
r 11 =0 r r 11 =0 k = I r 

+ Sпk  sin kЛ. ] .  (2 . 1 . 1) 

где fm - геоцентрическая гравитационная постоя нная ;  m -
м а с с а  Земл и ;  J11 ,  C11k , S11k - зон ал ьн ы е  и незональные 
коэффициенты ГПЗ , зависящие от формы и распределения 
масс внутри Земли;  <р, Л., r - полярные координаты точки вне 
поверхности Земли,  в которой определяется потенциал; P11(sin<p) 
и Р ( k )  (s incn) - пол и н о м ы  и присоеди н е н н ы е  фун кц и и  Ле-" "!' 
жандра; r0 - средний экваториальный радиус Земли. 

Коэффициенты этого разложения получаются в резуль­
тате решен ия систе м ы  нормальных уравн е н й  для различ­
ных трансформант Г П З  - аномалий  силы тяжести , высот 
квазигеоида , уклонений отвесн ых л и н и й ,  гравитационных 
возмущений в орбитах ИСЗ и т. п . ,  выраженных как функ­
u и и  от поте н ци ал а .  В этом разложе н и и  [ 2 ]  \ = - fm/r,  
коэффициенты J 1 ,  С 1 1 ,  S 1 1  соответственно равны координа­
та м ЦМЗ х0 , у0 , z0;  коэффициент 1

2 
= [2С - (А + B) ]/2mr02 , 

5 7  



где А , В ,  С - гл авн ы е  це нтрал ь н ы е  м о м е нты ине р цин 
Земл и . Есл и начало полярной системы координат находитс'i! 
в центре инерции тела , то J 1 = О; С 1 1  = О ; S 1 1  = О , если ос1 
z совпадает с осью вращения Земли ,  т. е .  с одной из главнъr> 
це нтрал ь н ы х  осей  и н е р ц ии , то С2 1 = S 2 1 = О . П оэто м: 
п оте н циал ( 2 .  l .  l )  обыч н о  записывают в виде 

+ s", sin kл]}· (2 . 1 . 2 

В практичес к их гравиметрических работах в третьем 
члене выражения (2 . 1 . 2 )  присоединенные функции и коэф­
фи циенты Спk и S пk обычно заме няются их нор м ирован ­
н ы м и значен и я м и . 

Если бы земная поверхность, включая акватории М иро ­
вого океана , была покрыта равномерной и равноточной гра ­
виметрической  съе м ко й  и гра ви метр и ческ ие да н н ы е  б ыли 
отнесены в общеземную систе му координат с началом 
Ц М З , то запись потенциала в виде ( 2 . 1 . 2 )  была бы дейст ­
вительно верной и для практических работ по выводу моде -
л е й  ГП З .  Одн ако не все районы земного шара покрыть 
грав и метрической съем кой достаточно высокой точ ности 

поэтому при выводе моделей Г П З  с учетом весов значений 
гравиметрических трансформант (например высот квазиге­
оида) на равновел иких трапециях (см .  раздел 3. J )  возмож­
но появление ненулевых запретных коэффициентов в моде ­
ли геопотенциала . В этом случае коэффицие нты J 1 ,  С 1 1 ,  S 1 1  
указывали бы на координаты центра разложения относи ­
тельно начала принятой при обработке данных системы 
координат , а коэффициенты С21 и S2 1 - на непараллел ьности 
оси вращения Земли и главной ц е нтрал ьной оси и н ерции 
z.  Представляется ,  что их игнорирование (запрет) при выводе 
моделей Г П З  не означает , что их не существует, наоборот 
необходимо накладывать условие их равенства нулю . 
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В настоящее время при выводе моделей ГПЗ совместно 
с грави метрическим и используются и спутниковые дан ные.  
Спутниковые методы создания  геоце нтрической систем ы  
координат рассматриваются в разделе 2 . 3 . 

2.2. Астровомо-геодезическиА метод 

Астр о н ом о - ге од е з и ч е с к и й  м е тод в п е р в ы е  был 
доведен  до п ракти ч е с ко го п р и м е н е н ия  в работе И .Д .  
Жо н гол ови ч а [24 ] , где уравнение  поправок для бол ьшой 
полуоси Ла и координат центра общеземного эллипсоида 
х0 , yt) '  z 0  отн о с ител ьно це нтра не которого рефсрен ц­
элл и п соида зап исы вается в виде 

- Ла + cosB;  cosL; Хо + cos B; s in l; у0 + sinB; z0 -

- ( N  + � - N0) = Y:. N >  ( 2 . 2 . l )  

а коэффи циенты при координатах ЦМЗ есть направляющие 
косинусы радиуса-вектора i - го пункта ; N ,  N0 - радиусы 
кри визн ы первого вертикала референ ц-элл ипсоида и 
об ще з е м но го элл и псоида ; � - высота квазигео ида над 
ре фе ре н ц - элл ипсоидо м , получае м ая по гравиметрическим 
дан н ы м .  Есл и принять предварительное значение N0 = N ,  
то с вободн ы й  член уравнения ( 2 . 2 .  l )  равен �·  

В это м случае рассматриваем ы й  м етод реализует сле­
дую щую иде ю . Есл и достаточно точно  определить фигуру 
квази геоида и аппроксимировать ее эллипсоидом вращения 

п р и  усл ов и и  м и н и мум а откл онений фи гуры к в а з и г с о и д а  

от элл и п соида по м етоду наименьших квадратов ,  то этот 
элл и псоид и будет общеземным,  а его центр будет совмещен 

с ЦМЗ.  Но, как известно ,  результат такого решения зависит 

от точности и объема доступной гравиметрической инфор­
маци и .  Использован ие это го метода в пределах некоторых 
стран и регионов привело к созданию множества референц­
элл и псоидов и национальных систем координат . 

Метод разрабатывался в тече ние всего развития наземной 
геодезии ,  так как геодезисты всегда стремились изучать реаль­
ную физическую поверхность Земли ,  и только из-за ограни-

5 9  



ченности доступной измерительной и нформации получали 
референцную систему координат. В настоящее время опыт раз­
вития космической геодезии и нового уравнивания астрономо­
геодезической сети (АГС) СССР дает основания для уточнения 
некоторых положений работы [24 J, в которой по уравнениям 
поправок градусн ых измерений предлагалось определить 
поправку к большой полуоси референц-эллипсоида Ла и 
координаты центра общеземного элли псоида (ОЗЭ) Хо , Уо , Zo. 
Речь должна идти о большем числе определяемых параметров. 

П ри развити и геодезической сети на некоторой терри­
тории и обработке астрономо-геодезических данн ы х  пред­
варител ьно прини мается некоторы й  элли псоид относимос­
ти , на который редуuируются все измерени я .  Его r� арамет­
ры ориентировани я  обыч но задаются координатами исход­
н о го пункта , в ысотой геоида ( кваз и геоида) и исходн ы м 
азимутом , которые, как правило,  устанавливаются из астро­
ном ических определ е ни й .  Для редукции измерений  на эл ­
л и псоид относи м ости разви ваются сети н и вел и рован и я  и 
вы п олняется грави метрическая съе м ка .  Для и с кл юч е н и я  
накопления ошибок измерений  определяются пункты Л ап­
ласа с астрономическими координатами и азимутами,  кото­
рые с вязан ы не с элл ипсоидом относимости , а с физичес­
кой поверхностью Земл и .  Н а  это м этапе предполагается , 
что это и есть ОЗЭ.  

П оэтом у  дл я выч исле н ия соста вл я ющих укло н е н ия 
отвес н ы х  л и н и й  � '  ri и геодез и ч е с к и х  а з и м утов А 
испол ьзуются известн ые формул ы  

� = <р - В; ri = (Л  - L)  cos <р; 
А =  а - (А - L) sin<p + (1"\ cosA - � sinA) ctg z, 

( 2 . 2 . 2) 

( 2 . 2 . 3 )  

где а, <р,  Л - астрономические азимут и координаты в точке 
н абл юде н и я  на ф и з и ч е с ко й  п о верх ности З е мл и ;  В ,  L -
геодезические  коорди наты той же точк и на  элл и п с о иде 
относимости; z - зенитное расстояние на местны й  предмет. 

Дл я о п ределения  высот квази геоида на п у н ктах А ГС 
применяется астрономо-гравиметрическое н и вел ирование .  
Получ е н н ы е  да н н ы е  ис пол ьзу ются дл я реду циро ван и я  
измере н и й  н а  элл ипсоид относ и м ости . 
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Формул ы  (2.2.2) ,  (2.2. 3 )  дают относител ьн ые составля­
ющие уклонения  отвеса , связы вают астроном и чески й ази ­
м ут с геодезически м  азимутом н а  конкретном элл и псоиде 
относи мости и из-за ошибок в астро н о м и •1 еских  и з мере ­
н иях исходны й  пункт закрепляет тол ько референцную сис­
те м у коорди н ат . Действи тел ь н о ,  п осле уравн и ва н и я  1 94 2  
года точ н ость астро н о м и ч е с к и х  ази мутов о ц е н и вал ас ь 
средней квадратической ошибкой (С КО)  ± 1 , 5 " ,  после урав­
н и ва 1-шя 1995 года - С КО ± 1,2" . Однако формул ы (2.2.2) , 
(2 .2 . 3) одн означ но  связы вают п р и н яты й референц-элл и п ­
со ид с астро н о м и чески м и  дан н ы м и  и способствуют пра­
вильному уравниванию АГС в принятой системе координат. 

П осле того как АГС ура внена  в рефере нцной  систем е  
м ожет быть поставлен  вопрос о б  о пределении  параметров 
О ЗЭ и е го о р и е нти ро в к и  относ ител ьно рефе ре н ц - элл и п ­
соида. Основополагающими при этом будут явл яться фор­
м ул ы ,  устанавл и вающие связь  между общезе м н ы м и (аст­
роном и ч ес к и м и )  и рефере нц н ы м и  коорд и натам и 

В0 = В' +  1 [N'e'2 sin B'cos В' da + (N' + �)х М' + Н' а ' 1 - е'-

х sin В' cos В' �е2 - (ЛХсоs L' + Л У cos L') sin В' + ЛZcos В' + 2 

+ (  �: + н'}юх sin L' - юv cos L')] ; 
L0 = L' + (N�-+ �') с

�-;-13; [ Л У cos L' - ЛХ sin L' -

(2.2.4) 

' d ' н н' а d N' . ' В' е-
(ЛХ L' У . L') В' = - - -- а + sш· ----- + cos + Л sш cos + о N' 2 

+ ЛZ s in В' + N' е' 2 sin В' cos В'( Ых sin L' - Ы у  cos L') , 
где все  вел и ч и н ы  с о  штр и ха м и  относятся к ре ферен ц -
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элл ипсоиду, а с нулевы м и  н ижн и м и и ндексам и - к ОЗ Э  
Здесь d a  = а0 - а' ; de2 = е02 - е'2  - разности бол ьш их полу­

осей и квадратов эксцентриситетов ОЗЭ и референц-элл ип­
соида; ЛХ, Л У, ЛZ, оо , ro , ro - ли нейные и угловые элементы х у z 
трансформ ирован ия двух систе м коорди нат; N ,  М - радиу-
с ы кр и визны п ер вого вертикала  и меридиана ; В ,  L, Н -
геодезич еск ие коорди наты . 

Есл и шесть эле ме нтов трансформирования  (дл я прост­
ранствен ной п рямоугольной декартовой системы координат 
- их семь, вкл ючая масштабную поправку m) и разности пара­
метров эллипсоидов известны ,  напри мер ,  по дан ным косм и­
ческой геодезии , то формулы (2 .2 .4) позволяют перевычислять 
референцные координаты пунктов АГС в общеземную систему 
и затем по формулам (2 .2 .2)  получать составляющие абсолют­
ных уклонений отвесной ли нии и геодезические ази муты на 
ОЗЭ. Кроме того, референцная система координат может быть 
преобразована в систему, оси которой параллельны ося м ОЗЭ 
или даже совмещена с общеземной системой .  В таком случае 
это будет не астрономо-геодезический  метод, а метод косми­
ческой геодези и . 

Если вышеуказанные параметры неизвестны , то формулы 
(2 . 2 .4) должны быть приняты в качестве уравнений связи и 
на их основе выведен ы уравнен ия поправок, в которых в ка­
честве допол н ител ьных неизвестных параметров будут ука­
занные восемь элементов. В этом случае для широты и долготы 
на пун ктах Л апласа пр и уравн иван и и АГС доп ол н ительно 
должн ы быть составлены уравнения поправок 

-1- [N e 2 sinBcosB · da + O,s (N + �}inBcosB · de 2 -
М + Н  а 1 - е  

- sinBcosL · ЛХ - sinBsinL · Л У + cosB . ЛZ + ( � + Н }sinL · ю ,  -

- cosL · m v )] - �· = �  , р ;  ( 2 . 2 . 5) 
� 

-1- [cosL · Л У - sinL · ЛХ + (N + Н - Ne 2 )sinB(cosL · ffix + N + H  
+ sinL · ffi y  )]+ cosB · ro z  - 11' = 11 , Р11 ,  
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где �· = q> - В ; 11 ·  = ( Л.  - L)cosB - относ ительные 
соста вл я ющие  уклонен и я  отвесной лин и и  на эллипсоиде 
относимости ; � '  Т\ - абсолютн ые составляющие на  ОЗЭ.  

Для пунктов, на которых по гравиметрическим данным 
выч ислены высоты квазигеоида � ,  а над эллипсоидом отно­
си м ости они получены и з  астрономо-гравиметрическо го 
н и вел и ро вания , могут быть составл е н ы  уравне н и я  попра­
вок вида 

- � · da + 0 ,5Nsin 2 · Bde2 + cosBcosL · ЛХ + cosBsinL · Л У +  sinB · ЛZ + N 
+ Ne2sinBcosB (sinL · ffi x - cosL · W y  )- (<:; - <:;') = v , , Р, , ( 2 . 2 . 6) 

где �· - высота квазигеоида над эллипсоидом относи.мости . 
Для азимутов составляются уравнения поправок вида 

cos Bcos L · rox + cos B sin L · roy + sin В ·  roz - [А +  (Л. - L) sinq> -

- (rJ' cos A - �' sin A)ctgz - a) = V л ,  Рл ,  (2 . 2 . 7) 

где А и а - геоде з и ч е с к и й  и астроном ич еский азимуты 
соответств е н н о .  

В ключ е н и е  урав н е н и й  ( 2 . 2 . 5 )  - ( 2 . 2 . 7 )  в нормальные 
уравнения поправок для пунктов АГС позволит определ ить 
п а р а м етры и ориенти рован ие О З Э  отн осител ьно  элл и п ­
соида относимости . В настоящее время АГС уравнивается 
совместно с космическими  геодезически ми сетя м и ,  поэто­
му эти уравнения  должн ы быть в ключен ы  в общую систему 
нормальных уравнений , что будет способствовать лучшему 
согл ас о ва н и ю  астр о н о м о - геодез и ч ес к и х  и с п ут н и ковых  
дан н ы х .  

2 . 3 .  Спутниковые методы создания 
rеоцентричесхой системы координат 

Спутн и ковые методы создан ия геодезических се­
те й ге о м етри ч е с к и й ,  орбитал ь н ы й , д и н а м и ч е с к и й  и 
н а вигационн ы й , а также их сочетания и разновидности . 
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Н апри ме р , метод коротки х дуг я вл яется разн ов идностью 

орбитального метода . Геоцентри чес кие систем ы коорди нат 
создаются тол ько орбитальны м и динамически м методами .  

О рби тал ьн ы й и ди на м и ч ес ки й м етоды п оз вол я ют в 

короткие сроки ,  наряду с други ми оп ределяемы ми парамет­
ра м и ,  п ол уч ить коорди н аты п ун кто в н а зе м но й п овер х­
ности в единой геоцентрической с исте ме коорди нат.  Отл и­
чие этих методов от назем ных с пособов создан ия  геодези ­
ческих сетей состоит в глобальности получен ия и обработки 
измер ител ьн ы х  дан ных . В н азе м н ы х  геодезичес к и х  сетях 
набл юден ия вы пол н я ются в отдел ьн ы х топоце нтри ч еских 
систе мах коорди н ат, связан ных  с пл ос костью горизонта и 
отвес ной л и н ие й . П оэтом у дл я и х совместной обработки 
требуется отнесе н ие и зм е ре н и й на об щую п о ве рхность 
относимости (редуцирование) - элл и псоид ил и пл оскость . 
С путн и ко в ые набл юде н и я сразу вы п ол н я ются  в ед и но й 
с и сте ме коорди н ат , связан н о й с дви же н и е м с п утн и ка в 
и нер ци ал ьном п ространстве в ш кале атом ного вре ме н и . 

При обработке любых наблюдений используется некоторая 

модел ь  исследуемого объекта . Напри мер , в назем н ых сетях 
совокупность координат исходных пунктов и предварительных 
координат определяемых является моделью создаваемой геоде­
зической сети , которая затем оптимизируется методом наи­
меньших квадратов под и меющиеся измерения. 

В спутниковых сетях, кроме предварительных коорди нат 

пунктов, используются модел ь сил , воздействующих на дви ­
жен ие спутн и ка , фундаментал ьн ые геодезичес ки е  и гео­
физические постоянные и другие вел и ч и н ы , совокуп ность 
которых составляет так н азы вае мую Стандартную Земл ю.  
Отличие орбитального метода от динамического состоит в том, 
что в орбитальном методе модель движения ИСЗ и параметры 

ГПЗ считаются исходными ,  а оп ределяемым и ,  кро ме коор­
динат пунктов , являются только нач ал ьн ые услови я орби ­
тальн ы х  дуг. В динам и ческом методе ,  кроме не известн ых 
орбитального метода, оп ределяются параметры ГПЗ .  Однако 
это не означает, что в орбитал ьном методе не могут опреде­
ляться некоторые допол н ительн ые неизвестные (нап ример, 
балл истически й коэффициент или коорди наты полюса) , а в 
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ди намичес ком методе нет н икаких прин ятых за исходн ые 
вел ич и н . Деление на модельн ые и определяемые параметры 
вес ьма условно и главное отличие динамического и орбиталь­

ного методов состоит все же в определени и ,  прежде всего, 
параметров ГПЗ ,  но исходная модел ь Стандартной Земл и в 

них одна и та же. 
П ри создан ии  К ГС используется следующая общая тех­

нология : 
- п рое кти р о ван и е  и созда н и е кос м и ч е ско го геоде -

зи ч еского ком плекса;  
- планирован ие и в ы пол не н ие набл юдени й ;  
- предварительная обработка материалов набл юден ий ; 
- и нтегрирование и предварител ьное уточнеие начал ь-

н ы х услови й орбитал ьн ых дуг ; 
- общее орбитал ьное ил и динами ческое решен ие ;  
- анализ и оце н ка точ ности резул ьтатов ре ше н ия ; 
- распространен ие получе н н ых  результатов на другие 

п а ра м етры Стандартн ой З е мл и и п р и  н еобход и м ости 
повторе н ие общего решения с уточнён ной моделью Зе мл и . 

В проекте создан ия модел и Стандартной Земл и п реду­
сматри вается проектная точность получения ее параметров, 
число намеченных к запуску геодезических ИСЗ , количество 

и расположение пунктов КГС, их оснащение измерительными 
средствами , длительность пе риода набл юдений , порядок и 
сро ки обработки материалов и получени я окончател ьных 
результатов . 

П осле  запуска И СЗ и исп ытан ия функцион и рован ия 
бортовы х  с и сте м  в е го управля ющи й процессор ( Б Ц В М )  
пе риодическ и  заклады вается программа работы бортовых 
систем , обеспечивающая вкл ючен ие и выключение бортовых 
передатчиков и другой аппаратуры в зонах видимости наблю­
дател ьн ых пун ктов ил и п ри выходе и з н их . Централ ьны й 
пун кт управления комплексом ( ЦУП) осуществляет постоян­
н ы й  радиоконтрол ь  орбиты И СЗ , поэтому п рактически не 
возн икает задач и предварительного определения параметров 
орбиты . Эфе м ер иды И С З  могут быть расч итан ы н а  дл и ­
тел ьное время вперед и тем или иным способом доведен ы  
до наблюдателей . 
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2 . 3 . 1 .  Предварительная обработка 
материалов наблюдений 

П о  мере  п осту пл е н и я  мате р иалов  набл юде н и й  в 
Центр обработки они проходят п редварительную обработку 
[ 6 ] .  Дело в то м ,  ч то м атер и ал ы  непосредстве н н ых 
набл юден и й  И СЗ е ще не содержат вкл ючае м ы е  в уравни­
вание измерен и я , как ,  наприме р ,  астронегативы ил и плас­
тинки,  или содержат настолько бол ьшие массивы числовых 
характе р исти к рад и оте х н ических  устрой ств , ч то и х  тре ­
буется усредн ить и отнести на " нормал ьн ые места " , т. е .  
на  середину интервал а  аппроксимаци и .  Кроме того , выч ис­
л е н н ы е  " измере н и я "  требуется исправить за и н стру м е н ­
тал ьн ы е  п остоя н н ы е  и вл и я н и е  в н е ш н е й  сред ы ,  а также 
п р и вязать к еди н о й  ш кале ато м н о го време н и  ( U TC ) .  
В ходе п редвар ител ьной обработки  также в ы я вл я ются и 
отбраковы ваются некачестве нные измерения , в ы п олняется 
оцен ка точ н ости п р и н я тых дл я ура в н и ва н и я  и з м е ре н и й  
п о  в нутр е н н е й  с ходи м ости резул ьтато в обработки . Н а  
стан ц и и  н абл юде н и й  разл и ч н ы е  в ид ы  и з м е р и тел ьн ы х  
с редств уста н о вл е н ы  в разл и ч н ы х  п а вил ьо нах ,  п о это му 
набл юде н и я  ИСЗ с и х  помощью должны быть отнесены к 
еди ному це нтру пункта .  

Фотографи ческие  набл юде н и я  И СЗ я вл я ютс я основ­
н ы м  средством ориентирования К ГС относител ьно звезд­
ной инерциал ь но й системы коорди нат.  П редварител ьная 
обработка м атериалов фотографических набл юде н и й  И СЗ 
вкл ючает следующие процесс ы :  

а )  " отожде ствл е н и е " и зображе н и й  И С З  и о п о р н ы х  
звезд ,  окружающих изображение И СЗ на не гативе ,  заклю­
чающееся в опознава н и и  изображе н и й  звезд ,  координаты 
которых и м е ются в фундаментал ь н ы х  катало гах звезд ;  

б )  разметка на негативе геометрического центра снимка,  
который при нимается за его оптический центр ,  изображе­
н ий И СЗ и опор н ы х  з ве зд ;  

в )  и з м е р е н и е  и х  п р я моугол ьн ы х  плоских  коорд и н ат 
х;' , У;' в системе  координат измерител ьной м аш и н ы ;  

г )  каталожные координаты опорных звезд редуцируются 

6 6  



на видимые места и п о  н и м  выч исляются идеальн ые коор­
ди н аты з ве зд на не гативе 

� = F ctgo sin(a - A) 
ctgo cos(a - A)cosD+ sinD 

_ 
F 

cosD - ctg8 cos(a - A ) sin D 

ll - ctg8 cos(a. - A ) cos D + sin D '  

где F - фо кус ное расстоя н и е объе кти ва фотоуста новки ; 
а ,  8 - види м ые коорд и н аты о п ор н о й  звезд ы ; А, D -
эк ваториал ь н ы е  координаты оптического центра н егатива,  
которые выч исля ются п о  установоч н ы м  аз и м уту и высоте 
н ад горизонтом А', h фотокамеры во время съе м к и  

sin A' А =  s - arctg · 
cos q>tgh - sin q>cos A' ' 

D = arcsin(sin q>sinh + cos q>coshcos А ') , 
где  s - местное  звездн ое  вре м я ; q> - ш и рота ста н ц и и  
набл юден ия ;  азимут отсч итывается о т  точки севера ;  

д)  та к  как п р и н ят ы й  гео метр и ч е с ки й  це нтр не гатива ,  
как  правило, не совпадает с его оптическим центро м ,  систе­
ма идеал ьн ых координат не совпадает с системой коорди нат 
измерительной маш и н ы  и , кроме того , искажена  вл иян ие м 
дисторс ии оптической с исте м ы ,  то п реобразова н ие изме­
рен н ых коорди нат за сдвиг  начала и разворот систем коор­
д и н ат выпол н я ется в виде ал гебраических пол и номов 
а + а х + а ху + а у + а х2 + а у2 + а (х2 + у2) х - х = v; (2.3. 1 . 1) о 1 2 J 4 5 6 Ь + Ь Х + Ь ХУ + Ь у + Ь Х2 + Ь у2 + Ь (Х2 + у2) у - 11 = Vn , () l 2 J 4 5 6 . ,  
где а; , Ь; - определяемые коэффициенты (а0 , Ь0 - за сдвиг 

н ач ала) · х. = х . '  - х · · у =  у '  - у "  х · у ·  - и з м е ре н н ы е  ' 1 1 () ' i i о , о ' о 
координаты геометрического центра не гати ва;  

е)  из ре шен ия систе м ы  нормал ьных уравнени й ,  соответ­
ствующих системе уравнений поправок (2.3 . 1 . 1 ) ,  определяются 
коэффициенты а1, Ь1 и выполняется оценка их точности ; 
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ж )  п одстави в в пол и но м ы  ( 2 . 3 . 1 . 1 )  вм есто коорд и н ат 
звезд измере н н ы е  коорди н аты и зображе н и й  ИСЗ , находят 
их идеал ь н ы е  коорд и н аты , а зате м эк ватор и ал ь н ы е  
коорд и н аты по формулам 

� А � 11 cos D + F sin D А) а = arctg + ; u = arctg cos(a -
Fcos D - 11 sin D F cos D - 11 sin D 

с о ценко й  их точ ности . 
Так как экваториал ь н ы е коорди наты И С З б ыли 

получены по  види м ы м местам звезд с учетом рефракци и ,  
т о  теп е р ь  влия ние  рефрак ц и и  н а  коорди наты И С З  
необходимо устранить в результате введения поправки за 
рефра кцию с обратн ы м знако м .  В зе н итное рассто я н и е  
ИСЗ поправка з а  рефракцию равна [ 1 2 ] 

л 58 20" О 07" 3 435" ) 0. 1 3H5co>L ( 2  3 \ 2) z =  , tgz - , tg z - --d- - tgzsecz( - е  ) , . . . 

где d - расстояние до И С З  в километрах . 
Исправл е н н ы е  экваториал ьн ы е  координаты ИСЗ будут 

ра вн ы 
Б , = 00 ± Лz cosq ; а 1  = а0 ± Лz s inq sесБ,  

г д е  дл я Б ве рх н и й з н а к  дл я с е в е р н ы х  ш и рот , н и ж н и й  -

для южн ы х ;  для а верхн ий знак для часового угла t < 1 2h ,  

u sin t 
н и ж н и и  - для \ 2 h  < t < 24h ;  q = arctg . 

tgq> соsБ - sш Б cos t 

параллактический угол; последний член в формуле (2 .3 .  1 . 2) -
рефра к ци о н н ы й  параллакс ,  кото р ы й уч иты вает отл и ч и е  
вл и я н и я  рефракц и и  на бесконечно удал е нн ы е  звезды и 
на  И СЗ .  

Бол е е  точ н о  с учето м отл и ч ия те м п е ратур ы ,  атм о ­
сфе р н о го давл е н и я  и вл аж ност и о т  нормал ь н ых усло в и й  
рефракция уч итывается по формулам Саастамойнена  [ 79 ]  
(см . раздел 1 . 1 ) .  

П о  впечатанным н а  негати в  по казан ия м ч асов н абл ю­
дательного пункта определяется средний момент экспози­
ции с н и м ка ,  а по теле метрич ес ки м  дан н ы м  - поправка к 
бортовы м  часам И С З ,  по котор ым подавалис ь  с ветовые  
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вспышки (учитывая аппаратурн ы е  задержки) .  И бортовая 
и ш кала времени пун кта приводятся к атомному времени 
UTC по сигналам , передаваем ы м  радиостанция м и ,  а зате м 
к все м и р н о м у вре м е н и  U T  1 ,  п ол ьзуяс ь  еже м е ся ч н ы м и  
б юллете н я м и  служб ы точ ного вре м ен и .  

П ред варител ьная обработка радиотехнических  и зме­
рений состоит в расшифровке п олуче н н ы х  ч исло вых 
характе р и ст и к  и з м е ря е м о го п а р а метра дви же н ия ИСЗ , 
вычисле н и и  его номинального знач е н ия , введе н и и  аппа­
ратурн ых поп равок и поправок за рефракцию в атмосфере 
и задержки в ионосфере .  Если радиосигнал измерялся на 
двух несу щ и х  частотах , то ионосферн ые поправки  вычис­
ляются н е  п о  модели , а ее лине йная часть исключается с 
учетом разност и  п рохожде н и я  ради о с и гнал а  н а разн ы х  
частотах. 

При предварительной обработке лазерных измерен и й  
расстояния д о  ИСЗ уч итывается рефракция в атмосфере и 
а п паратурные задержки.  Для отнесения измерен ного рас­
стоя н и я  к центру м асс И С З  уч иты вается расстоя н и е  от 
л азер н ы х  отражател е й  на  по верх ности с п утн и ка до е го 
центра масс . 

2 . 3 . 2 .  Интеrрирование и уточнение орбит 

Орбитальное или динамическое ре шения выполня­
ются в следующей последовательности : 

- п редвар ител ь н о е  уточ н е ние  начальных  условий 
каждо й дуги ; 

- составление уравнений поправок и нормальных урав­
нен и й  для каждо й дуги и сум м и рован ие последних ;  

- решени е  общей с истемы нормальных уравнений;  
- анализ  результатов реше н ия и при н еобходимости 

выпол н е н ие следующего п риближе н и я  с учетом уточ н е н ­
н о й  модели параметро в , входящих в решение . 

П р и  п редварител ь н о м  уточн е н и и  начал ь н ы х  условий 
составление уравнений поправок и нормальных уравнений 
выполн яется только для данной дуги , в качестве неизвест-
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н ы х  служат тол ько п о п р а в к и  к н а •� ал ьн ы м  усло в и я м .  
В первых двух пун ктах дан ной технологии знач ител ь н ы й 
объем вре м е н и  занимает и нтегрирование диффере нциал ь­
ных уравне н и й  движения И С З .  Оно состоит в вычисл е н и и  
коорд и нат И СЗ на м о м е нты н абл юде н и й  н а  о с н о ва н и и 
задан н ы х  начальных усл о в и й ( составл я ющих  п оложе н и я 
и с корости И С З  в начал ь ную э п оху дуги t 0 )  и модел и 
движе н и я  И СЗ .  

Существует два основных вида и нтегрирования : в орби­
тал ьн ы х  эл е м е н тах и в п р я м оугол ь н ы х  и не р ц и ал ь н ых 
коорди натах - в зависимости от того , в каком виде заданы 
начал ь н ы е  услови я .  В обоих случаях может п ри мен яться 
как анал ити ческое , так и ч исл енное интегри рование .  

Анал ит и ч е с кое и нте гри рование  возм ожно в срав н и ­
тел ьно простых случаях - задач и двух тел ил и разложе н и и  
уравнен и й  движения в ряды п о  элементам орбиты . Обыч но 
анал итическое и нтегрирование при меняется для определе­
н и я  этал о н н ых орбит и расчета м ал ы х  возмуще н и й  в 
движе н и и  И СЗ от Сол н ца ,  Л у н ы  и бол ь ш и х  пл анет ил и 
расчете орбит высоких И СЗ на небол ьших интервалах вре ­
м ен и .  Ч исле н ное и нте грирование  м ожет примен яться без 
огран и ч е н и й .  

Есл и силовое поле рассматри ваемой задачи  отл ичается 
от поля  с ил задачи двух тел ( кеплеровых орбит ) ,  то с ил ы ,  
п р и водя щие в резул ьтате и нте гри рован ия к отклонен и ю  
орбиты от эталонной (невозмущен ной ) ,  назы ваются возму­
щающи м и .  Методы и нте грирован ия , в резул ьтате которых 
получаются основные соотношен ия ,  разделя ются на  методы 
специальных возмущени й ,  если они используют численное 
и нтегрирование ,  и об щих возмуще н и й , есл и о н и  ис поль­
зуют разложен и я  в ряды и анал итическое и нте грирование .  
При это м необязател ьно ,  чтобы возмуще н и я  и нте гр и ро­
вал ись - могут интегрироваться полные ускорения . Напри­
мер,  в методе интегрирования  Коуэлла получается реал ьная 
орбита без использования промежуточной эталонной орбиты . 

В методе Э н ке в н а ч ал ьн ы й  м о м е нт сч итается , что 
возмущенная и кеплерова н е возмуще н ная орбиты совпа­
дают . В резул ьтате и нтегри рова н и я  возмуще н и й  реал ьная 
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о р б и та все дал ь ш е  отходи т  от этало н ной  и н аступает 
м о м ент ,  когда п р иходится и с п ол ьзо вать новые эл ементы 
орбиты , совпадающие в данной точ ке с реал ьной орбито й .  
Эл е м е н т ы  к е пл е ро в о й  орб иты , и з ме н я ющ и е с я  п од воз­
де йствие м  возмуще н и й  и о п и с ы вающие реальную орб иту,  
н азы ваютс я оскул и рующи м и . 

М етод вариаци и параметров,  обеспечивающий в резул ь­
тате учета веко в ы х  возмуще н и й  п остоя н ное совпаде н и е 
реал ьной и оскул и рующей орбит, можно представить как 
кач е н ие кеплеровой орбиты по  реал ьной и вы пол н ять рас­
чет  п оложе н и я  и с корости объе кта п о  фор мулам зада ч и  
д вух тел . 

2 . 3 . 2 . 1 .  Метод Лаrравжа вариации 
произвольных постоянных 

Этот метод и меет нескол ько вариантов. Рассмотрим 
в а р и а н т  дл я элл и п ти ч ес к и х  к е п л е р о в ы х  оскул и рующих  
эл е м е нто в .  Д и ффере н ц и ал ь н ы е  уравн е н и я  н е возмуще н ­
н о 1·0 движе н и я  и м е ют вид 

d 2 х _ µх . d 2 _ µу . d 2 z µz 
dt 2 - - � ' dt_2 _ - - �J ' dt 2 

= - � ' ( 2 . 3 .2 .  l )  

гд е µ = f ( m  + m0) ; m 0  - масса це нтрал ьного тел а ;  m -
м ас с а  в н е ш н е го тел а ,  в данном случае - И С З ,  из- за 
от нос ител ь н о й  малости m < < m0  за µ п р и н и м ается 
геоцентрическая гравитационная постоя н ная Земл и .  Общее 
ре ш е н и е  этих  уравнен и й  выражается формулами ( l . 3 .  l )  и 
( 1 . 3 . 2 ) .  Соглас н о  м етоду Л а гранжа р е ш е н и е  уравнен и й  
возмуще н н о го движе н и я  

d 2 x  = - µх . d zy µу d 2z µz , 1 + R , , - _ = _ - + R - = - - + R , ( 2 . 3 . 2 . 2 )  dt - г - dt2 r 1 dt2 r 3  z 
где R "  RY '  R, - проекци и  возмуща ю ще го уско р е н ия н а  
о с и  координат,  отыскивается в том ж е  виде , что и решение 
урав н е н и й  н е возмуще н ного движе н и я ,  с то й раз н и це й ,  
что элементы орбиты рассматриваются н е  как постоянные ,  
а как  некоторые функции от  начальных условий и времени . 
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Сл едовател ьно ,  фор мул ы ( 1 . 3 . 1 )  и ( 1 . 3 . 2 )  можно рас ­
с матр ивать как формул ы  перехода к пере ме н н ы м  х ,  у ,  z ,  
х ,  у ,  z от переменных a(t) , e ( t ) ,  i ( t ) , M (t) , ro(t ) ,  .Q(t) . Тогда 
диффере н uиальные уравн ен ия  для ос кул ирующих элемен ­
тов п риобретают вид 

da 2 дR - = - --
dt na дМ. ' 

de 1 - е 2 дR .J1 - е2 дR - - ------ ----- ' 2 дМ о  na2e дrо dt na е 

di ctgi дR 
dt - na2 .J1 - е2 дrо 

cosec1 дR 
na 2 .J1 - е2 дQ ' 

dM 1 - е 2 дR 2 дR ------ = п - - --- - --·· --- - --- -- ; 
dt па 2 е  де па да 

dro .J1 - е 2  дR 
= ---

dt 
ctgi дR 

па 2 .J 1 - е 2 дi ' 

dQ cosec1 дR 
-dt- - na2 .J1 - e2 дi 

(2 . 3 . 2 . 3 )  

t 
где n - ос кулирующее среднее движение ; М = М0 + J n(t)dt 

t o 
Зде с ь  возмуща ющ и е  с ил ы н еобходи м о  в ы разить с 

помощью эле ментов орбиты . 
П ри испол ьзова н и и  ос кул ирующих элеме нтов орбиты 

их представляют в виде сумм постоянной части и изменяю­
щейся во вре ме н и  

7 2  

а = а 0 + a (t - t 0 ); 

е = е0 + e (t - t 0 ) ; 

i = i 0  + i ( t - t 0 ) ;  

М = М о + M (t - t o ); 
О) =  0)0 + IO(t - t 0 ); 

Q = Q0 + O (t - t 0 ) . 



Например,  в работе [30)  предлагается следующий метод 
учета вл и я н ии второго зонал ьного коэффи цие нта С20 ГП З 
на элементы орбиты . Так как его влияние по край не й  мере 
в 1 00 раз превышает вл и я н ие других коэффициентов r п з ,  
возмущающую фун кцию предл агается п редставить в виде 
У = f(C20) . Тогда дифференциальные уравне ния Лагранжа 
п ри н и мают вид 

а = е = i = о; · ЗnС а '  
М = n - '" ,' (З соs '  i - 1) ; ( 2 . 3 . 2 . 4)  

4( 1 - е ' ) ' а ' · ЗnС ,0а ' " ffi= -, ,' , ( 1 - 5 cos - 1); 4(1 - e · ) · a -
Q. ЗnС ,0а � . = ' ' ' cos \ .  2( 1  - е · ) · а · 

Продифференцировав уравнения ( 2 . 3 . 2 .4)  по элементам 
орбиты в эпоху t0 ( н ачальных условий ) ,  найд е м  матрицу 

изохронн ых п рои з вод н ы х 

D - [Е RЛt ( 2 . 3 . 2 . 5 )  

где Е - ед и н и ч н ы е  матр и ц ы ; О - н уле вая  м атр и ца 
размером 3 х3 ; Лt = t - t0 ; 

2 l nC 20 a � ( 1 - S cos' i ) R = - ----'"'--'"------
8а '  ( 1 - е ' ) 2 

2 1 nC 20a� cos i 
4a ' ( l - e 2 ) 2 

ЗnеС 20а �  ( 1 - 5 cos' i )  1 5nC 20 a: sin 2 i  
a ' ( l - e ' ) ' 4a ' ( l - e ' ) ' 

бnеС ,0а �  cos i 
a ' ( l - e ' ) ' 

ЗnС ,0а�  sin i 
2a ' ( l - e' ) ' 

Теперь оскулирующие элементы орбиты в эпоху t будут 
равн ы 
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а a u  
е е " 

= D 
1 о 

м M u  
(J) (J)o 
n n"  

П о  получе н н ы м  эле ме нтам о рб и ты с и с пол ьзова н и е м  
формул ( 1 . 3 . 1 )  и ( 1 . 3 . 2 )  вычисля ются координ аты и состав­
л я ю щ и е  с к о рости на м о м е н т  t в ы п ол н е н и я  и з м е ре н и я .  
Досто и н ство расс м отре н н о го м етода и н те г р и р о ва н и я  -
возможн ость выч и сл е н и я  п ол о же н и я  И СЗ н е п осред­
ственно на момент измере ния . Более п одроб ное изложение 
метода вар и ации параметров можно н айти в работе [ 6 1 ] .  

2.3 .2 .2 .  Численные методы интегрировании диф­
ференциальных уравнений движении ИСЗ 

Ч исле нное интегрирование  обы ч н о  вы пол няется в 

прямоугол ьн ы х  и нерциал ь н ы х  координатах и сводится к 

умноже н и ю  постоя нной скорости на постоя н н ы й  интервал 

времени для получения приращения расстояния (однократное 

интегрирование)  ил и к ум ножению постоя н ного ус корен ия 

на постоянный и нтервал времени для получения приращения 

скорости , а затем ум ножения последовательно получающихся 

значен и й  скорости на тот же и нтервал времени для получения 

п р и раще н и й  расстояния (двой ное и нтегри рование) . Более 

точные формулы численного интегрирования отл ичаются от 

описанной процедуры возможностью учета производных более 

высоких порядков. Ч исленное и нтегрирован ие основано на  

исчислении конеч н ы х  разностей и на  и нтерпол я цион ной 

формуле Н ьютона 

( 2 . 3 . 2 . 6) 

h 
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n(n + l) . с вя зан н ы й с шагом и нте гр и рован и я h ;  N 2  = , 2! 

N _ n (n + l)(n + 2) . N _ n(n + l)(n + 2)(n + 3) .  

_1 - -- -�з!-- , 4 - ---- -- -4!---- . 
N - = n(n + l )(n + 2)(n + 3)(n + 4) .  

� 5! , 

i)i - соответствующие разности вперед или назад, связанные 
формул а м и  

х + '  = х .±1 ± Бх з/ = х .  ± 2Бх . J/ + Б2х .±1 ; • - - 1 1±;-2 1 1±/2 1 
Бх + s/ = Бх .± J/ ± 2b2x i±J + Ь3х з/ ± " . ;  1 -/2 1 /2 1±72 

Легко заметить ,  что коэффициенты N; связаны с бино-
м и ал ьн ы м и  коэффициентам и  Н ьютон а  и мо гут быть  по-
следовательно вычислены с помощью треугольн и ка Пас ка-
л я .  Н иже приведены варианты начал ьных значений этих 
коэффи циентов для разностей вперед (- ) и назад ( + ) .  

n - 1 n + I 

2 3 4 5 6 n 2 3 4 5 6 
о 3 6 1 0 1 5  N2 3 6 1 0 1 5 2 1  

о о 1 4 1 0  20 Nз 4 1 0  2 0 3 5  5 6 
о о о l 5 1 5  N4 5 1 5  3 5  70 1 26 
о о о о 1 6 Ns 6 2 1  5 6  1 2 6  2 5 2  
о о о о о Nь  7 2 8  84 2 1 0 462 
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Диагон ал и п е рвого вари анта (треугол ьн и к  П ас кал я )  
являются столбцам и второго . На  ос нове фундаме нтал ьной 
формул ы  Н ьютона вы водятся различ н ые формул ы  с цент­
рал ьными разностями ,  из которых наибол ьшее применен ие 
п ри ч и сл е н н ом д и ффе р е н ц иро ва н и и  и и нте гр и рован и и  
находит формула Стирл и н га 

s: i < s: s: ) s: .l • c s:.i  s: .J ) . Где uX .  = - uX . I/ + uX . J/ ; u х . = - u Х .  I/ + u  Х .  I/ , . . •  , 1 2 i +72 l-72 1 2 l +72 ·-/2 

n 2 n (n2  - 1) n 2 (n 2 - 1 ) S = - · 2S = ------ · S = - - ---- · 
z 2! , з З! , 4 4! ' 

Та к  как  из обозначен ий к формуле ( 2 . 3 . 2 . 6 )  следует , 
что dt = h dn, то для производных от координат по времени 
м ожно написать 

hx = dx / dn ; h 2 x = d 2 x / dn 2 , х � у, z.  

Тогда и з  и нтерполяционной форм улы Стирли н га 
следует 

• 2 Зn 2 - 1  3 4n 3 - 2n 4 hx i+n = 8х ; + nБ Х ; + -
3
-

!
- 8 Х ; + 4! 8 Х ;  + 

+ !-�!_14 - 1 5n 2_ + 4 
Б

s х . + бn 5 - 20n_� + 8n ()6х + . . . . 5! 1 6! 1 ' 
h 2 " _ 1: 2 s:з 1 2n 2  - 2  s:4 20n 3  - ЗОn s: s  Х - - u  х . + nu Х - + --- u Х - + - - u  Х + 1 +n  1 1 4! 1 5 ! 1 

30n4 - 60n 2 + 8  6 
+ - --- Б Х ; + . . . . 

6! 

Здесь дифференцирование выполняется по интерполи­
рующе му м ножител ю  n ,  сч итая Х; ,  а п ри повторном диф­
ференцировании и Бх ; ,  постоянным и .  Для n = О имее м 
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(5J 4155 s: 3 x 1:: 5 х 1:: 7 >:9х h .  >: Х ;  Х ;  >: u 1 u , u Х ,  u , 
х . = ux .  - -- + -- - . . . = ux .  - -- + -- - -- + -- - . " , 1 1 3 ! 5 ! 1 6 30 1 40 630 

( 2 . 3 . 2 . 8 )  

15 1о х  
+ --· -

3 1 50 

Для вывода " разностн ых формул " ч ислен ного интегри­
рования  используются общие формулы и нте грирован ия по 
вре м е н и 

1 
r = r(r, r, t) ;  r = i"o + J rdt; r = ro + (t - to )r + JJ rdt1 . (2. 3.2.9) 

Учитывая предыдущие обозначе н и я ,  можно написат ь  
п 11 

. . hf "d h '  h 2 JJ "d 2 X i+n = Х ;  + Х n ; X i+n = Х ; + n Х ; + Х n . ( 2 . 3 . 2 . 1 0) 
о о 

Для второй производной формулу ( 2 . 3 . 2 . 7 )  Стирли нга 
можно зап исать в виде 

2 J 4 2 " = " _ " 8" !:_ 02 " n - n 0з "  n - n 04 "  
Х X i +n - Х ; + n Х ; + 2! Х ; + 3! Х ; + 4! Х ;  + 

5 5 J + 4  n - n n .: s " + u Х ; + . . . .  
5 ! ( 2 . 3 . 2 . 1 1 ) 

То гда п 2 з 4 
2 ( )s 

" " n " n 2 "  n - 2n 3 "  l s 5 з 4 "  f xdn = nx + - 8х + -- 8 х + -- --- 8  х + - n - - n х + о 1 2 ! 1 3! 1 4! 1 5! 3 1 
l ( 6 1 5 4 1 2 2 "5 . .  + bl n - 2- n  + П r Х ;  + . . . ; 

( 2 . 3 . 2 . 1 2 ) 

xdn = - х + - ох + -- 8 х + - n - ·- - n х + J f" . . 2 n 2 " n 3 " n 4 4 "  1 ( s 1О з 
J
з · · 

о 2! 1 3! 1 4! 1 5! 3 
1 
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+ - n - - n х . + - - n - - - · n + n · · х + . . . .  
1 ( 6 5 4 !4 . . 1 ( 7 2 1  5 28 1 f 5 . .  
6 !  2 1 7 ! 2 

1 
Центральные разности зависят в и нтервале - 1  s n s I 

от с войств функции как до, так и после точ ки t ; ,  поэтому, 
есл и в форм ул ах ( 2 . 3 . 2 . 1 О) в м е сто n подстав и м  ± l , то 
получ и м  

1 ox i+X = x i+1 - x ; = hj xdn . 
() 

( 2 . 3 . 2 . 1 3 ) 

Теперь из второй формулы ( 2 . 3 . 2 . 1 2 )  получаем 

± 1  f f ' "d  2 1 " + 1 \:: " 1 s:: 2 · · - 7 s:: J · • 1 s:: � · · + 
х n = - х _ - ux .  + - u  х + - u x - - u х _ 

2 1 6 1 24 1 360 1 480 1 о 

+ _ 37 __ 8'х + - \0 080 1 • • • • 
Подстави в эти значен ия и нте гралов в первую формулу 

(2 . 3 . 2 . 1 3 ) , получим "формулу ь� " интегрирования со вто­
р ы м и  централ ь н ы м и  разностя м и 

u x - х . + u x . u x . +  u x .  u x . +  . . . . 
<;:2 - h 2 [ · · _!_ s:2 · · _ _  l_ s: 4 · ·  3 1 s:6 · · - 289 1: 8 · ·  ] 1 1 ] 2 1 240 1 60 480 1 3 628 800 

1 
(2 . 3 . 2 . 1 4) 

Формула ч и слен ного интегрирова н и я  с " сум м а м и " 
Гаусса-Дже ксона  получается в резул ьтате сум м и рования  
разностной формул ы  ( 2 . 3 . 2 . 1 4) 

х = х + - х  - - u  х + -- u х -h 2 (I 2 · · 1 .. 1 <;: 2 · · 3 1  <;:4 · · 
i + I  i + I  ) 2 i + I  240 

i + I 6О 480 
i + I  

289 <;:6 · · ] 
-

3 628 800 
U X i + I + . . . . 
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Для одно кратно го интегрирования из второй формулы 
( 2 . 3 . 2 . 1 3 )  анал о г и ч н о  п олучается ф о р м ул а  lc 
. 1 [� · · 1 \:: " 1 1  <,;: 1 · ·  1 9 1 <,;: 5 · ·  

х . + 1  = 1 � x i+ J  - - ux + i + - u· X ; + i  - --- u· X ; +i + 1 1 2 1 720 60 480 
2497 

()7 . .  ] + 3 628 800 X i+ I - . . . 0 ( 2 . 3 . 2 . 1 6) 

Дл я и н те г р и р о в а н и я  у р а в н е н и й  д в и ж е н и я  о б ы ч н о  
и с п ол ьзуют метод Адамса,  а для " разгон ного "  участка (сос­

т а вл е н и я  н ач ал ьн о й табл и ц ы ) п р и м е н я ют м е тод Ру н ге ­
Кутта . В п о сл ед н е е в р е м я  н а ч ал и п р и м е нять б ол е е  

эффективн ы й  метод Эверхарта . П о  исследования м в работе 
[ 6 1 1  метод дво й ного и нте г р и ро в а н и я  Гаус са с " су м м ам и " 
п р и з н ается в 50 р а з  эффекти внее  ( п о  бы строте и объе му 

вычисл ен и й ) ,  чем метод Рун ге - Кутта 4-го порядка и и м еет 

п р е и м у ще ст в а  п е р е д  о с т ал ь н ы м и ,  т а к  к а к  не т р е б уе т  

nреди кторного ц и кл а .  Од нако этот метод почему-то мал о  
п р и м е н я ет с я  дл я и нте гр и рова н и я  уравн е н и й  д в и же н и я  
И СЗ .  Дл я ил л юстр а ц и и  этого м етода и с рав н е н и я е го с 

методом Б �  н и ж е  п ри водится ч и слен н ый пример и нте гри ­

р о в а н и я  п р остого урав н е н и я  х = - х . 
Анал итическое и нте грирова н и е  этого ур а в н е н и я  дает 

х = s in '! ,  де й ствител ьно х = cost ; х = -sin 't = -Х. П р и м ем 
шаг и нтегрирования равн ы м h = 't;+ i  - 'ti = О , 1 ; 112 = 0 ,0 1 , а 

н ач ал ьн ы е усл ов ия рав н ы м и х0 = s i nO = О ; х 0 = cos O = 1 . В 

н а ч ал ьную табл и цу в водятся о ш и б ки ,  п р о п орци о н ал ьн ы е  
п р иблизительно '!2 и рассч итан н ые п о  формуле 

0 , 1  ( 1 - coS't) . 

't sinт " о ш и б ки" х 
- 0 , 3  - 0,2 9 5 5 202 0 ,004 4 6 6 4  - 0 , 2 9 1 05 3 8  

- 0 , 2  - О ,  1 9 8 6 6 9 3 0 ,00 1 9 9 3 3  - О ,  1 9 6 6 76 0  

- 0, 1 - 0 , 09 9 83 3 4  0, 0004 9 9 6  - 0,099 3 3 3 8  

().() () .  (}(}()()(}(}() () . ()(}(}()()()() О. ()()()(}(}()() 
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О, 1 0,09 9 8 3 3 4  0,0004996  О, 1 003 3 3 0  

0 ,2  О,  1 986693 0 ,00 1 9 9 3 3  0 ,2006626  

0 ,3  0,2 9 5 5 202 0,0044664 0,2 999 866 

Буде м с ч и тать эти з наче н и я  п олу че н н ы м и  и з  прt -
дыдуще го ц и кл а  в ы ч исл е н и й  и в н е се м  их в начал ьную 
табл ицу 2 . 1 (четвертая колонка - х) . Значения  правее этой 
колон ки получаются как разности между соседн и м и  значе­
н и я м и  в п редыдуще й колон ке ( п орядо к  действ и й  указан 
в скобках наверху табл и цы ) .  В столбцах 5, 7 и 9 в скобках 
п р и веде н ы  с редн и е значе н и я ,  кото р ы е  и с п ол ьзуют в 
дал ьнейших вычислениях вместе со значениями в столбцах 
4, 6 ,  8 .  Далее по формулам 

L 2 · · h -2 1 . .  1 <;: 2 · ·  3 1 <;: 4 · ·  Х = Х - - х  + - u Х - --- u Х + . . .  · () о 1 2 о 240 u 60 480 u ' 

которые получены и з  формул (2 . 3 . 2 . 1 5 ) и ( 2 . 3 . 2 . 1 6 ) соот­
ветстве н н о ,  выч и сл я е м  це нтрал ь н ы е  вел ич и н ы  с а р гу­
ме нтом 't = О для колонок 2 и 3.  Для колонки 3 о преде -

л я ются зн аче н и я  Lx i/ = LXo ± ..!.. х 0 , которые округляются /2 2 
и вносятся в таблицу вместе со значением (эти значения 
отмече н ы  звездочкой) .  Остальные  значения в табл и це 2 . 1 
в кол о н ках 2 и 3 п олучаются п р и  су м м и рован и и  ( н иж­
няя  половина) или вычитании ( верхняя п оловина) .  

Далее п о  формулам ( 2 . 3 . 2 . 1 5 ) выч исл я ются вел ич и ны 
xi ( все промежуточ н ы е  выч исле н и я  п р и веден ы  в табл . 2 . 2  
и 2 . 3 ) и подставля ются в и сходное ди ффе ре н ц и ал ьное  
уравнение  (см .  кол о н ку 4 табл . 2 .4 ) .  
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Т а 6 11 и ц а 2 .  \ 
Интегрирование • первом цикле приближений 

't r, 2 х I. x х ( 1 ) o>i ( 2 )  0 2  х ( 3 )  о \· ( 4 )  о · х ( 5 ) 5 5;( ( 6 ) о ''х ( 1 ) 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  

- 0, 3 - 2 9 , 5 79 6 5 6 5  0 ,29 1 05 3 8  

9 ,69 5 6 5 5 5  - 0943 778 

- 0,2 - 1 9 , 88400 1 0 О, 1 9 66760 29644 

9 ,89 2 3 3 1 5  - 09 73 4 2 2  09 72 8 

- 0, 1 - 9 ,99 1 6695  0,09 9 3 3 3 8  - 1 9 9 1 6  1 9 6 - 094 

9 ,9 9 1 6 6 5 3 *  - 099 3 3 3 8  099 2 4  (- 1 00) 1 2  
0,0 - 0,000004 2 *  0,0000000 (- 099 8334)  - 09 992  09 9 7 5 )  1 02 - 1 06 

9 ,9 9 1 6 6 5 3 *  - 1 003 3 3 0  1 0026 

О, 1 9 ,99 1 6 6 1 1 - 0, 1 003 3 30 00034 - 004 

9 , 89 1 3 3 2 3  - 1 003 296 1 0022 

0 ,2  1 9 ,882 9 9 3 4  - 0,2006 6 2 6  1 005 6 

9 ,6906 6 9 7  - 09 9 3 240 

CD 0,3  2 9 , 5 7 3 66 3 1 - 0 ,299 986 6  " 



Формул а  
I ' · · - х о h ' х " 

1 � х 1 2  о 

-1- Б ' х 
240 l) 

_з 1_ 8" х 
60 480 {1 

I x" o h l • •  х 1) 
_!_ а ·х 1 2 1) 

_1__1__ а ' х  720 о 

_12!_ __ 8' х  
60 480 о 

LX'l ; l r · · J. x хо 2 н 

Формул а  
1 

о h 2 2, 2• •  х ) х _ )  
о h ' . . - х  

1 2 - ) -

о � � =:х 
240 - ! 

о h 2 2, 2· ·  
Х 1 х i 

8 2  

1 - й Ц И КЛ 
0/0 , 1 = 0 , 0000000,00 

о -
1 2  

9992 ·--� --240 

3 1  · 1 02 -- -
60 480 -

0,00 

- 4 1  6 3  х 
0,05 

- 0, 000004 1 , 6 8  

1 /О, 1 = 1 0 ,0000000,00 

99 8334 - - - - - · - -
1 2  -

1 1 · 9975 -- -
720 -

1 9 1 · 1 00 - - � - -
60 480 -

8 3 1 94 5 0  ' 
- 1 5 2 40 ' 

0,3 2  

9 ,9 9 1 6 6 5 2,78 

9 , 9 9 1 6 6 5 2,78 

1 - й ц и кл 

2 

- 0,09 9 9 1 6 6,9 5 

8 2 7  78 х 
о 8 3  х 

- 0, 099 8 3 3 8,34 

Т а б л и ц а 2 .2  

2 - й  ц и кл 3 - й  Ц И КЛ  
0 ,0000000,00 0, 0000000,00 

о 00 о 00 х х 
о 03 о 00 х ' 

- о 05 0,00 х 
- 0, 0000000,02 0, 0000000,00 

Н ет и з м е не н и й  Н ет и зме н е н и й  

9 , 9 9 1 6 6 5 2 , 78 9 , 9 9 1 6 6 5 2,78 

Т а б л и ц  а 2 . 3  

2 - й  ц и кл 3 - Й  Ц И КЛ  
3 4 

- 9 9 9 1 66,5 3 - 9 9 9 1 6 6 , 5 3  

8 3 1 ,95  8 3 1 ,9 5  

о 4 1  0,4 2 х 
- 9 9 8 3 3 4  1 7  ' - 9 9 8 3 3 4, 1 6  



1 

[] � х 
1 2 1 

п � о 'х - 240 1 

х _ 2 0  h ' :L 'х _ ,  
о �  х 

12 _ ,  

[J 11 ' 8 ' " "  - х 240 _ ,  

х ,  t J  h '  :L 'х , 
с h '  . .  

- х 
1 2 2 

о �о 'х 240 2 

x _ 3 D h ' I, 2 x _ 1 
· 1  h ' . .  L - Х 

1 2 - .i 

о �о 'х 240 - J 

х ) п h 1 I,  ' х ) 
о h '  . .  

- - х 
1 2 ) 

о � о 'х 240 ) 

2 

0,09 9 9 1 6 6 )  1 

- 8 3 6 )  1 

о 00 ' 

0 , 09 9 8 3 3 0,00 

- О ,  1 9 8 8 4 00,00 

1 6 3 8  9 7  .\ 
1 2 4  .\ 

- О, 1 9 86 7 5 9 ,89 

О ,  1 9 8 8 2 9 9  )4 

- 1 6 72 1 9  ' 
- 0,44 

О,  1 9 86 6 2 6JO 

- 0, 2 9 5 79 6 5 ,6 5  

2 4 2 5 ,4 5  

1 64 х 
- 0 , 2 9 5 5 5 3 8, 5 6  

0, 2 9 5 73 6 6 )  1 

- 2 4 9 9 ,89 

- о 84 х 
0 , 2 9 5 4 8 6 5 , 5 8  

3 4 

9 9 9 1 6 6 5 3  9 9 9 1 6 6 , 5 3  ' 
- 83 1 9 4  - 8 3 1 ,9 5  ' 

- 0,4 2  - о 4 2  х 
9 9 8 3 3 4  1 7  9 9 8 3 3 4, 1 6  х 

- 1 9 8 8 3 4 9  ,68 - 1 9 8 8 3 4 9  72 х 
1 6 5 5  6 3  1 6 5 5  5 8  х х 

о 82 0, 83 ' 

- 1 9 86 6 9 3  2 3  х - 1 9 86 6 9 3 , 3 1 

1 9 8 8 3 4 9  76 х 1 9 8 8 3 4 9  72 х 
- 1 6 5 5 , 5 2  - 1 6 5 5 5 8  х 

- о 84 - о 83 х х 
1 9 86 6 9 3 ,40 1 9 86 6 9 3 ,3 1 

- 2 9 5 76 6 \ 2 3  - 2 9 5 76 6 5,98 

2 4 6 2 ,9 5  2 4 6 2,67 

1 22 1 24 х х 
- 2 9 5 5 2 0 1 06 - 2 9 5 5 2 02 ,07 ' 

2 9 5 9 6 6 6J3 2 9 5 76 6 5,98 

- 2 4 6 2 ) 9  - 2 4 6 2,6 7 

- 1 2 5  - 1 2 4  х х 
2 9 5 5 203 ,09 2 9 5 5 2 02 07 ' 

Примечания. Дл я сокраще н и я зап и с и  в табл . 2 . 1 - 2 . 5  в кол о н ках 
п р одолже н ия место десят и ч н о й  точ ки опуще н о .  В табл . 2.2 и 2.3 значок 
х обоз н ач ае т  п о з и ц и ю  округл е н и я .  
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со � 

't 

- 0,3  

- 0 ,2  

- 0, 1 

0,0 

О, 1 

0 ,2  

0 , 3  

I.2 х 
- 2 9 , 5 76 6 5 2 3  

- 1 9 ,8834968  

- 9 ,9 9 1 6 6 5 3  

0,0000000 

9 ,9 9 1 6 6 5 3  

1 9 , 8834976 

2 9 , 5 76 6 6 7 3  

Т а б л и ц а 2 . 4  

Ивтеrрировавие во втором цикле прибли:кевиl 

I. :x х Б х Б2 х ь\ ь 4 ·х: Б; х о "х  
0,2 9 5 5 5 3 8  

9 ,6 9 3 1 5 5 5  - 9 6 8778 

о, 1 9 86 760  - 1 9 644 

9 , 89 1 8 3 1 5  - 9 8 84 2 2  09 7 2 8  

0,09 9 83 3 8  - 09 9 1 6  1 9 6 

9 ,9 9 1 6 6 5 3  - 9 9 83 3 8  09 924  -094 

0 ,0000000 (- 9 9 8 3 34)  00008 (09 9 7 5 )  1 02 - 1 00 - 1 2  

9 , 9 9 1 6 6 5 3  - 9 9 8 3 3 0  1 0026 

- 0,09 9 8 3 3 0  1 003 4 - 004 

9 , 89 1 8 3 2 3  - 9 88296 1 0022  

- О, 1 9 8 6 6 2 6  2 0056 

9 ,6 9 3 1 69 7 - 9 6 8240 

- 0 , 2 9 5 4 866 



со 
(J1 

't 

- 0,3  

- 0,2  

- 0, 1 

0,0 

О, 1 

0 ,2  

0 , 3  

L. 2 x 
- 2 9 , 5 76 6 5 9 8  

- 1 9 ,8834972 

- 9 ,99 1 6 6 5 3  

0 ,0000000 

9 ,9 9 1 6 6 5 3  

1 9 ,8834972  

2 9 , 5 76 6 5 9 8  

Т а  б n и u а 2 . 5  

Ивтеrрировавие в третьем цикле приближений 
L. x х 8 х 82 х 8\ 8 4 'х' 85 х 8 °х 

0 ,29 5 5 2 0 1  

9 ,6 9 3 1 6 2 6  - 9 6 8 5 08 

О, 1 9 86 6 9 83 - 1 9 85 1  

9 ,89 1 8 3 1 9  - 9 883 5 9  09 876 

0,099 8 3 3 4  - 09 975  099 

9 ,9 9 1 6 6 5 3  - 9 9 8 3 3 4  09 975  -099 

0 ,0000000 (- 9 9 8 3 3 4 )  00000 (09 9 7 5 )  ООО - 1 00 - 2  

9 ,9 9 1 6 6 5 3  - 9 9 8 3 3 4  09 975  - 1 0 1  

- 0,09 9 8 3 3 4  099 7 5  - 1 0 1  

9 , 89 1 8 3 1 9 - 9 883 5 9  09 874 

- 0, 1 9 86 6 9 3  1 9 849 

9 ,6 9 3 1 6 2 6  - 9 6 8 5 1 0  

- 0 ,29 5 5 203 



ф 
ф 

"t 
0,0 

0, 1 

0 , 2  

0 , 3  

0 , 4  

0 ,5  

0,6 

0,7 

0,8  

0 ,9 

1 ,0 

Т а б л и ц  а 2 . 6  

Ивтеrрировавие от mara t 1  = 0 ,9 к. mary t1 = 1 ,0 методом сумм 

I.2 х L. x  х 8 х 82 х 83х 8 4 ·х 85 х 
0,0000000 0, 0000000 00000 ООО 

9 , 9 9 1 66 5 3  - 9 9 8 3 3 4  9 9 7 5  - 1 00 
9 , 9 9 1 6 6 5 3  - 0,09 9 8 3 3 4  09 9 75 - 1 00 

9 , 89 1 8 3 1 9  - 9 8 8 3 5 9  9875  - 09 7 
1 9 , 8 8 3 4 9 7 2  - О, 1 9 86 6 9 3  1 9 8 5 0  - 1 9 7 

9 ,6 9 3 1 6 2 6  - 9 6 8 5 09 9 6 7 8  - 1 00 
2 9 ,5 766 5 9 8  - 0 , 2 9 5 5 2 02 2 9 5 2 8  - 2 9 7  

9 , 3 9 76424 - 9 3 89 8 1 9 3 8 1  - 09 1 
3 8 , 9 74 3 02 2  - 0 , 3 894 1 8 3 3 8909 - 3 8 8  

9 ,0082 24 1 - 9 00072 89 9 3  - 089 
4 7 , 9 82 5 2 6 3  - 0,479 4 2 5 5  47902 - 477 

8 , 5 2 87986 - 8 5 2 1 70 85 1 6  - 089 
5 6 , 5 1 1 3 249 - 0 , 5 6 5 6 4 2 5  5 6 4 1 8  - 5 6 6  

7 , 9 6 4 1 5 6 1  - 79 5 7 5 2  79 5 0  - 076 
6 4 ,4 7 5 4 8 1 0  - 0,6442 1 7 7 6 4 3 6 8  - 6 4 2  

7 , 3 1 9 9 3 84 - 73 1 3 84 7 3 08 
7 1 , 79 5 4 1 9 4 - 0,7 1 7 3 5 6 1 7 1 6 76 

6 , 602 5 8 2 3  - 6 5 9 708 
7 8 , 3 9 800 1 7 - 0,783 3 2 6 9  

5 , 8 1 9 2 5 5 4  
84 , 2 1 72 5 7 1 



Н а  это м заканч и вается пе р в ы й  ц и кл в ы ч и сл е н и й .  
П осле в ы п ол н е н и я  второго и третьего циклов вычисле ний  
(табл . 2 .4  и 2 . 5 )  возникает необходимость выбора критерия 
остановки  в ы ч исле н и й . 

Сам ы й  простой к р ите р и й  - п о вторяемость знач е н и й  
х между последовател ьн ы м и  циклами .  Выбор других кри­
териев  остановки прибл ижений , начал ьного шага и крите­
р и е в  е го измене н и я ,  а также оце н ка точности и нте гриро­
ва н и я  достаточ но подробно рассмотрен ы в работе [ 6 1 ] . 

В приведен ном в ы ше числен ном п римере трети й цикл 
в ы ч и сл е н и й  можно с ч и тать начал о м  и нте гр и ро ва н ия  от 
ш а га к ш а гу .  В табл . 2 . 6  подготовл е н ы  дан н ые дл я пере­
хода от  ш ага i = 9 (да н н ы е  в ы ш е  ломаной л и н и и )  к шагу 
i = 1 0 . В ы ч исления  идут в таком п орядке . 

Сначал а  выч исл яются вел ич и н ы  

8 \ . i-X = 83x i -Yz + 84хн = 7950 - 566 = 7384; 

82 x i  = 82хн + 83х i-.К = 64368 + 7384 = 7 1 752; 

x i+I = x i  + 8\_.к + 82x i = -О,7 1 7356 1 - 73 1 384 + 7 1 752 = -О,7833 1 93; 

82 x i+ I  = 82x i + 82х i-.К = 7 1 752 + 7384 = 79 1 36. 

Зате м ,  испол ьзуя уравнение  ( 2 . 3 . 2 . 1 5 ) ,  в ы ч исляем 

h z �  z "  
Х i + I  = ..(..; X i+ I  

+ _!_ h 2 x  l 2 1+1 
l h 2 s:: 2 "  - - u X  

240 
i+ I 

0,0 1 * 78,39800 1 7  = 0,7839800, 2 

- 0,0 1 * О, 7833 1 93 = -0006527 ,  7 

- 0,0 1 * 0,0079 1 36 = -0000003 х 3 . 

0,7833269,2 

После этого значение x i+ I = -x i+i = -0,7833269, 2  округля­
ется и вносится в таблицу, остальные величины под лома­
ной л и н ие й  получаются сум мировани е м  или вычитанием .  

Теперь  проиллюстри руем метод () 2 на том же примере с 
при переходе от шага и нтегрирования i = 8 к шагу i + 1 = 9.  
В табл . 2 .  7 приведен ы  результаты и нтегрирования за пер-
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Q) Q) 
't 
о.о 
о, 1 
0,2 

0,3  

0,4 

0,5  

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

Т а б л и ц  а 2.7  

Ивтеrрвроаавве способом 81 а начале mara от 't1 = 0 , 8 до 't1+1 = 0,9 

х о х  О 2Х х = - х о х  0 2х О 3Х  о 4х о 5х Е = x-sint 

0,00000000 0000000 0,0000000 00000 ООО о о 
9 9 8 3 3 4 1 7  - 9983 3 4 99 75 - 1 00 о 

0,09983 3 4 1 7 - 09 77503 - 0,09983 3 4  09975  - 1 00 о о 
9883 5 9 1 4  - 9883 5 9  9 875 - 097 о 

0, 1 98669 3 3 1  - 1 98503 8  - 0, 1 986693 1 985 0 - 1 9 7 о о 
9 6 85 0876 - 968509 9678 - 1 00 о 

0,295 5 2 0207 - 2 9 5 2 740 - 0, 2 9 5 5 202 2 9 5 2 8  - 2 9 7  о 1 

9 3 898 1 3 6 - 9 3 89 8 1  9 3 8 1  - 09 1  1 
0, 3 894 1 8343  - 3 8909 3 9  - 0,3 894 1 83 2 9 5 2 8  - 3 8 8  1 - 1 

9 0007 1 9 7 - 900072 899 3  - 089 о 
0,4794 2 5 5 40 - 47902 6 2  - 0,479 4 2 5 5  4 7902 - 477 1 1 

8 5 2 1 6 9 3 5  - 85 2 1 70 85 1 6  - 089 1 
0,5646424 75 - 564 1 72 1  - 0,5646425 5 64 1 8  - 5 6 6 2 - 1 

79 5 75 2 1 4  - 79 5 7 5 2  795 0 о 
0,6442 1 7689 - 564 1 72 1 - 0,6442 1 77 64368  (- 655)  2 о 

73 1 3 84404 - 73 1 3 84 о 
0,7 1 7 3 5 609 3  - [ 7 1 6 75 8 6 )  - 0,7 1 73 5 6 1 (7 1 6 6 3 )  ( - 744) 2 

[ 6 5 9 708 1 8) 

[О ,783 3269 1 1 ) - 0,783 3 269"' 



вые  восе м ь  шаго в ,  в с коб ках представл е н ы  резул ьтаты 
" предикторного"  вы числения . Первой  операцией предик­
торного инте грирования  я вляется выч исление вел ичин 

о4хн = Б4х i_2 + Б\_rz + . . . = -566 - 89 + . . . = -655 + . . .  ; 

Б2х i = Б2х н + б3х .  з/ + Б4х н = 64368 + 7950 - 655 = 7 1 663; 
•-72 

б4х i  = Б4хн + б5\_х + . . .  = -65 5 - 89 +  . . .  = -744 + . . . . 

Следующая операция - это вычисление б2х. по формуле 1 
( 2 . 3 . 2 . 1 4) с испол ьзова н и е м  предикторных значен ий о2 х ;  

и о4 х ;  , полученных выше , - шаг интегрирования , как и 

прежде,  h = О, 1 ,  h2 = 0,0 1 .  Для сравнения рядом приводятся 
резул ьтаты корректорного вычислен и я .  

П редикторное 
вычисление 

- 0,007 1 7356 1 .О 

+ h2  0 2х (= 0,0 1 . 7 1 663) 
1 2 i 1 2 + 597 1 .О 

_ _!1_2 _ 04х (= - =2_44 : 0,0 1 ) 
240 · · '; 240 

+ . . . 

+3 1 х 

+ . . . 

- 0,007 1 67586 о х 

Корректорное 
вычисление 

- 0,007 1 7356 1 ,0 

+5973,0 

+3 о х 

+ . . .  

- 0,007 1 67585 о х 

Округл е н ное знач е н и е  б2х .  вносится в квадратных 1 
с кобках в н ижнюю ч асть 4-й колонки табл . 2 . 7  для полу-
ч е н и я  при последовател ьном суммирован и и  знач е н и я  
функции х9 = О ,  7833269 1 l во 2-й колонке. Далее с помощью 
этого значе н и я  х в ы ч и сляется ускоре н ие в 5 - й  колонке 
(отмечено звездоч кой) , куда оно вносится с округление м ,  
а затем вправо по диагонали вычисляются соответствуюшие 
разности . 

В корректорном вычислении и с п ол ьзуются величины 
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02х = 7 1 676· 1 • 
П олучен ное и з  корре кторного вычисл е н и я  знач е н ие 

�Рх вносится в нижнюю часть 4-й колонки и используется 
для вычисления уточненных значений ох и х во 2-й и 3- й 

коло нках. На этом вычисления в 9-м  шаге заканчиваются 
и м ожно переходить к следующему шагу .  В данном 
при мере разн ость между предикторн ы м  и корректорн ы м  
циклами мала,  однако корректорный ц и кл  необходим для 
того , чтобы избежать включения ошибки предикторн ого 
з н а ч е н и я  о2х .  в п рогрес с и в н о  возраста ю щ и е  о ш и б ки 1 
последующих значен и й  х ,  которые показаны в п оследней 
колонке табл . 2 . 7 .  

Если элементы орбиты И С З  для какого-либо и нтервала 
установлены (см . ,  например,  работу [67] ) ,  то для определе­
ния исходны х  данных дл я начальной табл ицы м о гут 
использоваться следующие методы:  

- разложение в ряды Тейлора по времени 

. l 2 "  x j = x o + •j X 0 + 2 •j x o + " . ;  

x j = Х о + тj х О  + " . ; 

- вычисление оскулируюшей орбиты задачи двух тел с 
добавлением основных возмущений ;  

- приближенное интегрировани е  по способу Рунге · 
Кутта;  

- и с п ол ьзо ва н и е  п редыдуще го точ н о го и нте гр иро·  
вания .  

Возмущающие ускорения в формулах (2. 3 . 2.2) вычисля­
ются в виде равнодействующих всех учитывае м ы х  с ил .  
Наибольшие возмущения в движении И С З  вызываются 
гравитационным полем Земли , затем притяжением Луны,  
Солнца и больших планет. Наконец, учитываются неrрави­
тационные возмущения: атмосферное торможение и давле­
н и е  сол нечного излучен и я .  Гравитацио н н ы е  возмуще н ия 
от Г П З  вычисляются в виде 
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х = d 2 x  = дU
, х � у, z,  (2 . 3 .2 . 1 7 ) 

dt 2 дх 
где U - п оте н ци ал притяже ния Земли в виде ( 2 . 1 . 2 ) .  

Возмущающие ускор е н и я  от других тел , которы е зна­
ч ител ьно меньше , могу1' учиты ваться так же , как в задаче 
двух тел . Например, для спутников с высотой орбиты менее 
2000 км ус корение от Луны составл яет l ,4 · 1 0-6 м / с2,  от 
С ол н ц а 0 , 66 · J 0-6 м/с2 ,  ч то соста вл я ет с оответстве н н о  
2 , 5  · 1 0-7 и 1 , 2 · l 0-7 часть о т  ус кор е н ия земного п р итя­
ж е н и я .  Так как п о  коорди натам И СЗ и соответствующих 
тел л е гко п олуч ить направляющие коси нус ы направле н и й  
м е жду ними от н о с ител ь н о  осе й и н е р ц и ал ьн о й  с и сте м ы  
коорди нат, также легко п олучить проекции и х  возмущений 
на  эти ос и .  Шаг и нте грирования орбит возмущающих тел 
в ы б ирают с уч етом с корости и х  движе н и я  относител ьно 
З е мл и .  Например, шаг интегрирования для больш их планет 
м ожет составл ять 1 0  - 20 сут с и нтерпол я ц ией для проме ­
жуточ н ых точек .  

При расчете возмуще ний от больших планет испол ьзу­
ются следующие соотношения их масс относительно массы 
С ол н ца 

Юпитер 
Сатурн 
З е м л я  

l 047 , 35 
з 498 ,0 

3 3  2946 , О  

Планета m / m s р 
Уран 
Нептун 

22 960 
1 9  3 1 4 .  

Средние элементы этих планет н а  стандартную эпоху 
J 2000 .0  составл я ют 

Ю п и т е р  

а = 5 ,2026032092 + О ,000000 1 9 1 32Т - О, 00000000004Т2 ;  
с = 0 ,0484979255 + О , 000 1 6322542Т - О,00000047 1 3 7Т2 -
- О ,0000000020 1 Т3 ;  
i = 1 , 30326698°  - 1 9 , 7 874" Т  + О ,0 1 6 8"Т2 ;  
М0 =20,0203 1 1 87° + 1 09248 84,5029"Т - 2,9056"Т2 + О,  1 62"Т3 ; 
ffi = 985920,47946" + 2 1 29 , 9679"Т + 2 , 2 582"Т2 - О ,0 1 76"Т3 ; 
Q = 1 00,46440702° + 3675 , 5 1 87"Т + l ,45 1 З"Т2 + О , 00 1 5"Т3 
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С а т у р н  

а =  9 , 5 54909 1 9 1 5  - О,000002 13896Т + О ,00000000044Т2; 
е = 0 ,055548 1 426 - 0 ,00034664062Т - О ,00000064364Т2 + 
+ О ,0000000034Т3 ; 
i = 2 48887878° - 1 3  4504"Т - О 0547"Т2 + О ОООЗ"Т3• ' ' ' ' ' 
М0 = 3 1 7  , 02020682° + 4397570 , 3063"Т - 1 ,  1 464"Т2 + 
+ О О 1 78"Т3• ' ' 
ro = 1 22 1 8 1 0,245856" + 39 1 2 ,0238"Т + 3 ,4534"Т2 + О,0258"Т3 
Q = 1 1 3 , 66550252° + 3 1 57 , 5 1 69"Т - О,438 3"Т2 - О,008 1 "Т3 

У р а н  

а =  1 9 , 2 1 844606 1 8  - О,000000037 1 6Т + О ,00000000098Т2; 
е = 0 ,04638 1 222 1 - О , 00002729293Т + О , 0000000789 1 Т2 + 
+ О ,00000000024Т3 ; 
i = 0 ,773 1 9689° + 2 , 7878"Т + О , 1 35"Т2 - О ,0003''Т3 ;  
М0 = 507 7 7 8 , 97058"  + 1 542 1 5 9 , 6 39"Т + О , 3 234"Т2 -
- О 00 1 5"Т3 • ' ' 

= 356397 60258" + 3474 9044"Т - 4 05 1 5"Т2 + О 0549"Т3 ro ' ' , , 
Q = 74,0059570 1 °  + 1 876 ,0599"Т + 4,822"Т2 + О,0665"Т3 

Н е п т у н  

а = 30, 1 1 03868694 - О,000000 1 6635Т + О ,00000000069Т2 ; 
е = 0 , 009455747 + О ,00000603263Т - О ,00000000005Т3; 
i = 1 ,  76995259° - 33 , 5094"Т - О,0255"Т2 + 0,000 l"T3 ;  
М0 = 922422 ,203784" + 786445 , 2489"Т - О , 27 1 8"Т2 ;  
ro = 9948 1 0 , 386672" + 1 1 66 ,  7302"Т + О ,4493"Т2 + О ,0024"Т3; 
Q = 1 3 1 ,  78405702° + 3967 ,9342"Т + О,9343"Т2 - О,0023"Т3 ,  

где Т - в р е м я  в юл ианских столети я х  о т  э похи 12000 .0 ;  
большие полуоси выраже ны в астрономических единицах. 

Сила сопротивления атмосферы движению ИСЗ выра­

жается формулой 

F = 0,5 р V2 s CD,  (2 . 3 .2 . 1 8) 
где р - плотность воздуха; У - скорость спутн ика относи-
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тельно атмосферы; S — площадь поперечного миделевого 
сечения; Ср — безразмерный аэродинамический коэффици­
ент лобового сопротивления.

Влияние атмосферного торможения приводит к возму­
щениям в элементах орбиты, которые определяются фор­
мулами

Дп = k ( t - t0);

Aa = ~ a 0(t- t0);3n0

дe = - A ____Ш_____ ( t - t  )•
3n0 I0(?) + e0I|(^) o)’

AM = | ( t - t 0)2; (2.3.2.19)

Afl = ̂ -^ 4 ik(t-t0)2;
6

7 -8en . .. ,. . 2A(0 = — — 2-vk(t-t0)2, 
6

где

k - | n Ja 0PoK(2nS ) ^ 1 + 2eo + |e* +
8<;0 128^/

4 I po/
( 4 - 5 sin i0);

r _  aoeo .
H  *

S C D к = —
m0

Здесь с индексом 0 - параметры орбиты в начальную 
эпоху; 1(0 — функция Бесселя мнимого аргумента; ш0 - масса 
спутника; rft — средний радиус Земли. Произведение SCD для



нового объекта обычно определяется по наблюдениям. 
Сила светового давления выражается формулой 

F CS 0 ( 1 + k) ( R0  )2 2 = - cos а 
с л ' (2 . 3 .2 .20) 

где С - освещенная площадь спутника;  S0 - м ощность 
солнечной радиации,  попадающей на 1 см2 в единицу вре­
мени (солнечная постоянная ) ;  k - коэффициент отраже­
ния ;  R0 - среднее расстояние от Земли до Солнца ;  Л -
расстояние между Солнцем и спутником; а - угол падения 
солнечного луча; с - скорость света. 

Давление  солнечного света приводит к отклонению 
нави гацион ного спутн ика от  невозмущенной орбиты за  
сутки на 3 1  м .  Если спутник  заходит в своем движении в 
те нь Земли ,  то учет давления солнечного света выпол­
няется по другому, нежели при постоянном его освещении. 
Это возмущение сказывается на  всех элементах орбиты 
спутн ика ,  кроме  большой полуоси при постоя н ном  
освещении . Важнейшей характеристи кой возмущений от 
давления солнечного света является отношение  C/m0• 
Необходимые формулы учета возмущений от давления 
солнечного света в элементах орбиты приведены в [ 54] . 

При интегрировании движения ИСЗ шаг, как правило, 
не будет совпадать с моментами наблюдений , поэтому для 
интерполирования координат и скорости И СЗ от конца 
последнего шага до момента наблюдения могут приме­
няться формулы Брауэра 

h 2 ["" 2 • • "" • • 1 ( 2 1 \ l ( 3 n \ . . x i+n = � Х ; + n� X ; + 2 n + 6 гi  + З !  n -2  JX ; + 

. h[l . .  .. 1 ( 2 l ," 1 3 � 2  • • 1 ( 4 2 2 
X ;+n = X ; + nx ; + - n - - X ; + - n u x ; + - n - n +  2 6 З !  4 ! 
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+ - х + - n - - х . + - n - - n + n - - х . + . . .  
1 1 }3 . •  1 ( 5 5n 3 �4 • .  1 ( 6 1 5  4 1 2  2 1 9 1  t5 . . ] 
30 ' 5! 3 1 6! 2 84 ' ' 

где О � n � 1 - интерпол ирую щ и й  м н ож ител ь н а  дол ю  
ш а га h .  

2 . 3 .2.Э.  Дифферевциальиое уточвевие орбит 

Получение предварительной орбиты и ее интегри­
рован ие явля ются нео бходимо й ,  но не достаточной частью 
процесса решения краевой задачи.  Начальные условия орби­
ты из-за неточного и х  знания должны быть согл асованы с 
т е м и н а бл юдениями , которые вы п олнены на этой дуге . 
Прежде , чем включать нормальные уравнения данной дуги 
н общее  орб итал ь н ое ил и д и н а м и чес кое ре шение  ее  
начальные условия должны быть предварительно уточнены 
настолько, чтобы остаточное влияние вторых производных 
п р и  л и н е а р и зац и и  фун к ц и й  и з м е ре н н ы х вел и ч и н  от 
о п ределяемых параметров б ыло сведено к минимуму . 
Коне чн о ,  предварительное уточн ен ие орбит уменьшает 
только ошибки начальных условий , но  не уменьш ает 
влияние грубых значений п редварительных ко о рдинат 
о пределяем ых пунктов .  Однако начал ьн ы е  условия данной 
дуги могут уточняться только по наблюдениям на данной 
дуге , тогда как координаты пунктов уточняются по сово­
купности всех дуг, которые наблюдались с данного пункта, 
и поэтому влияние вторых производных из-за ошибок ко­
ординат в общем решении скажется меньше . Есл и интегри­
рование орбитальной дуги было выполнено с учетом всех 
возмущений , то форма орбиты при уточнении начальных 
условий фактически н е  изменится , а изменятся в основном 
ее ориентация в пространстве и ,  возможно ,  масштаб . 

Для уточнения начальных условий орбиты прежде всего 
необходимо представить все измеренные величины как 
функции от коорд и н ат ИСЗ на момент выполнения 
н абл юде н ия и коорди н ат пунктов наблюде н и й .  З ате м 
координаты ИСЗ на момент измерения t _  представля ются 1 
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ка к функции от начальных условий на начальную эпоху 
t0• В ы ч исл и в  производн ы е  от измере н и й  по коорди ната м 
и производные от координат ИСЗ по начальн ы м  условиям 

и п е р е м н ож и в  и х ,  н а йд е м  коэфф и ци е н т ы  ура в н е н ия 
поп равок к начал ь н ы м  условиям для дан ного измере н и я  
Вычислив разность и з м е ренного и вычисле нного по 
п редварител ь н ы м  коорди н атам И СЗ и пункта параметра 

получ и м  с вобод н ы й  чле н этого уравнения поправок. 
Наиболе е  ти п и ч н ы м и  вида м и  траекторных измерений 

я вл я ются топоuе нтрические экватори ал ьн ы е  коорд и наты 
И СЗ у, б,  радиотехническое или лазерное измерение даль ­

ности от п у н кта до И СЗ р ,  разность расстоя н и й между 
дву мя положе н и я м и  И СЗ Лр ,  п олучаемая и нтегри рова­

нием доплеровских измерений, и радиальная скорость ИСЗ 

относ ительно пункта набл юдения р . Завис имость эти>< 

видов измерений от координат и скорости ИСЗ, а также 
координат пунктов выражается формулам и  

у - У  у = arctg -- � 
х - Х  
z - Z  

o = arctg -- ; s 
р = �(х - Х)2 + (у - У)2 + (z - Z)2 ; 
Лр = Р2 - р 1 ; 
. х(х - Х) + у(у - У) + z(z - Z) 
р = ' р 

(2 .3 .2 .22) 

где S = �(x - X) 2  + (у - У) 2 ; Х ,  у ,  z ,  x, y, z - коорд и н аты и 
составляющие скорости ИСЗ; Х, У, Z - координаты пункта 
наблюдения . 

Производные от этих измерений по всем неизвестным 
представлены в табл . 2 . 8 .  

Т а к  как уравнение п о п раво к для разности коорди нат 
вычисляется как разность двух урав н е н и й  п о п ра в о к  для 
дальности , то в таблице соответствующие производные н е  
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да ются . Дл я сокраще н и я за п и с и  в табл и це в веде н ы 

допол нител ьно следующие обозначения : 
дх = х - Х; Лу = у - У; Лz = z - Z. 

В табл . 2.8 предполагается , что коорди наты ИСЗ при ­
вед е н ы  во враща юще йся вместе с Зе мл е й си сте м е коор ­
ди н ат ,  т .  е .  в той же систе м е , что и коорди наты пун ктов.  
Для кепл е ровой орбиты производн ы е от координат ИСЗ 
по эл ементам а ,  е,  i ,  М0,  ro, Q п риведе н ы в табл . 2.9 .  П ри 
этом в табл . 2 . 9  приме не н ы обозначе н ия , используем ые в 
работе [6 1 ] ,  они будут уп отребл яться и далее при оценке 

точ ности положения и скорости ИСЗ .  
Радиал ьная и трансверсал ьная с корости , введе нн ы е  

в ы раже н и е м  ( 1 . 3 . 2 ) ,  выч исляются по формулам 

a 2nesinE . rё = V = a 2n� r = V, = 
r ' " r 

Орбитал ьные координаты � .  11 равны 

� = a(cosE - e) ; fJ = a�sinE . 

Направляющие косинусы тра н с ве рсали относительно 
осе й  инерциальной систе м ы  координат задаются вектором [V, J r- sin u cosQ - cos u sinQ cos il 

V = Vy = - sin u. si� Q + cos u cos'1 cos i . V COS U SШ I  z 
Есл и движение И С З  рассматривается как возмущен­

ное ,  т о  приведенные в табл . 2 .9  величи н ы являются произ­
вод н ы ми от ос кул и ру ю щих эл е м ентов орбиты . В этом 
случае при составл е н и и  уравне н и й  поправок из мере н ий  
и х  коэффициенты должны дополнительно ум ножаться н а  
матри цу изохронных производных ( 2 . 3 . 2 . 5 ) ,  связывающую 
начальные условия с оскулирующими элементами  орбиты . 

П роизводны е от координат по  начальным условиям 
м о гут вычисляться изложенным аналитическим методом 
в ос новно м при предварительном уточнении орбит. В об­
щ е м  орб итальн ом или динамическом решении чаще 
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со 
CD 

Вид 
изме­
рения 

'У 

� 

р 

р 

Т а б л и ц  а 2 .8  

Произведвые от измерений по координатам и составл•ющам скорости 

х 

Лу 52 
ЛхЛz 
5р' 
дх 
р 

� - рЛх 
р р' 

у 

дх 
52 

ЛуЛz 5р2 
Лу 
р 

j_ _  рЛу р р' 

z 

о 

5 
р' 

Лz 
р 

i. _ pЛz 
р р' 

П р о и з в о д н ы е п о 

х 

о 

о 

о 
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Т а б л  и u а 2 . 9  
Производные от вверцвал•вwх координат во кеплеровwм элементам 

П ро извод-
ные от а 

х х li - - (t - t 0 ) а 2а 

у у � - - (t - t 0 ) а 2а 

z z Зz - - - (t - t0 ) а 2а 

х х з х  - 2а - 2а (t - t o ) 

у 
у � - - - (t - t " ) 2а 2а 
z з z  z - - - - (t - t 0 ) 2а 2а 

П р о и з в о д н ы е п о 
е 

а� а11 ( r ) - � х + - 1 + - V, r - r р 
а; а11 ( r ) - -;- у + - l + - v 
r r р у 

� а11 ( r ) --:;- z + - l + - V, r ·  r р 
х . Е r0cos E V - х sш + ---
n 1 - е " ' 

у . Е r0 cos E V _ - у sш + , п 1 - е · ' 

i . r0cos E - zsшE + ---V 
n 1 - е " ' 

i 
z sin Q 

-z cosQ 

zctgi 

- zsinQ 

- icos.Q 

zctgi 

м о  
х -n 

..х_ n 
z -n 

х -
n 

..х_ 
n 

z -n 

(1.) 

rY х 
rv у 

rY, 

х . rY -- r0 х r 

rY _ .У  re у r 

. z rV -- r0 z r 

Q 
- у 

х 

о 

- у 

х 

о 



испол ьзуется численное вычисление этих производных . 
Ч ислен ное вычисл е н ие производных основано на 

разложении функции в ряд Тейлора. 
В результате интегрирования орбиты на момент наблю -

дения t . получаются координаты х ,  у_ , z. и составляющие 1 1 1 1 
скорости Х. .  , у· . , z . Эти величины являются некоторыми 1 1 1 
функциями от начальных условий 

W ;  = f; (Xo , Yo , Zo , X o , Yo • Zo ) , 

rде w. � х. ,  у_ , z. ,  Х. . , у· . , z  . .  1 1 1 1 1 1 1 
Если какому-либо параметру этой функции ,  например 

х0 ,  придать некоторое приращение Лх,  то 

W ;  = f; (X0 + Лx, y0 , Z0 , X0 , y0 , Z0 ) 
и после интегрирования новых начальных условий на мо­

мент t1 мы получим координаты и составляющие скорости 
некоторой варьированной орбиты . 

Тогда из разложения в ряд Тейлора следует 

дf. 1 д1f .  2 
Лw; = --' Лх + - --; Лх + . . . . дх о  2 дх о 

Учитывая только линейные члены разложения , получа­
ем формулы для численного вычисления производных 

дf. _ Лw • .  дfУ = Лw У . дf, Лw , 

дх0 - Лх ,  дх 0  Лх ' дх0  
= Лх ;  

дf, 
= 

Лw , . дf>' Лw >' . дf, _ Лw , 

дх0  Лх ' дх 0 
= 

Лх0 ' дх0 - Лх 
. 

Варьируя каждый раз значение очередного параметр� 
и оставляя без изменений остальные ,  можно получить 
изложен ным способом все 36 производных ,  соответст­
вующих табл. 2.9. Именно в этом заключается метод вариа ­
ции параметров для численного вычисления производных. 
Следовательно, интегрируя семь раз орбиту, мы получаем 
не только опорную орбиту , но и все необходимые для диф­
ференциального уточнения орбиты или выполнения пол-
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ного решения производн ые текущих коорди нат от на­
чальных условий. В отличие от основного интегрирования ,  
результаты которого используются для вычисления свобод­
ных членов уравнений поправок, точность интегрирования 
дл я вычисления  производных м ожет быть снижена на  
несколько порядков и поэтому шаг интегрирования может 
быть увел ичен в три -четыре раза .  Необходимо отметить , 
что все 36 производных используются только при обработке 
радиальной скорости (см .  формулы 2 .3 .2 .22) , при обработке 
остальных видов измерений достаточно 1 8 производных.  

Теперь, имея все необходимые производные и свобод­
ные члены,  можно составить уравнения поправок, нормаль­
н ые уравне н ия и из их реше н и я  получить поправки к 
исходным начальным условиям. Процесс дифференциаль­
ного уточнения орбиты может быть повторен нескол ько 
р а з ,  пока очередные поправки не станут пренебрежимо 
малыми .  

Z . 3 . 3 .  Орбита.яьвое и дивамическое решен•• 

После накопления  достаточ ного количества 
уточненных дуг по н и м  можно начинать форм ировать 
общее орбитальное или динамическое решение. В отличие 
от дифференциального уточнения орбит здесь в уравнения 
поправок включаются все определяемые неизвестные. В 
орбитальное решение дополнительно включаются поправ­
ки к предварительным значениям координат пунктов и ,  
возможно, параметры атмосферного торможения и давле­
ния солнечного излучения ,  если они определены неуверен­
но .  В динамическое решение дополнительно включаются 
поправки к принятым при уточнении орбит коэффициен­
там ГПЗ . 

Число и состав определяемых в динамическом решении 
коэффициентов зависят от параметров орбиты данного 
спутника. Прежде всего - это высота орбиты . С возраста­
нием высоты орбиты влияние ГПЗ  на спутник все более 
с глаживается .  Например ,  по приведенным в работе [ 5 5 )  
данным, величина уклонений отвесных линий уменьшает­
ся вдвое на высоте 1 000 км по сравнению с уровнем моря 
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и еще на порядок на высоте 1 0 ООО км . Величина аномалий 
силы тяжести соответственно уменьшается в три раза и на 
полтора порядка . Для в ысот спутника 1 ООО - 1 500 к м  в 
ч исл о определ я е мых динамич еским методом вкл ючают 
коэффициенты до 1 8  - 20-го порядка и степени.  Для нави­
гационных с путников с высотой орбиты около 22 ООО км 
в модел и движения учиты ваются уже коэффициенты ГПЗ 
тол ько до 8-ro поряд ка и сте п е н и , к котор ы м ч увстви­
тельны их  орбиты . 

Кроме высоты орбиты на выбор определяемых в дина­
мическом решении  коэффициентов вл и я ют ее наклонение,  
эксцентр и с итет и в м е н ьш е й  сте п е н и  дру г и е  эл е м е нты 
орбиты. При движении И СЗ возникают также резонансн ые 
я вления [ З О J .  Это происходит в случае совпадения  знач и­
тел ьных периодически х  возмуще н и й ,  особе н н о  при 

критическом наклонении i = arccosWs,c периодом обра-

щения спутника. При этом имеет место ro + М + Q - 0 "" О , 
где 0 - гри н вичское звездное время . Для каждого спутника 
появляются свои резонансные гармоники Сnк•  Snк •  которые 
определяются по ним наилучшим образом.  

Если в определение коэффициентов ГПЗ из динамичес­
кого решения вкл ючен анализ возмущен и й  орбит тол ько 
одного типа спутников,  то из-за указанных выше особе н­

ностей орбит будет получе на согл асующая м одел ь ГПЗ 
именно для данного типа спутников.  Поэтому дл я  получе­
ния модели ГПЗ, свободной от особенностей типа орбит , 

используются данные для спутн иков всего спектра накло­

нений -90° � i � 90° и разных высот орбиты . 
Потенциал Г П З  выражается формулой (2 . 1 . 2 ) ,  где r, <р, 

Л. - сферические коорди н аты с началом в центре масс 
Земли. Они связаны с земной декартовой системой коорди­

нат, вращающейся вместе с Землей ,  формулами 

х = r cos<p соsЛ.; 

у = r cos<p sinЛ.; (2 . 3 . 3 .  l )  
z = r siшp. 

Отсюда r = J х 2 + у 2 + z 2 ; Л = arctg I ; 
х 
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Ускорения в движении И СЗ ,  вызываемые Г П З ,  выра­
жаются формулами ( 2 . 3 . 2 . 1 7 ) .  Для получения  эти х  ускоре­
ний выражение для потенциала приходится сначала диффе­
ренцировать по г, <р, А, затем дифференцировать последн ие 
п о  х ,  у ,  z .  П ользуясь  формул ам и ( 2 . 3 . 3 . 1 ) , получ ае м  

дr х дr у дr z 
дх = -;:- ; а.У = -;:- ;  д� = � ;  

�: = _ x��q> ; : = _ У��<р ; �� = zcrt�q> ; (2 . 3 . 3 .2) 

дЛ. у дЛ. х дЛ. 
-дх = - х 2 + у 2 ; дУ - -� 2 + у 2 ; дz = о. 

Выражения (2 . 3 . 2 . 1 7) , ( 2 . 3 . 3 . 1 )  и (2 . 3 . 3 . 2 )  используются 
дл я учета возмущен и й  от Г П З  как в орбитал ьном ,  так и 
динамическом решениях. 

Для определения поправок к коэффициентам принятой 
дл я и нтегриро вания ура в не н и й  Л а гранжа модел и  Г П З  
применяется аналитическая теория, разработанная в работе 
[ 30 ]  и испол ьзованная в работе [ 5 5 ]  для вывода модел и 
Стандартной Земл и .  Доступное  и зложение  этой теории 
приводится в работе [4] . 

Суть этой теории состоит в преобразовани и  формулы 
( 2 . 1 . 2 ) ,  выраженной через полярные координаты r, <р, Л., к 
в иду,  в ыражен ному через эле м е нты орбиты И С З .  И з  
прямоугол ь ного треугольн ика на  р и с .  2 . 1 по формулам 
сферической тригонометрии получаем 

coskЛ. = cosk(a - 0) = cosk [(a - Q) + (Q - 0)) = 

= cosk(a - Q) cosk(Q - 0) - sink(a - Q) sink(Q - 0) ;  
s i nkЛ. = sink(a - Q) cosk(Q - 0) + cosk(<X - Q) sink(Q - 0) ; 

cos(ro + t}) . . ( п ) sin(ro + t}) cos i . cos(a. - il) =  , sш а - �" = . , 
cos <р sш <р 
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a - Q 
hc. 1.1.  Сuэ• коорД811ат с элементам• орбпw 

sin <р = sin i sin( ю + '(}) , 
где 0 - гринвичское звезд ное вре м я ;  '(} - истинная ано-

малия . l 1 е 
Учитывая , что - = 2 + 2 cos tt , заменяем 

r a(l - е ) а( 1 - е ) 
sinkЛ., coskЛ в ( 2 . 1 . 2 )  через эл е м е нт ы  орбиты , исключ ив  

истинную аномалию. В результате получаем геопоте нциал 
в виде 

где 
" n R = � � V · .LJ .LJ nk ' n = I  k = I  

V = µ + R ' (2 .3 .3 .3) 
r 

[с 
J

l - k ( 2 j ) 

S ""pq = -�k cos[(n - 2p)ro + (n - 2р + q)M + 
nk 1 -k ( 2 j - 1 )  
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[s ] l -k ( 2 j) + k(Q - 0)) + cnk . sin[(n - 2p)ro + 
11k \ - k ( 2 J- 1 ) 

+ ( n - 2p + q)M + k(Q - 0)) ; 

F( i )  - фун кция накл о н е н и я ;  G (e )  - фун кция э ксце нтри ­
с ите та , вид и значе н и я которых для начальных инде ксов 

п р и водятся в ( 30 ] . В и нде ксах п р и Cnk и Snk вел и ч и ны в 

с кобках 2j и 2j - l указы вают на четность или нечетность 

разности / - k. Вместо бесконе ч ного сум м и рован ия по q 
п р именяют конечное , в работе [ 30 ]  q = ± 4 .  

Теперь фун кция R может быть продифферен цирована 
по элеме нтам орбиты и подставлена в уравнения Лагранжа 

d()a nk --
dt 

dБenk 1 - е 2 дVnk � дV.k 
� = iia 2е дМ 0 

- iia 2е дrо ' 

__ n_k = ctg1 _n_k - cos ес1 _п_k • d& 1 ( . дV . дV } 
dt iia 2� дrо дQ ( 2 . 3 . 3 .4) 

dЬМ .k = _ 1 - е 2  дVnk _ _3_ дVnk + ]__ � J V dt· dt iia 2е де iia да а 2 дМ 0  
nk ' 

d()ronk 
dt 

d()O nk 
dt 

� дV.k ctgi дV.k . 
iia 2e � - iia 2 �  дi ' 

_ cos eci дV.t. 

- iia 2 .J1 - е2 дi ' 

где v.k - нормированная гармоника порядка n ,  степени k; 
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n - среднее движение . Аналитическое инте грирование 
ура в н е н и й ( 2 . 3 . 3 . 4) дает возмущен и я  эл ементов орбиты 
o En••  Е � а,  е ,  i , М, ro, Q от гармоники Ynk · 

Наибольшие возмущения в орбите происходят от гар­
моники С20 , которая по величине превосходит остальные 
коэффициенты в l ООО раз . 

Пр и  подстановке в уравнения ( 2 . 3 . 2 . 4) ,  учитывающие 
влияние коэффициента С20 , параметров орбиты наиболее 
типичного геодезического спутника е = 0 , 0 1 и а = 1 , 1 2а. 
получаем 

�7 = 3,55° (5 cos 2 i - 1) в сутки;  : = -6,70° cos i в сутки ; 

d
M = 14,37 + 0,0093(3 cos 2 i - 1) оборотов в сутки . dt 

Отсюда следует, что при cosi = Jl75 ,  т. е . при крити­

ческом наклонении i = 63 ,4° , аргумент перигея постоянен . 
П о этому для анализа вековых и долгопериодическюс 
возмущений приходится ис пользовать очень дл инные ин­
тервалы н аблюдений , так как для геодезических И С З  с 
типичными элементами орбиты период изменения аргу­
мента перигея составляет от 80 до нескольких сот дней 

{ 5 5 ] . 
Различные коэффициенты ГПЗ уточняются разн ы м и  

способами и п о  различным данным. Дл я  уточнения зональ­
ных гармоник исп ользуется анализ вековых возмущений 
элементов орбиты от н их н а  дл и н н ых и нтер валах 
наблюдений.  Если на таком интервале для q дуг получены 
начальные условия Ej в моменты tj ,  т .  е. имеются ряды 

номер орбитальной дуги О, 1 ,  2, . . . , j, . . .  , q 
момент оскуляции t0, t ,  t2, • . •  , t" . . . , t 1 ) q 
уточненные элементы орбиты Е0, Е 1 ,  Е

2 , . " , Ej , . " , Eq, 

то любая разность Е; - Ej может интерпретироваться ка:к 

влия ние  возмущений за время t. - t . . Для получ е н и я  1 ) 
вековых возмущен ий Е на дугах длиной 2 или 4 су1 
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сначала получают средние элементы Ej5 на которые не 
действуют короткопериодические возмущения с периодом 
в один оборот спутника. Из них исключаются также 
периодические возмущения, вызванные Луной, Солнцем 
и давлением солнечного света.

Затем вычисляются вековые ускорение средней ано­
малии и уменьшение большой полуоси из-за сопротив­
ления атмосферы, которые используются для теоретичес­
кого вычисления его влияния на вековые вариации долготы 
восходящего узла, аргумента перигея и эксцентриситета. 
Эти величины также исключаются из средних элементов. 
После этого из средних элементов исключают долгоперио­
дические члены, обусловленные четными зональными 
гармониками, лунно-солнечные вековые члены и возму­
щения второго порядка от J*, используя предварительные
значения зональных гармоник. Теперь считается, что в 
исправленных таким образом средних элементах е, i, ш, П 
остались только влияния вековых возмущений и случайных 
ошибок, и их аппроксимируют полиномами вида

Е = Е0 + Et + A Ecosto, Е —> (о, Q;
Е = Е0 + A^sinco, Е -> е, i.

Из решения полученных уравнений по методу наи­
меньших квадратов находят постоянные Е , вековые
движения Е и амплитуды долгопериодических членов А.

Полученные значения принимаются за измеренные 
данные, а вычисленные данные и коэффициенты уравне­
ний поправок получают по предварительным значениям 
зональных коэффициентов из решения уравнений Лагран­
жа, вычисляя возмущения от зональных гармоник по 
формуле

и = — P„(sin<p)

Четные зональные гармоники получают по вековым



возмущениям элементов ro, Q, нечетные - по ам пл итудам 
всех четырех элементов.  

Тессерал ьные гар моники п олучают из их совм естного 
уточнения с координатами пунктов, используя аналитичес­
кую теорию Каул ы (30] . В этом случае в качестве измере­
ний прим е н я ются о статоч н ы е  укл о н е н и я  в измере н н ых 
величинах вдоль и поперек орбиты , коэффициенты уравне­
ний поправок выч исляются по возмущениям эл еме нто в 
орбиты от соответствую щих коэффи цие нтов ГП З . Для 
вычисления этих возмуще н и й  и с п ол ьзуются ура в н е н и я  
( 2 . 3 . 3 .4) . При получении тессе раль н ы х  гармоник п р и м е ­
ня ются остаточ н ы е  укло н е н и я  п о  н абл юде н и я м  в с е х  
с путн иков. Общий вид прои зводных о т  те куще го положе ­
ния (координат и скорости ) по неизвестны м  этого решения 
следующий 

а" о 
е" о 

d[x] = д(х, х) д(a, e, i , M,ro,fl) d i; + · д( · М n) д(а" е" 1' " М" ",,,. " А ") М "  х а, е, i, , ro, :r. .r.  о , о ' о , о . UJI о , :i. .r. 
о о 

ro" о 
fl" о 

+I, д(a , e, i , M, ro,fl) [dCnk ] + L д(a, e, i , M,ro,fl) d(other)i 
n ,k д(C nt. , S nt. ) dS 0, д(other) 

(2 . 3 . 3 .5)  

где а ,  е , i ,  М ,  ro, Q - оскулирующие элементы орбиты ; 

" " . " М " " А "  а 0 , е0 , 1 0 , 0 , 000 , :r..r. 0 - средние эле ме нты . 

Здесь предполагается,  что оскулирующие элементы -
это эле м е нт ы  элл и пс а  с постоя н н ы м и а ,  е ,  i и узл о м  и 
перигеем ,  прецессирующими под влиянием коэффициента 
С20• Тогда якобиан 
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д(a, e, i , M, ro , Q) 
д ( " " . " М" " n ") является ничем и н ы м  как матри ­

а о , ео • 1 о  • o • ro o . �l' o  
u е й  изохронных производных ( 2 . 3 . 2 . 5 ) ;  (other) - неrрави­
таuион ные возмуще ния . 

После уточнения параметров Г П З  выполняется комби­
н и рован ное ре ш е н ие для коорд и нат, зате м по вторяется 
уточнение  коэффи uие нтов Г П З .  П рибл и же н и я  п овторя ­
ются до сходимости решения в последовател ьных итераuиях 
в пределах принятого допуска. В работе [ 55 ]  было выпол ­
н е н о  три прибл иже н и я .  В н е й  отмечается , что на опреде­
ление неизвестных оказы вает заметное вл ияние распреде­
ление  данных по н аземным пунктам ,  поэтому было сдела­
но несколько решений . В одном из решений было отобрано 
1 26 дуг с более равномерным распредел е н ием измерен ий 
по сравнению с 228 дугами,  вкл ючающими все пригодные 
измерения,  и именно первому решению отдается предпоч­
те н ие .  

Расхождения между различными решениями достигал и 
1 0  - 20 м ,  поэтому делал и с ь  п о пытки компе нс ировать 
неравномерность распределения данных в результате при­
дания меньшего веса измерениям в местах их скопления . 
В конце концов было принято реше ние взять за основу 
такое комбинированное уравниван ие ,  в котором расхож­
де н ие между разными решениями не превы шало 5 м .  

П ри веде н н ы й кратки й обзор д ина м ич е с кого метода 
показывает его сложность, но и преимущества по анализу 
вл ияния отдел ьных коэффи цие нтов и груп п коэффи ц и ­
е нтов Г П З  н а  элеме нты орбиты , выбор ч исла и состава 
не известн ых ,  длин дуг и других параметров задач и .  М но­
гие вопросы общего динамического уравни вания остал ись 
нерешенными.  Например , для получения разных неизвест­
ных одни и те же измерения испол ьзуются в разных реше­
ниях без  учета возникающей корреляции между неизвест­
н ы м и .  Нет общей ковариаuионной матрицы для оценки 
точности результатов, в основном для этого испол ьзуются 
остаточные уклонения в измере ниях , хотя в самой работе 
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[ 55 ]  признается , что этот критерий ненадежен,  с чем невоз­
можно не согласиться . 

Рассмотри м  теперь возможность решения ди намичес­
кой задач и в пря м оугол ьных инерциал ьн ых координатах. 
Вычисление производных по начальн ым условиям и коор­
динатам пунктов уже было рассмотрено ранее .  Для вычис­
ления  производ н ых от и змере н ий п о  параметрам Г П З  
необходимо связать последние с инерциальными коорди ­
натами ,  что легко сделать через составляющие ускорения 
от г п з  

" d 2 х дU " d 2 у дU " d 2 z дU х = -- = - ·  у - -- - - · z = - = - .  
dt 2 дх ' - dt 2  - ду ' dt 2 дz 

(2 . 3 . 3 .6) 

Потенциал ГПЗ в точке с координатами r,  q>, Л. можно 
записать в виде 

где µ - геоце нтрическая гравитационная постоянная . 
Производные от этого выражения по прямоугольным 

координатам берутся как от сложной функции 

. .  дU дr дU дq> дU дЛ. 
х = - - + - - + - - ;  дr дх дq> дх дЛ. дх 

" au дr au д<Р au ал 
у = - - + - - + - - ·  дr ду дq> ду дЛ. ду ' 
. .  дU дr дU дq> дU дЛ. z = - - + - - + - - .  

дr дz дq> дz дЛ. дz 

(2 .3 . 3 .7) 

где вторые производные вычисляются по формулам (2 .3 .3 .2) 
а первые производные равны 
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+ S 0m sin mЛ.� 
( 2 . 3 . 3 . 8 ) 

дU µ � � (а е )n дP0m (sin <p) . - - = - L L - ----- (с nm cos mA + s nm Slll mA � 
д<р r n;O m ; O  r д<р 

Подставив производные (2 . 3 . 3 . 8 )  в формул у  ( 2 . 3 . 3 .  7 ) ,  

получим 

" " � � ( а )" { [( ) ( ) '\ дPm(sin<p) 
х = \�� -: C.m n + 1 Р; sinq> cos mл + " дq> tgq>cosmЛ. -

- х(;:�') ,p; (sinq>) sinmЛ ] +  s_[(n + l)�(sinq>)sinmЛ + 

дPm (sinq>) myr' 

]} 
+ " tgq> sin mЛ. + ( , ' ) 'P"' (sinq>) cos mЛ. · дq> х х- + у- " 

' 

. .  " - - (а )" { [ 
дPm (sinq>) у = у0 �� -: С"" (n + l)�� (sinq>)cos mЛ. +  " дq> tgq>cosmЛ + 
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дРт (sin q>) . ]} - n д<р ctgq>sш mЛ. ' (2 .3 .3 .9) 

где х0 , у 0 , z0 - составляющие ускорения от шарообразной 

Зе мл и ,  остал ьные чле н ы  выраже н и я  ( 2 . 3 . 3 . 9 )  уч итывают 
отклонение реал ьной Зе мли от шара. 

Обозначив для краткости записи коэфф ицие нты п ри 
Спm и Sn111 через kпm • lnm. получаем - -
х = LL(k:mcnm + z:ms.J, х� у, Z , n=O m=O (2. 3 . 3 . 1 0) 

откуда ле гко видеть зависи мость ускорения от каждого 
коэффициента ГПЗ.  

Так как и нтегрирование уравнений движения ИСЗ 
выполняется с некоторым номинальным поле м ,  уточнени­
параметров ГПЗ динамическим методом приведет к изме ­
нению ускорения на величины - -
dx = L L (k:mdCnm + /:mdSnm ) , n=O m=O 
откуда легко видеть, что 

х � у,  z , 

d· · C dx· · S x nm = k x . m z x __ n_ = nm ' Х � у, z.  dC nm '  dS nm nm 
(2. 3 . 3 . l l ) 

Теперь, учитывая равенства ( 2 . 3 . 3 . 6 ) ,  можем проинтеr­
рировать выражения ( 2 . 3 . 3 . 1 1 ) по времени .  

После первого интегрирования получим производные ско ­
рости ИСЗ в момент измерения t по коэффициентам ГПЗ 
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' ' dx 
J 

. dx Ji· d -- = knmdt; -- = nm t; Х � У Z dCnm dSnm ' ' (2 .3 . 3 . 1 2) 
lo '•  

а после повторного - производные координат ИСЗ 

' ' 

� 
= 
f f 

k ' dt 2 • 
� = Jf 1· dt2 • 

dCnm nm ' dSnm nm ' Х � У' Z. ( 2 . 3 . 3 . 1 3) 

'" 

Эти действия могут выпол няться в ходе пошагового 

числен ного интегрирован ия уравнений движения (см .  раз­

дел 2 . 3 . 2 . 2) с попутным составлением уравнения поправок 

дW, dXYZ дW, r дху7Хуz d . . . дху7Хуz dC S -- . + :\... . . . . . . x.yl}z"x.y.z. + дС nm nm + дХУZ aлy'ZXyz дx0y"z0x0y0z0 nmSnm 

+ дxyriyz d(other)) - [w, - w (x, y, z, i, y, :i, X, Y, Z)]= Vw, Pw, 
д other 

(2 .3 . 3 . 1 4) 

где Wx - любые траекторные измерения ; W - его вычислен­
ное значе н и е ; other - возмуще н и я  от других небесных 

тел , кроме З е мли , и не гравитацио н ные возмуще н и я ;  и 

соответствующих нормальных уравнений дл я уточнения 

коэфф ициентов ГПЗ динам ичес ким методом. 

Как видим ,  в прямоугольных координатах необходи­

м ые производные вычисляются гораздо проще и быстрее , 

ч е м  через возмуще ниs1 элементах орбиты . При этом не 

требуется преобразования формы записи rеопотенциала че­

рез эле менты орбиты и можно пользоваться при вычной 

формой его записи . 

Совре м е н н ы е  модел и Г П З  вы водятся комбинацией 

луч ш их динамических моделей ГПЗ с высотомерными и 

гравиметрическими данными.  В спутн иковом нивелирова­

нии орбиты ИСЗ также уточняются по траекторным изме­

р е н и я м  с пунктов КГС , координаты которых в данном 

случае считаются постоянными и не уточняются. Измеряе­

м ы м и  вел и ч и нами являются кратчайшие расстояния от 

И С З  до водной поверхности . Для получения измеренных 
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вел ич ин могут испол ьзоваться радио- ил и лазерные 
вы сотомер ы .  Пр и  и с пол ьзо ван и и  радиовы сотомера 
п роисходит осредне н и е  вы соты в предел ах основания 
конуса облучения поверхности воды , при испол ьзовании  
лазерного высотомера из многолучевых измерений высоты 
в результате вычислений получается кратчайшее расстояние 
ДО ВОДЫ . 

При обработке высотомерных измерений используются 
модели осредне н и я  с уч етом высоты вол н ,  прил и вов и 
морской топографи ческой поверхности , т. е .  отклонения 
поверхности воды от геоида . Н епри годн ыми для  приме 
не н ия считаются высотомерн ы е и зме рения вбл и з и  
побережий на мелководье и над ледовыми поверхностями, 
где коэффициент отражения излучения значительно отли­
чается от отражения на открытой воде .  Затем вычисленный 
высоты квази геоида уравни ваются  по  пере се кающимся 
трассам,  аппроксимируются и интерполируются по стан­
дартным трапециям для испол ьзования  при  выч исле ни и 
других трансформант ГП З ил и определ е ния коэффици ­
ентов геопоте н ци ала совместно с д руг и м и  данны м  н 
Грави метри ч ески е  измерения также осредняются п о 
стандартн ы м  трапециям и используются для  вы вода 
высоких гармоник в моделях ГПЗ . 

П ри разном составе измерений метод прибл ижений не 
может дать согласованную систему параметров ,  поэтому 
различают модели ГП З , полученные только по спутнико ­
вым данным , и модели , определенные по комбинирован ­
ны м данным с при вл ече н и е м  грави метричес ких и 
высотомерных измерений . Для получе ния согласованных 
параметров необходи мо выполнить динамическое решение 
с определением всех п араметров  одновре мен но ил и 
методом прибл иже н и й  по всей измерител ьной инфор­
мации . 
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координат пунктов подробно рассматривается в следую щей 
гл а ве ,  поэтому в дан ном разделе остановимся на двух во ­
п росах :  оце н ке точ ности положения и с корости И СЗ ,  а 
та кже оценке остаточн ых уклонений измеренных велич ин . 
Эти вопрос ы , как мы видел и ,  непосредствен но связаны с 
и зучен ием Г П З  динами ческим методом . 

В результате орбитального решения получают уравнен ­
н ы е  значе ния координат пунктов, в динамическом реше­
н и и ,  кроме того , значения коэффициентов ГПЗ с их кова­
риацион н ы м и  матрицами .  Как правило, уточненные значе­
ния  начальных условий орбитальных дуг при этом не опре­
деляются - после составления нормальн ых уравнений  для 
всех измерений данной дуги их искл ючают преобразовани­
е м  нормал ьных уравнений  по алгоритму Гаусса . Это позво­
л я е т ,  во- первых, сохранить неизмен ной размерность нор­
мальных уравнений для основных неизвестных (координат 
пун ктов и параметров ГПЗ) и ,  во-вторых, уменьшить поря­
до к ре шаемой систе м ы  уравне н и й  на 6 х n неизвестных , 
где n - число орбитальных дуг ,  участвующих в решени и . 

Оценка точности положения и скорости И СЗ включает 
два взаи мосвязан ных  проце сса : оп редел е н и е  и оце н ку 
точ ности начальных условий на орбитальной дуге и оценку 
точности положения и скорости ИСЗ в зада н н ы й  момент 
вре мени  н а  данной дуге п о  и звестным н ачальны м  
усл овиям . П ервая часть задачи решается довольно просто 
и з - за независимости начальных услови й на разных дугах.  
Есл и ве кторы и сключенных  из нормальных уравнений 
К ГС неизвестн ых 1 и поправок  коорди нат пунктов w 
с в я заны системой уравне н и й  

Ag + Bw - / = v, Р, (2 .3 .4. 1 )  

где А и В - матрицы коэффициентов уравнений поправок ; 
1 и v - векторы свободных чле нов и поправок измерений ; 
Р - весовая матр и ца измерен и й ,  то соответствующая 
система нормальных уравнений будет иметь вид 

ATP.Ag + лтраw - АТР/= О; 
BTPAg + BTPBw - втр/ = о 

(2 .3 .4 .2) 
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или после ис кл ючения вектора 1 
втGАw - BTG/ = О, 

rде G = Р - РА(АТРА)- 1АтР. 

(2 .3.4.3) 

Уравнивание КГС, как правило, заканчивается нахож­
дением из системы ( 2 . 3 . 4 . 3 )  вектора поправок коорд и нат 

п ун ктов 
(2 .3 .4 .4) 

с ковариационной матрицей 

(2 .3 .4.5) 

rде cr2 - апостериорная дисперсия единицы веса . 
Исключенный вектор 1 можно найти из лервоrо уравне­

ния системы ( 2 . 3 .4 .2 )  

(2 .3 .4.Ь) 

Если при вычислении матрицы А. используется не век­
тор предварительных координат W0, а вектор уравнен н ы х 

координат w. = W0 + w, то 1 = (А.трл.)- 1л.тр1 Так как из­
за независимости начал ьных условий на различных дуrах 
матрица А. трл. имеет квазидиаrональный вид, т. е .  распада­
ется на ряд независимых диаrональных блоков, то каждую 
систему нормальных уравнений для различных начальных 
условий можно решать независимо .  

Для получе ния ковариационной матр и ц ы  вектора g 
исключим из системы ( 2 . 3 .4 .2 )  вектор w, тоrда 

откуда 

[АТРА - ATPB(BTPB)- 1BTPA]g -

- АТР[/ - B(BTPB)-1BTPJJ = О, 
Ка =  cr2 [Атрл - АТРВ(ВТРВ)-1ВТРА)- 1 •  

(2 . 3 .4. 7) 

(2 .3 .4. 8) 

Нетрудно доказать, что значения вектора 1. полученные 
по формулам (2 . 3 .4 .6) и (2.3.4. 7) ,  идентичны . Однако матри­
ца (ВтРВ)- 1  в формуле (2 . 3 .4 . 7 )  остается н е известной , а в 
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качестве результата уравнивания КГС для дальнейшего ис­

п ол ьзования  обычно выдается ковариацион ная матри ца 
( 2 . 3 .4 . 5 ) .  Поэтому выражение (2 . 3 .4 .8 ) с помощью формулы 
Фробениуса приведем к виду 

По формуле ( 2 . 3 .4.9) матрица Кg может оцениваться по 
результатам уравн и вания КГС. 

При ре шении навигационны х  задач вектор 1 опреде­
ляется , как правило,  по новым траекторным измерени я м ,  

не вошедшим в уравнивание КГС. В этом случае дисперсия 
е д и н и цы веса а2 и весовая матрица Р в формуле (2 . 3 .4 . 9) 

соответствуют новой совокупности измерений ,  но в обоих 

сл учаях требуется вычисление матриц лтрл и лтРв . Если 
вместо Kw известна м атри ца втGв ,  то может оказаться 
п олезной формула 

лтрл - АТРВ(ВТРВ)- •втрл = лтрл - ATPB [BTGB + 
+ втРА(АТРА)- 1АтРВJВТРА. 

Так как при реше н и и  краевой задачи  одн о й  дуги , 
к а к  п равило ,  испол ьзуется только часть пунктов К ГС ,  

т о  громоздкость посл е д н и х  двух фор мул не  играет 
з н а ч ител ьн о й  рол и .  Формула  ( 2 . 3 . 4 . 9 )  может б ыть 

р е ал изована бол е е  эконо м и ч н о , есл и использовать 
в с п о м огател ьную п рограм му , позволяющую извле кать из 
м ат р и ц ы  Kw тол ько ту часть , которая относится к 
пунктам данной дуги . 

Таким образом решается первая часть задачи , результа­
тами которой я вляются начал ь н ы е  условия в моме нт t0 в 

виде вектора 

и нерциальных прямоугольных координат и составляющих 
с корости ИСЗ или вектора 
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эле ментов орбиты с ковариационными матрицами -К�о или 
Кн1 соответственно . Координаты и скорость с путн ика н а  
момент t получаются в результате численного или аналити­
ческого и нтегрирования . Поэтому в зависимости от вида 
начальных услови й и ис п ол ьзован н о го метода инте гриро­
ва н и я  п р и оце н ке точности положен ия и скорости И СЗ 
могут встретиться следующие случаи . 

l . Н ачал ьные условия заданы ве кторо м  q0 , использу­
ется численное или аналитическое интегрирование уравне­
ний движения И С З . 

Если q - ве ктор координат и скорости спутн ика н а  
момент t ,  то и х  ковариационная матрица получается в виде 

(2 .3 .4. 1 0) 

где [дq / дq 0 ] - матрица изохронных п роизводных ( 2 . 3 . 2 . 5 1  

от те кущих координ ат п о  начал ьн ы м  условиям может быть 
п олуче на л ибо ч исл е н ны м , либо аналитическим путе м .  
K;n1 - матрица ошибок и нтегрирования , пропорциональная 
промежутку вре ме н и t - t0 , может быть определена в 
результате прямого и обратного интегрирования или срав­
н е ния резул ьтатов числ е нного и нтегр ирования дифферен­
циальных уравнений задачи двух тел с эталонной орбитой 
(в случае анал итического интегрирования в центральном 
поле K;n1 = O) i KGPz - матрица вл ияния ош ибок модели 
ГПЗ ,  которая зависит в основном от длины дуги и высоты 
орбиты и может вычисляться с помощью производных из 
формулы ( 2 . 3 . 3 . 5 ) .  П ри анализе ош ибок координат и ско­
рости ИСЗ удобнее пользоваться не инерциальной , а орби­
тальной систе мо й координат,  ос и которой н ап равлены 
соответственно вдоль радиуса-вектора ИСЗ ,  перпендику­
лярно к нему в плоскости орбиты по направлению дви­
жен ия ИСЗ и по бинормал и  к первым двум векторам так, 
чтобы полученная система была правой .  Направляющие 
косинусы осей этой системы относительно осей инерциаль-
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ной системы координат выражаются векторами ( 1 . 4 . 1 ) .  При 
точ ных расчетах полученная числе н н ы м  методом ковариа­
u и о н н ая м а т р и ц а  Kq п е р е в ы ч и с л я ет с я  в о р б итал ь н у ю  
с и стему по формуле 

[u v w о о о ]т [u v w о о о ] 
К qr = О О О U V W КЧ О О О U V W • 
2 .  Для приближен н о го а н ал и за м ожет и с п ол ьзоваться 

кеплерова орбита с вектором элементов Е = [a , e , i , M , m , 0] т . 
В этом случае предварительно в ы ч ислять матри цу ( 2 . 3 .4 . 1 0) 
не требуется , и матрица К., может быть получена аналити­
ч е с ки непосредственно п о  матрице :К.,,0 ,  что дает наиболее 
наглядные результаты для теорети чес ких обобщени й .  

П ри дифференциальном уточнении кеплеровой орбиты 
и с п ол ьзуются фор мул ы  [6 1 )  

дr дr дr . дr дr дr 
Лr = - Ла + - ле + - л1 + - лм + - Л(l) + � лn 

да де дi дМ о 0 дrо дй. ' 

(2. 3 .4. 1 1 ) 
дr дr u v

дr · w где 
да 

= (R 0 U + V1V) / a ; де = R . + V. ; 
дi 

= r sin u ; 
дr 

R u + v V дr v дr 
· v  

· · w -- = m m • - = r . - = r cos 1 - r cos u sш 1  . дМо ' дrо ' дQ ' 

V = - n (t - t0) V 3/2;  R = - а � / г е ") ' а m 
а z а 2 г.---:;-Rm = - e sin E ; Vm = -v1 - e2 ; 
r r 

р = а  ( 1  - е2) ; � = а  (cosE - е) ;  ri = а ..J l  - е2 sinE ;  

. дr д r  дr . дr дr  дr 
Лr ::::: - Ла + - Ле + - Лt + -- ЛМ0 + - Лrо + - ЛQ ' 

да де дi дМ11 доо дQ 

(2 .3 .4 . 1 2) 
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дt . . дt . . 
где - = (R U + V V) / а · - = R U + V V · 

да • • ' де е е ' 
:!..:. дt . "\.:.. . . т- < .  · re· w R u и1r u v -д1• = r sш u +  cos u ) ·, -- = . - = -r0 + r . дМо m ' дrо ' 
R = _ J:._ + t � . v = - re . R. = - µ sin Е ' 

• 2а ar2 ' • 2а ' е nr2 

:� = -r9cos iU + rcos iV + (rOsin u - rcos u ) sin iW ; 

V = rOcos E . Rm = -l . 
е l - e2 ' nr2 

Объединив формул ы  (2 .3 .4 . 1 1 ) и (2 .3 .4 . 1 2) ,  получим 

х R . / а  R e  О R m о 
у v. / а  v. О V r m 
z Лq = х 
у 
z 

о 
rcosi 

= [u v w o  о о ] 
О О О U V W  

да 

Ле 
- r cos u sin i Лi 

� - r0cos i ЛМ0 
rcos i Лrо 
(r0sin u - rcos u ) sin i ла 

о о r sin u о о 
R..  t a R.. о R. m - rO 
v. 1 a v. о о r 

о о r sin u + rO cos u о о 

Ла 

Ле 
= [u v w о о о ] Лi 

о о о u v w  ЛМо 
Лrо 

ЛQ 

� 

(2 .3 .4 . 1 3 ) 
Для оценки точности инерциальных координат необходимо 

вычислить математическое ожидание произведения ЛqЛqт, получаем 
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[u v w о о о ] [u v w о о о ] т 
Kq = О О О U V W Н:КЕоНт О О О U V W · 

Умножив формулу (2 . 3 .4. 1 3) на матри цу , 
[u v w о о о ] т 

о о о u v w  
обознач и в  't = 3 ( t - to) / 2 и п р и н и м а я во в н и м а н и е ,  что V,nЛMo + r Л rо  = r Лu,  получим приращения в орбитальной системе 
координат 

. Ла а� r 
Лг = (r - tr) - - - Ле + - ЛМ0 ;  

а r n 

гЛ0 = -tr0 Ла + аТJ ( 1 + !.. )ле + rЛu + r cos iЛQ; 
а r р r 

r Лq> = r sin uЛi - r cos u sin iЛQ; 

л .  ( f. µ )Ла µ . Е µ ЛМ re· . ,..... r = - - + t - - - -sш Ле - - u - cos 1Л.i."; 2 r2 а nr2 nr2 

л0. r0 ла re· cos Е л ·л . ·лr. r = - -- + -- e + r  ro + r cos t ""; 
2 а 1 - е2 

rЛф = (r sin u + r0cos u)Лi + (r0 sin u - r cos u) sin iЛQ. 

( 2 . 3 .4 . 1 4) 

Формул ы  (2 . 3 .4 . 1 4) являются точными до производных 
в ы с ш их порядков для кеплеровой орбиты . Для геодезичес­

ких И СЗ с мал ы м и  эксцентрис итетам и е , выражая Л6, Лq>, 

Л0 , Лф в угловой мере , эти формулы можно переписать в 
у п рощенном в иде 

Лr = (l - t0 e sin Е)Ла - а соs ЕЛе + ae sin ЕЛМ 0 ;  

Л0 = -t0 (1 + 2е соs Е)Ла / а  + 2 sin ЕЛе + Лu + cos iЛQ; 

Лq> = sin uЛi - cos u sin iЛQ; 

Ы = n[t .  (1 + 2ecos Е)Ла - a(sin ЕЛе + Лu + cos iЛQ)] ;  
ле = n (соs ЕЛе - Ла / 2а); 
Лф = n( cos uЛi + sin u sin iЛQ), 

где 'tn = n t .  

(2.3.4. 1 5) 
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Оценка точ ности координат п о  радиусу- вектору , по 
нормали и бинормали к орбите теперь может выполняться 

по формуле 
к., = НКЕ нт. о u При задании начальных условии в виде вектора � и чис-

ленном интегрировании уравнений движения ИСЗ от шага 

к шагу вычисление матриц [дq / дq 0 ] и к.� весьма трудоемко, 
поэтому для приближенной оценки точности координат 
скорости И СЗ может использоваться следующий метод. 

Вначале выполняется переход от матрицы к.�0 к матрице 
КЕо по формуле 

к '" = [:: )к, , [::} 
где S = (дq 0 / дЕ0 ] - матрица,  элементы которой представ­

лены в табл . 2 . 9 , следовательно, матрица (дЕ0 / дq 0 ] = s-rl 
Далее задача оценки положе н и я  и скорости И СЗ 

с водится к предыдущему случаю . Полученные формулы 
могут применяться как для решения теоретических задач 
космической геодезии ,  так и для оценки точности эфеме­
рид навигационных ИСЗ .  

Есл и после выполнения орбитального или динами­
ческого решения вычислить свободные члены: уравнений 
поправок измерений уже с уточненной моделью КГС и (в 
случае динамического решения) с моделью ГПЗ , то полу ­

чатся так назы ваемые остаточн ые уклонения измеренных 
величин .  Из анализа остаточных уклонений можно сделать 
выводы о качестве использованн ых в решении моделей . 
Если остаточные уклонения будут носить случайный 
характер ,  то принятые модели адекватны действующим в 
решении ош ибкам . Если в остаточ ных уклонениях на 
орбите И С З  имеются долгопе р и од и ческие и вековые  
изменения,  то  вероятно действие ошибок Г П З  или таких 
неrравитационных сил ,  как давление солнечного излуче­
ния или атмосферного торможения . 
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По характеру направления остаточных уклонений мож­
но определить источник  возмущения . Например,  вековое 
понижение высоты орбиты указывает на воздействие неуч­
те н ной в модели движения ИСЗ части атмосферного тормо­
же н и я ,  а вековые и долгопериодические искажения в оста­
точ н ы х  уклонениях вдоль и поперек орбиты свидетельству­
ют о недостаточной точности зональных гармоник ГПЗ и 

н е обходи мости их дальнейшего уточнения и т. д .  
Следовател ьно ,  остаточные уклонения измерен ий 

желательно вычислять при орбите ИСЗ в орбитальной сис­
тем е  координат.  Обычно это делают отдельно по каждому 
в иду измерений,  так как различные измерения несопоста­
в и м ы  по единицам измерений,  по направлению и масштабу 
графического изображе ния . Свести все виды измерений 
возможно градие нтн ы м  методом ,  уч ить1 вая то , что они 
в с е  дают поверхности положения. Это позволяет проследить 
у кл оне ни я  в движени и И С З  на п ротяжении  все й дуги , 
несмотря на то , что отдельные ее участки наблюдались 
различными измерительными средствами .  Итак ,  для вы­
ч исления остаточных укл онений м ы  будем испол ьзовать 
градиентный метод с разложением полного уклонения по 
осям орбитальной системы координат . 

Прежде всего вычислим градиенты наиболее широко 
применяемых в космической геодезии траекторных 
и змерени й : дальносте й между И С З  и пун ктом К Г С ,  
топоцентрических экваториальных координат, радиальной 
скорости и разностей координат между двумя положениями 
и сз .  

Градиент некоторой функции f(x , у ,  z )  в данной точке 
о пределяет вектор изменения функции при изменении 
к о о рд и н ат на  1 м,  модуль которого вычисляется по 
формуле 

(2 .3 .4 . 1 6) 

а направляющие косинусы по формуле 
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G = ( дf дf дf ) t i gradfJ .  дх ду дz (2 .3 .4. 17) 

В табл. 2. 10  ЛХ = х - Х; Лу = у  - У; Лz = z - Z; х, у, z -
коорди наты И С З ,  Х, У, Z - коорд и н аты пункта КГС ; 

s =  .jЛх2 + Лу 2 ; s 2  = Х. 2  + у2 + z2 ; q> - угол между двумя 

положе ниям и  И СЗ при пун кте К ГС .  

Т а б л и ц  а 2 . 1 0  
Град•евтw р, у,  Б, р ,  Лр 

Вид и змере ния 
р = JЛХ

' 
+ Лу

' 
+

Лz' 

у = arctg Лу Лх 
Лz � = arctg ­

s 
. 

Х.
Лх + уЛу

+ ZЛz р == 
р 

дf / дх 
Лх 
р 

- Лу_ s' 
ЛхЛz 
sp ' 

хр - Лхр р2  

дf / ду  
Лу 
р Лх 
s' _ Лу
Лz 

sp ' 
ур - Лур р1 

Лх ,  _ Лх , Лу , _ Лу ,  
Р2 Р ,  р ,  р , 

дf 1 дz Лz 
р 
о 
s 

р1 
zp - Лzp р2  

Лz ,  - Лz,  
р,  р , 

lgradf} 

s 
1 
р 

� 
р 

2 sin ! 
2 

Если обознач ить остаточ ное уклонение /, то ему соот­
ветствует новая поверхность положения на конце вектора 
градиента, исходящего из данной точки и модуль которого 
определяется формулой 

Лf = / l\grad� . (2.3 .4. 18)  

Составляющие величины ( 2 . 3 . 4 . 1 8 )  по осям орбиталь­

ной систем ы координат определяются по формулам 

/ ( дf дf дf ) Лfu = Лf cos (GU) = 2 - U .  + -UY + -д U, . lgradfl дх ду z • 
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l (дf дf д
f 

) Лfv = Лf cos(GV) =  2 -
д 

V, + - VY + -
д 

V, ; 
lgradf 1 х ду z 

Лfw = Лf cos(GW}=  2 - W, + - WY + - W, , 
/ (дf 

д
f дf ) /gradf/ дх ду дz 

( 2 . 3 .4. 1 9) 

где (G U ) ,  (GV) , (GW) - у гл ы  между соответст вующи м и  
ве ктора м и .  

П одста вив з н а ч е н и я  п роизвод н ы х  и град и е н то в  из 
табл . 2 . 1 0  в формул ы ( 2 . 3 .4. 1 9) ,  найдем составляющие оста­
точ н ы х  уклоне н и й  в координатной форме для всех видов 
измерен и й :  

- для дал ьности 

Лрu = /Р (ЛхU, +ЛуUУ +ЛzU, )/p ; 
Лрv = /Р ( ЛхV, + Лу� +ЛzV,)/p ; 
Лрw = lP (ЛxW, +Лу� + ЛzW,)/p ,  

- для топоцентричес ких экваториал ьных координат 

Лу u = 1/-ЛуU, + ЛхU у ); 
Лr v  = /1 (-ЛуV, + ЛхVу ); 
Луw = 1/-ЛуW, + ЛхWУ ); 

Ло u = l6 (-ЛxtgoU , - ЛytgoU У + sU, ) ; 

Лбу = /6 (-ЛxtgoV. - ЛytgoVY + sV, ); 

Лб w = 16 (-Лxtgaw. - ЛytgoWY + sW, ) ; 

- для радиал ьной скорости 

Лрu = l, J(xp - Лxp)U, + (ур - Лур)U у  + (zp - Лzp)U, J/(s 2 - p 2 ); 
Лрv = t" [(xp - Лxp)V х +(ур - Лур)Vу + (zp - Лzp)V, ]/(s 2 - р2 ); 
Лрw = l" [(xp - Лxf))W. + (ур - Лур)Wу + (zp -Лzp)W, ]/(s2 - р2 ); 
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- для разностей дальностей 

ЛБр u  = /&�>[(Лх 2 - Лх 1 )u. +( ЛУ2 - Лу1 \ т у + 
Р2 Р1 Р2 Р1 Г 

+ -- - -- sin � ( Лz 2 Лz 1 } ] 14 . 2 <Р .  
Р 2 Р 1  ' 2 '  

+ -- - -- , / 4 sш -- , ( Лz2 Лz1 )w ] . 2 q> 
Р 2 Р1 2 

Лх 1Лх 2 + Лу 1Лу 2 + Лz1Лz2 
где q> = arccos -------=-�-'--"-"'--�--:.. 

Р1Р2  
Вычислен ные таким образом значения составляющих 

остаточных уклонений можно наносить на график по каж­
дой из осей  в вертикальном направлении, по горизонталь­
ной оси можно откладывать отрезки , пропорциональные 
моментам наблюдений. Эти значения необязательно нано­
сить на графики ,  они могут накапливаться в памяти ком ­
пьютера или в файлах и затем подвергаться спектральному 
или Фурье - анализу для выявле н ия закономерностей в 
остаточных уклонения х. 
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2 . 4 .  Навиrационные методы определения 
координат п7н�тов 

Н ави гаци о н н ым и в дан н ой работе называются 
та ки е методы р е ш е н и я  ге оде зических задач , которые 
и с пользуют набл юде ния н авиrаци о н н ы х  И С З  ( Н И СЗ )  
с и сте м гл обал ьн о го о п р е д ел е н и я  п о л о ж е н и я  G PS  и 
ГЛ О НАСС .  Эти методы я вля ются разновидностям и  орби­
тал ьного метода , так как модель движе ния Н ИСЗ и геоде­
з ических постоянных в ходе решения нави гацио нных задач 
не уточняется . Хотя эфемериды и другие данные , заклады­
ваемые на борт Н И СЗ , постоянно меняются, их уточнение 
и расчет происходят за пределами решения навигационных 
задач .  

К геодези ческим задачам, которые могут быть решены 
навигационными методами ,  относятся : 

- абсолютные и относител ьные определения координат 
ф аз о в ых центров антенн приемн иков навигаци онных 
сигналов;  

- для движущихся объектов ,  кроме того , определение 
с оставл я ющих скорости движения объе кта;  

- нахождение геодезических азимутов и дирекцион ных 
у гло в  между двумя антеннами ; 

- при наличии нормальных высот определение точеч ­
н ы х  значений высот квазигеоида,  а при нал и чии высот 
квазигеоида ,  наоборот , - нормальных высот точек мест­
ности . 

Существует несколько разновидностей навигацио нного 
метода . Кроме вышеупомянутых абсолютного и относитель­
ного методов , которые могут применяться как в режиме теку­
ще го времени (навигация ) , так и в стационарном режиме , 
известен дифференциальный метод, являющийся аналогом 
относительного . Дriя точных геодезических работ используют­
ся дифференциальный и относительный методы . Последнему 
посвящена вторая часть работы . В настоящем разделе рассмат­
риваются дифференциальный метод определения координат 

пунктов, а также определение геодезических азимутов. 

1 2 7 



Особенностью навигационного метода является то , что 

наряду с измерением псевдодальностей между приемником 
и Н ИСЗ на тех же частотах одновремен но передаются дан­

ные , позволяющие выч исл ить координаты фазового центра 
п е редаю ще й анте н н ы  Н И С З в л юбой те ку щ и й  мо мент 
време н и .  П оэтому в абсол ютном нави гационном режиме 
фактически м гновен но оп редел яются координаты и с ко­
рость прие м н и к а  из л и не й но й  засе ч ки по набл юде ниям 
четырех Н И СЗ (три координаты и поправка к ш кале вре­
мени потребителя) .  Данные,  закладываемые на борт Н И СЗ 
вкл ючают поправк и ,  си нхрон изирующие бортовую шкалу 
времени ( Ш В) с атомным временем UTC, элеме нты орби­
ты данного Н И СЗ , позволя ющие рассчитать эфемериды 
спутни ка на заданны й период време н и ,  параметры ионо­
сферной задержки и другие данные служебного характера. 

Эти да н ны е  рассч иты ваются н а  гл авной назе м н о и  
станции управления ( ГСУ) и периодически заклады ваются 
на борт каждого Н И С З .  Структура это й и н форма ц и и  и 
периодичность ее закладки рассматриваются в следующем 

подразделе .  Расчет и подготов ка закладываемых на борт 

данн ых осуществляются в результате обработки непрерыв­

ных автоматических наблюдений всех Н И СЗ с контроль­

н ы х  станций (в штатн ом режиме их четы ре и нес колько 

запасных) , которые передают эту и нформацию на ГСУ. 

Как правило , заклад ы ваемые на борт Н И СЗ данн ые 
рассчитываются на сутки вперед (интервал прогноза) , неко­

торые дан н ые рассч иты ваются на более длительный срок. 

Расчет этих данных выполняется на основе обработки изме­

р ительной инфор мации за п редыдущие 8 сут ( интервал 

уточнения) орбитальным методом .  Так им образом , и нтер­

валы уточнен ия и прогноза постепенно сдвигаются на сут­

к и .  Эта рути нная работа почти пол ностью автоматизиро­

вана, однако эпизодически требуется ввод новых данн ых 

об и з м е не н и и  сол не ч н о й  активн ости (де йствующей н а  

проводя щие свойства ионосфе р ы ) ,  о скачкообразном 

изме н е н и и  Ш В  UTC на 1 с и пр.  
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1.4. 1 .  Информации, передаваема• с борта НИСЗ 

Передача информации с борта Н И СЗ осуществля ­
ется ся  н а  двух ч астотах L 1  = 1 5 7 5 , 2  М Гц и L2 = 1 2 2 7 , 6  
М Гц,  которые получаются при умножении базовой частоты 
бортового генератора f0 = 1 0 , 2 3  М Гц на 1 54 и 1 20 соответ­
стве нно . По каналу L1 передаются навигационные сигналы 
к а к  С/А- кода (Clear Acquisition - легкообнаруживаемые ) ,  
так и Р-кода ( Protected - защищенные ) ,  а по каналу L2 -
тол ько один из них . Р-код получается при сложении частот 

д вух ге нераторов Х 1 и х2 [ 3 9 ] 

где n.; - номер сдвига i-ro спутника (О � n � 36) ; Т - дл и ­

н а элементарн о й посылки кода ; t - те кущее врем я ;  x1 (t) 
фор мирует псевдошумовую М -последовательность с 1 , 5 -
с е кунд н ы ми метками времени , которые используются для 
формирования z-отсчета в течение недели (О + 403 1 99) .  

Каждый спутни к  форми рует свой отрезок полной 
последовательности Р; ( всего - 3 7 ,  дл ительностью 7 сут) . 
В н оч ь с субботы на воскресенье код возвращается в 
исходное состояние и повторяется заново. 

Дальномерный код Голда С/А-сигнала формирует М­
п оследовательности , порождаемые полиномами 

G 1 (x) = 1 + х3 + х10 ; G2(x) = 1 + х2 + х3 + х6 + х8 + х9 + х10 • 

Код Голда получается сложением частот 

где М ;  - число символов фазового сдвига i - го спутн и ка ;  
1 О Т  - длина одного символа кода Голда . Сигнал i-го спут­
н и ка на частоте L1 имеет вид 

S L 1 ( t) = Ар [Х P;(t) вэ D;(t) ]  cos(ro1t + v;) + Ас [Х G;(t) ЕВ 
ЕiЭ D1(t) ]  sin(ro1t + '1'1) ,  
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где '!'; - начальная фаза генератора спутника; D;(t) - поток 
дан н ых со скоростью 50 бит/с ; XG;(t) и P;(t) - дал ьномер­
ны е  коды С/ А- и Р-сигналов ;  X P;(t) - засекреченный код 
Р-сигнал а;  Ас и Ар - амплитуды сигналов С/А- и Р-кодов 
соответственно.  

Кадр навигацио н н ого сообщения  зани мает 30 с и со­
де ржит 1 5 00 бит по 300 бит в п я ти п одкадрах . П ол н ая 
информация о всех Н ИСЗ G PS занимает 25 кадров,  переда­
ваемых в течение 750 с .  В настоящее время в G РS-прием ­
н иках НАВ СТА Р и с п ол ьзуется  вторая мод и ф и кация 
структур ы  и соде ржан и я  навигацион но го сообще н ия 
Н ИСЗ.  Первая модификация , опубл икованная в 1 979 году, 
более не применяется [48 ] .  

В каждом п одкадре  п е р вое , второе и десятое сло ва 
содержат 22 информационных бита , 2 опорных или пустых 
и 6 проверочных битов .  Во втором и десятом словах 29-й 
и 30-й б иты равны н ул ю .  Остальные слова и меют по 2-
информационных бита и 6 провероч н ых. Первые два слова 
в каждом подкадре TLM (telemetry word) и H OW (handover 
word) формируются на борту Н ИСЗ, остальные 8 слов счи­
тываются из процессора,  куда они были заложены наземной 
станцией подсистемы контроля и управления ( П КУ) . 

Слово TLM передается каждые 6 с и содержит 8 бит 
преамбулы ( код Баркера) , 1 4  бит телеметрического сооб­
щен и я  об ошибках при передаче дан ных на борт Н ИСЗ. 
2 неи нформационных бита и 6 проверочн ы х  бит. Есл и  
позиции 9 + 1 4  в этом слове имеют код 0 1 000 , то дан н ые 
безошибочн ы .  Слово H OW содержит 1 7  бит z-отсчета, т. е .  
спутн иковое время в момент начала следующего подкадра, 
1 бит, указывающий на достоверность данн ы х .  I бит 
соответствия z-отсчета переднему фронту подкадра, 3 бита 
подкадровой идентификац и и ,  2 запасных бита и 6 про­
верочн ых.  

Кроме сло в  TLM и H OW, первы й кадр содержит два 
запасных слова (третье и четвертое) ,  восемь коэффициентов 
модели ионосферных искажений распространения радио­
сигнала (а0, • • •  , а3 ;  Ь0 , • • •  , Ь3) и корректирующий параметр 
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Т 0 0 ,  предназначенные для потребителей с одночастотн ы ми 
приемникам и (пятое - седьмое слова) , слово о " возрасте " 
дан ных коррекции  (AO DC) ,  опорное время t0c и коэффи­
циенты коррекции часов спутника (а0, . • .  , а2) ( восьмое -
десятое слова) .  

Во втором и третьем подкадрах передаются параметры 
орбиты спутн и ка . В ч етверто м  и пятом - и н формация о 
всех Н ИСЗ , их альманахи , параметры связи времени спут� 
н и ка с UTC и п р .  Как было сказано выше , и нформация 
ч етвертого и пятого подкадров повторяется тол ько ч ерез 
7 5 0  с - стол ько времени требуется для передач и и нформа­
ц и и  о всех спутн и ках . 

Наборы данных первого - третьего подкадров (поправ­
ки ч асов и эфе мериды ) заклады ваются  не  реже 1 раза в 
с утк и .  П е р и од обновл е н и я  и н фор м а ц и и о параметрах 
м одел и ионосферной задержки - 1 0 сут ,  но при измене­
н и и и нте нс ивности с ол н е ч н ого излучения  может б ыть 
сокращен д о  5 сут. 

Передача первых трех подкадров в первые сутки после 
закладки данных и м еет период около 1 ч (с такой пери­
одич ностью меняется соде ржани е  подкадров) .  Эти дан н ые 
п р и год н ы  дл я испол ьзования в теч е н и е  трех ч асов ,  т. е .  
период годности - 4 ч после начала передачи .  В сутки 2-й -
1 4 - й  после закладки период об новле ния передавае м ы х  
дан ных - 4 ч с перекрытием 2 ч ( пе ри од годности - 6 ч 
после начала передач и) .  Переход от одного набора дан ных 
к другим совпадает с целым часом в первые сутки и кратно 
4 ч для остал ьных дней от начал а  н едел и .  Макси мал ьное 
ч и сл о 1 - часовых наборов - 29 для перехода к 4-часовой 
периодичности следующих суток.  

Наборы данных четвертого и пятого подкадров обнов­
ля ются через 6 сут и пригодны до конца седьмых суток от 
начала закладки . 

Кажды й вид дан ных имеет свой опорный момент вре­
м е н и  t0c (Clock) для поправки часов ,  toE ( Ephe meries) для 
эфе м ерид ,  t 0л (Al manac h )  дл я ал ьманаха и t0т (Time)  для 
с веде ния времен и , приходя щ и йся на середину и нтервала 
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действия этих данных. t0c = 2 ч (для первых суток) и 3 ч 
(для остал ьных суток) , toE = 2 ч и 3 ч , t0л = 3 , 5 сут, t0т = 
3 , 5  сут от начала действия данн ых. 

Передаваемые с борта данные используются в програм ­
мах решения навигационных задач следующим образом 
Проверка правильности каждого слова выполняется в 
результате контроля четности кода Хемминга с помощьк 
шести проверочных бит в конце слова. Момент передач11 
сообщения с борта Н ИСЗ вычисляется по формуле 

t = t5v - Лtsv, 

где tsv - собственное вре мя спутн и ка;  Лtsv = ао + a ,t k  + 
a2t/ + ЛtR; tk = t - toc или tk "" tsv - toc ; сели tk > 302 400 с 
tk = tk - 604 800 с ;  если tk < -302 400 с ,  tk = tk + 604 800 с 

релятивистский эффект Лt R = Се0 Га sin Е ;  а, е0 - большая 

п олуось и эксцентриситет орбиты ; Е - эксцентрическая 
аномалия ; с - скорость света; µ - геоцентрическая грави­
тационная постоянная ;  

с = -2 .Jµ = - 4  44280763 3 · l 0- 1 0 � .  с 2  , "\/ µ 
Для одночастотноrо потребителя (Лtsv)u = Лtsv - Т GD 

или ( Лt " ) " = Лt " - ( ::) 
, 

Т "" . Для альманаха нс пользу· 

ется более простая формула Лtsv = ао + a,tk ,  где tk = tsv - tод 
Связь ШВ GPS и UTC выражается формулой tuтc = tE - Лtuтс 
где tE - время G PS , исправленное за ионосферную задерж­
ку потребителем ; Лt uтс = ЛtLs + Ао + A 1 ( t E - tот) + 
+ 604 800(WN - Wm) ;  WN - н о ме р  недел и с ноч и 5)1 
января 1 980 г . ,  остальные данные берутся из четвертого 
подкадра . Цель этой поправки - уч ет скачкообразного 
изменения времени UTC на l с при его накоплении в на­
чале очередного года . 

По данным второго и третьего подкадров вычисляются 
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координаты фазового центра антенны спутника .  Сначала 
вычисляется но м инал ьное значе ние средне го движе ния 

n0 = �µ / А  3 , где µ = 3 , 986008 · 1 0 14 м3/с2 - геоцентричес­

кая гравитационная постоянная Земли, и его исправленное 

значение n = n0 + Лn (величины JA и Лn берутся из вто­
р о го под кадра ) .  Затем вычисля ются средняя аномал и я  
М = М 0  + ntk ; t k  = t - t0E , экс центрическая аномалия из 
формулы Кеплера М = Е - е sinE и функции истинной 

. J 1 - е 2 sin Е cos Е - е 
аномалии sш t} = ; cos t} = · - (значе-1 - e cos E 1 - e cos E 
ния М0 и е берутся из второго подкадра) . 

Вычисляются аргумент широты ф = u + ro и поправки к 

аргуме нту ш ироты 8" = C u, sin 2ф + C uc  соs 2ф ;  

радиусу-вектору 8 ,  = С "' соs 2ф + С "' sin 2ф ; 

наклону орб иты S i = C ic соsф  + С ;, sin 2ф (вел и ч и н а  w и 

коэффицие нты формул берутся из второго и третьего 
педкадров) .  По исправленным значениям элементов 

u = ф + бu; i = i0 + о; ;  r = A( I  - е cosE) + о,; 
П = Q0 + (Q - roe )t k - ro.t0E ; ro. = 7 , 292 1 1 5 1 47 · 1 0-5 рад/с -

средняя скорость вращения Земл и ,  вычисляются коорди­
наты спутника в орбитальной системе координат � = rcosu ; 
1') = rsinu, а затем в инерциальной системе координат 

х = 1; cosQ - Т\ cosi sin.Q; 
у = � sinQ + 11 cosi cos.Q; 
z = Т) sin i . 

За пределами интервала ± toE ошибки координат НИСЗ 
резко возрастают. 

Точность определения положения антенны потребителя 
абсолютным методом оценивается геометрическим факто­
ром,  который имеет следующие разновидности : 
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- по положению ( Position Dilution of Precision) 

/cr 2 + cr2 + cr 2  PDOP = (J р = '"\/ ' у L ; 
cr ,  cr ,  

- в плане ( Horisontal Di lution of Precision) 

fa 2 + cr 2  
HDOP = 

cr н = v ' у ; 
cr ,  cr ,  

- п о  высоте (Vertical Dilut ion of Precision) 

VDOP = �'- · ' 
(J r 

- по поправке часов (Time Dilution of Precis ion) 

ТDОР = с (J T .  

(J r 
Ошибки по каждой составля ющей вычисляются в 

резул ьтате ум н ожения соответствующего фактора на 
ошибку расстояния Н И СЗ - потребитель <1r· PDOP = ' 1  
при максимуме объема тетраэдра, образованного четырьмя 
спутниками и положением потребителя .  Для выбора опти­
мал ьного созвездия Н И СЗ используется геометрический 
фактор 

GDOP = JPDOP2 + TDOP2 < 3 + 4. 

Z . 4 . Z .  Прwвцвпы из.мерев•• 
ваавrацвоввоrо параметра 

С помощью радиотехнических траекторных наблю­
дений определяются параметры движения фазового центра 
антенны Н И С З  относительно фазового центра анте н н ы  
прием ни ка . П ри нятый прием н и ком си гнал может быть 
записан в виде 

s(t) = S(t) cos(rot - <p(t) - <р0] ,  
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где S (t )  и <p(t )  - амплитуда и фаза сигнала ,  явл яющиеся 
функциями времени t соответственно; ro - круговая частота 
си гнала ;  <р0 - начал ьная фаза . Ампл итуда сигнала ,  хотя и 
с вязана фун кционально с параметрами движения спутн и­
ка , из-за разл ичных приборных ош ибок и искажений сре­
дой распространения мало пригодна для измерения пара­
метров движения . Радиотехнические измерения дальности 
подразделяются на запросн ые и беззапросные методы . В 
запросном варианте с точки измерения посылается запрос­
ный сигнал , который отражается или усиливается и ретранс­
л и руется обратно . В последнем случае необходимо учиты ­
вать задержку за время ретрансляции в бортовой аппаратуре . 
Задержка сигнала в запросном методе без учета вре мени 
ретрансляци и ,  которая определ яется калибровкой , равна 
't = 2 R/c , где R - расстояние от приемника до Н И СЗ ;  с -
скорость света, а в беззапросном режиме 't = Rjc. Так как 
в навигационной систем е  и с пол ьзуется беззапрос н ы й  
метод измерения расстояний, принятый сигнал может быть 
записан в виде 

s(t) = s( t - � ) cos[ro,( t - � ) - <р, ] 
Из этой формулы видно, что задержка сигнала в пути 

проявляется прежде всего в изменении фазы <р = ro0(t - R/c). 
Сл едовательно ,  измеряя относительный фазовы й сдв иг 
излучаемого и принимаемого высокочастотных колебаний, 
можно определить расстояние до объекта, на чем основан 
фазовый м етод измерения дал ьн ости . Так как Н ИСЗ 
движется с определенными скоростью и ускорение м ,  
фазовый сдвиг принятого сигнала равен 

( R R. Rt2 ) 
Л<р = -ro0 - + - t + - · 

с с с 

В этом выражении первое слагаемое обусловлено на­
чальным удалением объекта, второе - линейным измене­
нием расстояния , третье - изменением расстояния по  квад­
ратичному закону. 
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Продифференцировав выражение для фазы по времен и  
получим круговую частоту принимаемого сигнала 

ro = ф(t) = ro{• - : - �' t J 
Как следует из этой формулы ,  частота принимаемоrо 

сигнала отличается от частоты излучаемого сигнала f0 = roo/11 
на величину 

ЛF = f{� + : t } 
Первое слагаемое в последней формуле представляет 

собой постоянный по времени частотный сдвиг, называе­
мый эффектом Допплера или доплеровским сдвигом час­
тоты. Причиной эффекта Допплера является радиальное 
смещение источника радиоизлучения относительно прием­
ной станции.  Из этой формул ы  следует, что измерение 
сдвига частот позволяет определять радиальную скорость 
и ускорение движущегося радиоисточника.  

Если сигнал промодулирован по амплитуде , дальность 
можно измерить по фазе не только несущей частоты, но и 
огибающей принимаемого сигнала .  Особе нно наглядно 
фазовый сдвиг огибающей проявляется в импульсном ре­
жиме работы радиотехнической аппаратуры. Кроме фазово­
го, частотного и импульсного методов измерения дальности 
существует метод использования сигналов сложной формы, 
который применяется в навигационных системах . 

Сложные сигналы формируются при частотно й или 
фазовой модуляции сигнала. В процессе приема этого сигнала 
на выходе согласованного фильтра или коррелятора получается 
сжатие сигнала, увеличивающее его пиковую мощность в N 
раз, а амплитуду - в JN раз, где N - коэффициент сжатия 
длительности сигнала. Для фазовой модуляции применяется 
псевдослучайный код (например Баркера). Однако код Баркера 
не позволяет получать N > 1 3 , поэтому в навигационных 
системах используется псевдослучайная фазовая модуляция, 

1 36 



выдающая сигналы М-последовательности , М = logJ(N+ l ) . 
Диапазон однозначно определяемой дальности при этой 

С 'tc 
модуляции равен Rmax = N -- ' где 'tc - длительность высо-

2 
кочастотного импул ьса .  Однако не существует с и гнала,  
который позволял бы одновремен но получать в ысокую 
точ ность, разрешающую способность и однозначность от­
счета. Эта неоднозначность определяется функцией неоп­
ределенности 'lf('t, F) .  

2 .4 . 3 .  Методы двфферевцвал•вwх определеввl 

Режим дифференциальных навигационных опреде­
лений призван повысить точность навигаци и  в нештатных 
условиях нарушения работы П КУ ,  обеспеч ить точность 
определения положения выше 1 0  м ,  а также повысить точ­
ность навигации с С/А·кодом. Для использования диффе­
р е нциального режима (Д Р) необходимо существование 
контрольной станции ( КС ) ,  а также с вязь аппаратуры 
потребителя с КС. G PS с дифференциальной подсистемой 
получила название D G P S  (Differential Global Positioning 
System) .  

Дифферен циальным методом навигационно-времен­
ных определений называется определение вектора состоя­
ния ( ВС - координаты , скорость, время) потребителя по 
результатам приема и обработки сигналов по крайней мере 
в двух разнесенных точках [64] . На одной из точек располо­
жена аппаратура потребителя, на другой - также аппаратура 
потребителя более высокой точности, аппаратура выработки 
корректирующей информации ( КИ)  и формирования кад­
ро в КИ и передатчик для их сообщения потребителям.  
Совокупность с редств , размещенных на второй точке , 
образует КС .  Антенна КС имеет точную геодезическую 
привязку в системе WGS-84.  Основанием для выработки 
КИ служит сравнение вектора состояния КС , полученного 
традиционным навигационным методом,  и данных геоде-
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зической привязки . Эта же разница затем при писывается 
вектору состояния потребителя . 

При Д Р  и небольшом удалении потребителя от КС (до 
1 00 км) искл юч аются сильнокоррел ирован н ы е  ошиб ки 
эфемерид, ухода шкал времени Н ИСЗ , влия ния среды рас­
пространения радиоволн . Слабокоррелированн ые ошибки 
образуют остаточ ную погреш ность определения  вектора 
состоя ния . Существуют два вида диффе р е н циального 
метода:  с коррекцией определяемого вектора состояния и 
навигационного параметра (псевдодал ьности ) .  

Первый вид используется в навигации дл я  оперативного 
и точ ного определения вектора состояния . В этом случае 
уточ ненные коорди наты нотребителя равны 

Хп = Х' + ЛХ; У" = У' + Л У; Zn = z· + ЛZ, 
где х· ' у· ' z· - координаты потребителя ,  определенные по 
сигналам Н И СЗ ;  ЛХ, ЛУ, ЛZ - коррекционные поправки , 
полученные от КС . 

Так как и потребитель, и КС должны наблюдать одни и 

те же созвездия Н ИСЗ, этот вариант имеет пространственные 
и временные ограничения. Для корректирующей информации 
определены 1 6  типов кадров, аналогичных передаваемым с 
НИСЗ. Основной кадр содержит следующую информацию: 

- дифференциальные поправки ; 
- скорость изменения дифференциальных поправок ;  
- параметры КС ; 
- фаза несущей для геодезических потребителей ;  
- работоспособность Н И  СЗ ; 
- данные по обеспечению временной синхронизации ; 
- альманах для радиомаяков ; 
- альманах для псевдоспутников ;  
- быстро меняющиеся дифференциальные поправки; 
- дифференциальные поправки по Р-коду (резерв ) ;  
- Л- поправки п о  С/А-коду н а  частотах f 1  и f2 ; 
- резерв (AS C l l - кoд) ;  
- не определены;  
- резерв. 
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Идея метода к о р р е к ц и и  нави га ц ион н ых параметров 
состо ит в сообщении потребителю набора поправок к изме­
ре н иям no всем Н И СЗ ,  которые могут быть использованы 
потребителем.  Здесь каждый выбирает наивыгоднейшее ему 
с о з в е зд и е . Н а  КС измеря ются псевдодал ьности до всех 
Н ИСЗ, находящихся над ее радиогоризонтом , для н и х  оп­
ределяются корректирующие поправки и передаются потре ­
б и тел я м . 

Каждый потребитель корректирует свои измерения в 
соответствии с К И  и по ним решает навигационную задачу. 
В данном случае скорректированные изм е ре н и я  получают­
ся по формуле 

r(t) = r(t) + Лr0 + Лr0 (t - t0 ) , 

где r(t) - псевдодальность, измеренная потребителем в мо­

мент t ; Лr0 ,Лf0 - поправка псевдодальности и ее изменение 

в момент t0 на КС; t0 - модифицированный z-счет времени 

(0 ,6  с) .  
Этот вариант дифференциального метода пригоден и 

для высокоточных геодезических определений . 
В настоя щее время такие наблюдения можно получ ить 

с помощью сети Интернет от пунктов постоянно действую­
щ е й  сети IТRF ( International Terrestrial Reference Frame -
Международная сеть наземной привязки) .  Для испол ьзова­

н и я этих набл юде н ий необходим специал ьн ый пакет 
программ GAM M IT. 

2.4.4 .  Методw отвосвте"•вwх овределев•I 

Относительный и дифферецциал ь ный методы 
сходны в том, что координаты как бы передаются от одного 
пункта на другой.  Но здесь не требуется знания координат 
одной из станций - обе точки равноправны.  Этот метод 
также имеет два варианта [ 3 9 ] . В первом варианте при 
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наблюдении одних и тех же НИСЗ в совпадающие моменты 

вре ме н и по разностя м их коорди нат можно определить 
проекции базовой лин ии на оси координат . Во втором -

наблюдения обрабатываются совм естно . Режим относи­
тельных определений может реализовываться с использова­
нием принципа радиоинтерферометрии . В этом случае он 
в полной мере соответствует дифференциальному режим)' 
с разностно й коррекцие й .  См еще ние Ш В  и их дрейф 
включаются в состав определяемых параметров или исклю­
чаются при использовании разностных измерений . 

Наиболее широко этот метод применяется при обработ­
ке фазовых или экви валентных им измерений . Фаза j - ro 

Н ИСЗ, принятая потребителем А в момент 't, относительно 
фазы сигнала генератора аппаратуры потребителя может 
быть представлена в виде 

<pAj('t) = <i>д('to) - q>j('to) + 21t(fA - �)('t - 'to) + 

21tfj + -с- [Rл/t) ] +  q>iAj + <pTAj ' 

где <рд('t0) ,  q>op('t0) - фазы сигналов генераторов потребителя 
и j-го Н ИСЗ в момент 't0 ; fл и � - частоты соответствующих 
генераторов; Rдj - расстояние от потребителя до j-го НИСЗ; 
q>; и <�>т - приращения фазы , вызванные и оносферной и 
тропосферной рефракциями . 

Есл и фазы и з меря ются одноврем енно в двух точках , 
их разность равна 

27tf [ ] + � R л /t) - Rв; ('t) + <р;леj + <ртлвр 

где а лв = <Р д ('t 0 ) - q> в ( 't 0 ) - начальн ое расхождение  фаз 

генераторо в потреб ител е й А и В ; q>;двj , <ртлвj - разности 
фаз , вызванные ионосферой и тропосферой .  

Как видно и з  последнего выражения , здесь исключается 
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неопределенность из-за сдвига фаз генераторов Н И СЗ и 
потребителя А, но появляются неизвестные адв и fд - fв 

С уч етом последнего вы ражения можно вычислить 
двой ные разности j - го и k-го Н И СЗ 

<р лвjk = а лвjk + : [ R вk ( 't)  - R дk ( т) - R вj ( т)  + R л/ t)] + 

+ q> iABjk + <р Т ABjk ' 

где а ABjk = а ABk ('!) - а ABj ( t ) ; <р iABjk = q> iAj - q> iBj - <р iAJt + <р iBk ; 
<pTABJk = <p TAj - <рТВj - q>TAJt + <рТВk ' 

Здесь уже нет разности частот генераторов потребите­
лей А и В. Неизвестными являются адвkj и координаты пот­
ребителей. Для моментов 't1 и 't2 можно образовать двойные 
разности фаз по времени 

<р лв /t 1 • 't 2 ) = q> лв/ '! 2 ) - q> дВj ( 't J = ( f в - f л )( '! 2 - 't 1 ) + 

f [ 
+ <р iАВ/ 't 1 ' '[ 2 ) + q> TABj ( 't 1' '[ 2 ) + � R Bj ( 't 2 ) - R Bj ( '! l ) -

- R AJ ( t 2 ) + R Aj ( '! 1 ) ]. 
С учетом последних двух равенств могут быть образо­

ваны третьи разности фаз 

Здес ь  неизвестн ы м и  остаются только коорди наты 
потребителей А и В ,  но число измерений умен ь шилось в 
четыре раза . Как видно из протокола обработки наблюде­
ний аппаратуры Dimension фирмы Ashtech (см. раздел 4 . 3 ) ,  
для учочнения результатов окончател ьного решения ис­
пользуются как вторые , так и третьи разности . Погреш­
ность ЛD относительных определений зависит от точности 
знания эфеме рид Н И С З  и определя ется выражением 
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Л D "" О Лh/Н , где D - дл и н а  базовой л ин ии , Н - высота 
о р б и т ы  Н И С З , Л h - п огре ш ность эфе м е р ид Н И С З . К 
базе 1 00 км экспериментально был и получен ы следующие 
результаты 23 см за 0 ,5  ч , 6 , 2  см за l ч, 3 ,  l см за 1 , 5 ч , 1 ,9 см 
за 2 ч .  

И зме ре н ие ф а з  сопровождается неоднознач н остью.  
Од и н  и з сп особо в  рас крытия неоднознач ности основа­
на использова н и и  Р - кодо в .  Со вокупность уравне н и й для 
фаз си гналов на частотах f 1 и f2 диапазона L(<p 1 и <р2) и фаз 
наложенных на них Р-кодов (<рр1 и <рр2) с частотой fp может 
быть п редставлена в виде 

q> PI fp f P fl-2 0 о p + 't 

q>P2 f p f p f;2 о о kE 
q> ,  f, f - 1 1 -1 0 n ,  

<f> 2 f 2 Г' о 1 П 2  2 

где р - задержка с и гнал о в  за удал е н и е  прие м н и ка 01 
п ередатч и ка ;  't - расхожде н и е  их  Ш В ; Е - эле ктрон ная 
конце нтрация;  k = l , 3 5 ·  I 0-9 см-2 (электрон)- 1 с- 1 ;  n1 и n2 -
полное число циклов фаз на частотах f 1 и f2 , соответствую­
щее неопределенности фаз <р1 и <р2• 

При Е = 2 , 8 ·  1 0 1 8 после решения этого уравнения полу-
чаем 

после подстановки значен и й  f 1 , f2 , fp GPS 

Другим подходом для раскр ытия неоднознач н ости 
фазовых измерений является оценка целого числа циклов 
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фазы N i  с п о мо щ ью совоку п ности фил ьтров Кал ман а .  
Резул ьтаты ф ил ьтра ц и и  ум ножаются н а  апостер и ор н у ю  
плотность вероятн ости P( N i  /zk) , которая получается мето­
д о м  Байе са . П р и  Ni исти н ное P( N i  /zk) стре м и тся к еди ­
н и це ,  остальные Р - к нул ю. П ри i = 1 0 0 и трех неизвест­
н ы х  (ЛХ, ЛУ, ЛZ) число фил ьтров Кал мана дости гает 1 06 ,  
п оэто м у  в начале N с ч ита ют н е п ре р ы вно й  вел и ч и н о й  и 
в кл ючают в ч исло неизвестных.  Затем найде нное значение 
N ;  и с п ол ьзуется в уточ нен ии проекций базовой л ин и и . 
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Г л а в а  3 

С О В М ЕСТН О Е УРАВ Н И ВАН И Е 
НАЗ ЕМ Н ЫХ И КО С М ИЧ Е С КИХ 
ГЕ ОД Е З ИЧ ЕС КИХ С ЕТ ЕЙ 

Основны м и  задачами создания глобальных косми ­
ческих геодези ческих сете й орбитал ьн ы м и динам ическим 
метода м и  я вля ются установл ен ие взаи мных связе й ре гио­
н ал ь н ы х назе м н ы х ге оде з и ч е с ки х сете й , раз ви вае м ы х в 
референцных систем ах коорди нат, п ри веде ние их к м иро­
вой гео це нтр и ческой си стеме с на•1алом в Ц М З  и осями , 
напра вле н ны м и  к М е ждународно му условному началу и 
к точ ке пересече ния нуле вого меридиана Международной 
службы времени  со средни м  экватором . Эти задачи можно 
решить при совместном уравн иван ии  КГС и общих пун к­
тов регионал ьн ых сетей . Однако при совместном уравн ива­
н и и  не с кол ьк их сете й возн и кают воп рос ы с охране н и я  
коорди н ат начал а  и направле н и й  осе й ге оце нтр и чес кой 
системы координат в суммарной сети и ,  вообще , проблемы 
и сследо ва н и я  опти м ал ь ны х усло в и й  отнесе н и я начал а 
координат глобал ьной сети к Ц М З .  Иссл едовани ю  этих 
вопросов пос вя ще на данная глава .  

3. 1 .  Определение элементов азавмноrо 
трансформвроваивя координат пувктоа 
наземных в космвческнх rеодезическвх сетей 

Для о пределен ия элементов взаим ного трансфор­

м ирования ( ЭВТ) необходимо, чтобы коорди наты одних и 
тех же пунктов были определены как в геоцентрической, так 
и в референцной систе мах координат. Тогда в качестве 
уравнений связи между ними испол ьзуется формула ( 1 .2 . 5 ) .  
Линеаризируя формулу ( 1 .2.5), пмучаем тр и  уравнения поправок 
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m 

rX О Z -У 1 О OJ О> v 
У,

' 
-Z, О

' 
Х ,  , О 1 О ro z 

z У -Х О 0 0 1  ЛХ •. 1· 1· 
ЛУ 
лz 

( 3 . 1 . 1 ) 

где н и ж н и е и нде кс ы  О и r отн ося тся к обще зе м н ы м и 
рефере н ц н ы м коорд и н атам соответстве н н о . 

Если считать, что положения пун ктов получен ы равно­
точ но в каждой системе координат, то нормальные уравне ­
н ия , соответствующи е системам ( 3 .  1 .  1 )  всех об щих пунк­
тов , будут и м еть в ид 

[Х2 + у2 + z2 ] О о о [Х] [У] [Z] 
о [У2 + Z2 ] -[ХУ] -[XZ] () -[Z] [Y] 

о -[ХУ] [Х2 + Z2 ] -[YZ] [Z] о -[Х] 

о -[XZ] -[YZ] [Х2 + у2 ] -[У] [Х] о 
[Х] о 
[У] -[ZJ 

[Z] [У] 
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[Z] -[У] 

о [Х] 

-[Х] о 

[ХоХ + УВУ + Z<5Z] 

[YoZ - ZOY] 

[ZoX - XoZ] 
= [XoY - YoXJ 

[8Х] 
[oYJ 

[oZ] 

n о о 
о n о 
о о n 

m 

(l)x 
(l) y  
(l)z 
лх 
ЛУ 
лz 

( 3 . 1 .2)  



где БХ = Xn - Х,; оУ = Уп - У,; oZ = Zo - Z, - свободн ые 
ч л е н ы  уравн е н и й  поправок.  

Из ре ше н и я  получ е н н ы х  н о р мал ь ны х уравн е н и й 
п ол у ч а ютс я с е м ь  п ара метров Э ВТ и их к о ва р и а u и о н н ая 
м атр и uа .  

Аналогичн ы е  систем ы  уравне н и й  поп равок и нор м ал ь­
н ы х уравне н и й  м ожно получ ить в геодези чес ко й с исте ме 
коорди нат п р и  испол ьзован и и  уравнени й с вязе й  ( 1 . 6 . 5 ) ,  в 
котор ы х , кроме Э В Т ,  уч иты ва ютс я п о правки в бол ьшую 
п ол у о с ь  и экс це нтр ис итет референ ц-элл и псоида.  Так  как 
в этих уравне н и ях коэффи цие нты пр и поправках в бол ь­
ш у ю  п ол у о с ь  и м ас штаб равн ы , то та кая с и сте м а  н е 
ре шается - при шлось бы определять их совместно .  Однако 
в нашей задаче параметры общеземного и рефере н u-элл ип­
соида сч итаются известн ы м и , поэтому член ы ,  содержащие 
параметр ы элл ипсоидо в ,  в кл юч аются в с вободн ые член ы 
уравнен и й . Итак , в геодезической системе координат урав­
н е н ия поп равок будут и меть вид 1 --Nc' s in B cos B (� + н) sin L 

о ' -(N + Н - Ne- ) sin B cos L a..JL - е' sin ' В +  Н N , . В В . L С - S I П  COS S Ш  
ш 
(1) х -( � + н) cos L 

-(N + Н - Ne' ) s in B sin L 

-Nc ' sin B cos B cos L 

О - sin B cos L - sin B sin Lcos B] (l) v  
(N + H ) cos B - sin L cos L О (l) z  -
О cos B cos L cos B sin L sin B ЛХ 

, . da ( М ) . В de' (В - В )(М + Н) - Nе- sш B cos B - - N + -- sш B cos -" ' а 1 - е' 2 

ЛУ 
лz 

(L0 - L, )(N + Н) соs В , (3.1.3) 

а . , В de ' Н - Н + - da - N sш - -0 ' N 2 
2 2 где da = а0 - а,; de2 = е 0 - е ,  . 
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Фор мул ы ( 3 . 1 . 3 )  позволя ют о пределять ЭВТ без 
высотн ой составл я ю ще й , когда неизвест н ы  рефере нцная 
систе ма высот или высоты квазигеоида , для чего надо лиш ь 
исключить третье уравне н и е . 

Как видно из систе м ы  нормал ьн ы х  уравне н и й  ( 3 . 1 . 2 )  
мас штаб и углов ые параметры с вя зан ы друг с дру гом 

только через поправки к начал у коорд и н ат.  Есл и  общие 
пун кты будут рас предел е н ы  р а в н о м е р н о  по по верхност и 

Земл и ,  то [Х] = [У] = [Z] = О ,  и все параметр ы будут не ­
завис и м ы между собо й .  

Равноме рное распределение  пунктов по поверхности 
Земли возможно л ишь при н ебол ьшом их числе , есл и они 
расположены в ве р ш и н ах п р а в ил ь н ы х  м н о гогра н н и ко в ,  
так называемых " идеальных тел Платона " . Такими много ­
гра н н и ками я вл я ются : 

- тетраэдр с четырьмя ве рш и нами и граня м и в виде 
ра вносторон н их треугольников ( правильная пирамида) ; 

- гексаэдр с восемью верш инами и шестью граня м и  в 
виде квадратов (куб) ; 

- октаэдр с шестью верш и нами и восемью гранями в 
в иде р а в носторо н н их треугол ь н и ко в  ( р о м б о в ид н ая 
призма) ; 

- доде каэдр с д вадцатью вер ши нами и д ве н адцатью 

гранями в виде равносторон них пятиугольников ;  
- и косаэдр с две над цатью вершинам и и двад цатью 

граня м и  в виде равн осторон них треугольн и ков . 
Как видно из этого перечня ,  наибольшее число равно­

мерно расположен ных пун ктов возможно у доде каэдра .  
Н еобход и м ость ра в н о м е р н о  рас п редел е н н ы х  данных 

еозникает не только при создан ии КГС, аналогичная проб­
л е м а  существует и в гравиметри и .  Н апример,  при в ы воде 
модели геопотенциала по аномалиям силы тяжести требу ­
ется , чтобы был и  известны их средние значения на центрах 
стандартных трапеций одинаковой плошади. В зависимости 
от степени и порядка разложения устанавливается площадь 
стандартной трапеци и ,  сторона которой равна на экваторе 
ЛВ = ЛL = 1 80° / n, где n - степень разложения . Например , 
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дл я п олуче ния разл оже н и я  до 3 6 - й  сте п е н и  и п орядка 
стандартн ые трапеции должны составлять 5 х 5° на эквато­
ре . По  м ере прибл и же ния к п ол юсам площади трапе ций , 
ограниче н н ы х  меридианами и параллеля м и ,  кратны м и 5 ° ,  
будут посте п е нно уменьшаться ,  поэтому обы ч но п о  ш иро­
те сохраня ют стандартный размер трапеци и ,  а по дол готе 
е го увелич и вают таким образом ,  чтобы площадь трапеции 
была бл изка к стандартной и их число в поясе параллелей 
было цел ы м .  

Пл ощадь поверхности элл и псо ида р а в н а  

S = 4лab == 4лa2 .Jl - e 2 ,  е го объем V = 4 ла 2 Ь .  Если в 3 
разложении определяются все коэффициенты, включая С20, 
то аномалии силы тяжести должны быть отнесен ы  к сфере 

4 
равного объе ма , т .  е . V = -1t R� отсюда радиус этой сферы 3 
р а в е н  R = VТь = aVl - е2 , пло щад ь S = 47ta 2 Vl - е2 • 
Пл ощадь трапеции на сфере , огран иченной меридианами 
и параллелям и ,  равна 1tR3 

L2 B 2 
Р = f J MN cos BdBdL = R2 (L2 - L 1 )(sin B 2  - sin B 1 ) ,  

L I  B I 
а трапеции с нижни м  основанием на экватор е  

1 80° 1 80° 
Р = R 2 -- sin -- , где р 0 - радиан в градусах . Теперь, npo np o 
разделив общую площадь сферы на площадь стандартной 
трапеции , можно найти общее число трапеций N = S/P .  
Од нако требование расположения в каждом поясе целого 
ч исла трапеций не сколько уменьшает это число .  

Ч и сл о  тр апе ций в каждом поясе можно вычислить 
следующим образом . Длина дуги параллели на широте В 
рав н а  21tcos B ,  следовательн о ,  число трап е ц и й  на этой 
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ш ироте равно п , = iп{ 2; cos В) . где g - дл и н а сторо н• 

стандартной трапеци и на экваторе в радианах, in t  обозна ­
чает целую часть вы ражен и я  в скобках .  То гда разность 

27t cos B 
долгот восточной и западной границ трапеции ЛL = ----

n i 
для данного пояса, где В - ш ирота центра трапеци и .  

П ри равно м е р н о м  рас положе н и и  центров трапе ц и й  
(или пунктов К ГС)  должны собл юдаться следующие соот­
ношения . Так как направляющие косинусы любого направ­
ления от це нтра сферы к се поверхности равны cos Bcos L 
cosBs i n L ;  s i n B ,  то Icos Bcos Ц = [ cosBs i n L J = ( s i n B ]  = О.  
Кроме  того , должно собл юдаться матри чное раве нство r[cos2 B cos1 L] [cos2 B sin L cos L] [sin B cos B cos L]] 
[cos 2 B sin L cos L] [c

.

os2 B sin 2 L] [sin B cos B sin L] = -j E, 
[s in B cos B cos L] [sin B cos B s in L] [sin 2 В] (3. 1 .4) 

где n - число всех трапеций (или пунктов) , Е - един ичная 
матрица.  

Проверим собл юден ие этих условий для трапе ци й о т  

45 х 45°  до 0 , 5  х 0,5°  с помощью программы, составленной 
по вышеприведенному ал горитму. П олученные результаты 
представлены в табл . 3 . 1 . Из табл . 3 . 1  видно , что принцип 
равных площадей обес печи вает достаточно вы сокую сте ­
пень равномерности распределения гравиметрических дан ­
н ы х  п о  пове рхнрсти Земл и ,  несмотря на некоторое увели­
чение ош ибок о кругл е н ия п о  мере возрастания  порядка 
разложения ( вычисления велись с двойной точностью) и 
не которое отл и ч ие [ s in 2B}  от остал ь н ы х  д иа го нал ьн ых 
элементов матри цы . 

В отличие от гравиметрических данных пункты КГС 
невозможно расположить на водной поверхности , которая 
занимает - 2/3  зе мной поверхности , поэтому для пунктов 
КГС требуется дополнительный анализ ,  которы й  будет дан 
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ниже . Там же будет рассмотрен смысл матри цы , привлекав­
ш е й ся дл я ан ал и за равно мер ности рас п редел е н и я грави ­
метр ических дан н ы х по поверхн ости Зе мл и .  

Т а б л  и ц а 3 . 1 

Характеристики р авномерности распределения 
стаидартнwх трапеций 

Размер Сум м ы напра вл я ющих М атри ца коси нусов тра п е -u и и ,  их [ cos2 Bsi n Lcos L ]  [cos2 Bsi n  'l И С Л О ,  
( cosBcos L ]  [cos Bsi n L ]  ( si n B ]  Lcos L ]  (s in BcosBcosL )  сте п е н ь  [ cos2 Bsin2 L l 

( si n Bcos Bsi n L ]  [ s in2 B ]  

1 2 3 4 5 6 7 
45 х 45• - 1 , 7 · 1 0 - 1 4  5 ,6 · 1 0 - 1 1 -4· 1 0- 1 4 7 , 268 -7 , 8 · 1 0- 1 • 8 ,9 · 1 0-- 1 7 

22  7.268 -4, l · I Q- 1 7 

4 7 ,464 

30 х зо· - З , 8 · 1 0- 14  о -9 , 3 · 1 0- 1 4 1 5 ,897 l ,  l · I Q- 1 5 -2 , 3 · 1 0- 1 1 

48 1 5 ,897 - l , l · l o- 1• 
6 16 ,206 

1 5  х 1 5° - 1 , 5 · } Q- I J -6, l · J 0- 1 5 - l ,5 · J 0- 1 3  6 1 ,256 - 1 ,4· 1 0 - 1 ь  4· 1 0-- 1 6 

1 84 6 1 ,256 6 ,3 ·  1 0 - 1 6  

1 2 6 1 ,488 
10 x l O" -3 ,4· 1 0 - I J 5 , 4· 1 0- 1 5 -5,6 · I O- I J 1 38 ,832  - 1 , 6 · 1 0- 1 5 7 , 2 · 1 0-- 1 1 

4 1 6  1 38 ,832  - 3 ,4 · 1 0- 1 5 

1 8  1 38 , 336 
9 х  9° -4, 2 · J Q- I J 1 ,4 · 1 0- 1 • - l , l · I 0- 1 2 1 70 , 258 3 , 2 · 1 0-- 1 5 l , 5 · I 0- 15 

5 1 0  1 70,258 -2 ,8 · 1 0- 1 5 

20 1 69 ,485 

6 х 6° -9, 3 · I O- I J - 1 ,6 · 1 0- 1 4 -6,4 · 1 Q- 1 5 382 ,268 1 , 3 · 1 0- 1 5 l ,6 · I 0- 11 

1 1 48 382 ,268 -3 , 3 · 1 0- 1 5 

30 383,464 
5 х 5·  - \ , 3 · \ О- 1 2 -2 ,4· l Q- 1 4 - 1 , 7 · 1 0- 1 2 5 50 ,7 1 7  - \ О - 1 4 5 ,7 · 1 0 - 1 5 

1 654 550 , 7 1 7  2,7 · 1 0 - 11 

36 552 ,565 
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1 2 3 4 5 6 7 

з х з· -з , s - 1 0- 1 2 -9, 3 · 1 0- 14 -4,4· J O- I J 1 5 2 7 , 825 2 , 9 · J Q-1 5 - 1 , 2 · 1 0-1� 
4584 1 5 2 7 , 8 2 5  -2 , 8 · 1 0-• 
60 1 5 2 8 , 3 5 1 

2 х 2· -8 , 5 · I Q- 1 2  7 ,6 · \ О- 1 4 -5 , \ · \ 0 1 3  343 7 , 258 -2 · \ О- 14 -6 ,4· \ 0- IJ 
\ О 3 1 2 3437 ,258 -2,1 - 1 0- 1•  

90 343 7 ,483 
1 х , . - 3 , 4· 1 0- 1 1  4, 8 · 1 0- 1 4 - 1 , l · I Q- 1 1  1 3  750,5 1 1  3 ,2 - 1 0- 1 1 1 , 2 · / О- 14 

4 1  252 1 3  750,5 1 1  3 , 5 · I Q- 1 3 
1 80 1 3  7 50,979 

о , 5  х о,5° - l ,3 · 1 0- 10 2 , 2 - 1 0- 1 2 - l ,6 · 1 0- 1 2  55 007, 1 56 2 ,  l · I 0- 1 3  7,7 · 1 0- 1 • 
1 65 0 1 8  5 5  007, 1 56 -3 , l · I O- в 360 55 003,687 

Координаты пунктов в уравнениях ( 3 . 1 . 1 )  и ( 3 . 1 . 3 )  по­
лучаются с некоторыми ковариационными матрицами.  Для 
вычисления свободных членов уравнений поправок коор­
динаты обеих сетей дол ж н ы  быть п р и веде н ы  к одн о му 
виду, наприме р ,  к пря моугол ь н ы м  пространстве нным ил и 
геодези ческим коорди натам.  Для составления уравне ний 
поправок ( 3 . 1 . 1 ) рефере нцные коорди наты , напри мер гео­
дезические,  должны быть перевычислены в пространствен­
ные декартовы с начал о м  в центре референ ц - эллипсоида 
по формулам ( 1 . 6 . 2 ) .  Одновременно в ту же систе му коор ­
динат должн ы  быть перевычислен ы  ковариационные мат­
р ицы рефере нцных координат по формуле 

K R  = DK BLH DT ,  
где матрица производных от декартовых координат по гео ­
дезическим равна l-(M + Н) sin B cos L -(N + Н) cos B sin L cos B cos Ll 
D =  -(М + H) sin B sin L (N + H) cos B cos L cos B sin L , 

(М + H) cos B О sin B 

(3 . 1 . 5 )  
где М, N - радиус ы к р и в и з н ы  м е р идиана и пер вого 
вертикала .  
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Теперь  весовая м атрица дл я уравне н и й  ( 3 . 1 . 1 ) будет 
равна  

р = µ1 (Ко + KR)- 1 , 
где Ко - ковариацион ная матрица общеземных координат , 
µ 2 - априорная дисперсия единицы веса . 

Аналогично вычисляется весовая матрица для уравнений 
( 3 . 1 . 3 ) .  В этом случае де картовы координаты перевы ч ис­
ляются в геодезические , их ковариационная матрица полу­
чается по формуле ( 3 . 1 .4 ) .  Другой способ получения эле ­
ме нтов трансформ ирован ия координат рассм атри вается в 
следующем раздел е . 

3.2.  Совместное уравнивание космической 
в наземвоl rеодезвчесш сетеl 

Целью совместного уравн и ван ия кос м ической и 
назем н ой геодезических сетей ,  создавае мы х в разл ичн ых 
с исте мах координ ат , я вл яется п олуче н ие уравне н н ых 
координат пунктов  каждой сети и эл е ме нтов вза и м ного 
трансформирован ия  коорщшат пунктов сете й так , чтобы 
пр и  это м при нятые систе м ы  координ ат не изме н ил ись .  
При таком уравнивании взаимное положение пунктов КГС 
будет уточняться при сохрааении начала координат и поло­
жения осей общеземной с истемы коорди нат неизменны ми ,  
а в наземной сети будут устранены региональные искаже ­
н и я  в положе н иях пун ктов . Желательна такая м етодика 
уравнивания ,  которая бы максимально уч итывала сложи в­
шуюся технологию матем атической обработки измере н ий 
обширных геодезических сетей и основывалась на м ини­
мал ьно м  дополнител ьном м атематичес ком обеспечении .  

П усть систе м ы  уравне н и й  поправок измере н и й  в 
космической ( КГС) и наземной геодезических сетях ( Н ГС) 
и меют вид соответствен но 

A1u1  + A2u2 - 1 1  = v" P1 ;  

82z2 + 83z3 - 12 = v2 , P2 7  
(3 .2 . 1 )  
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гд е V ; , 1 ; , Р; ( i  = l , 2 )  - в е кт о р ы  п о п р а в о к  и з ме р е) 
с вободных чл е н о в и и х  весо в ы е матрицы соотвстстве . 
02 , z2 - векторы поправок координат общих пунктов ,  u, , 
остал ьных пунктов сетей ; А, В - матри цы коэффи ци t( · 
при  о п ределяе м ых параметрах . 

Пусть НГС урав н ивается в геодезической рефере нцнои 
системе координат, а К ГС - в общеземной гсоцентр ическои 

п р я моугольно й .  Тогда коо рд и нат ы об щ и х  пун ктов Н8 
м о ж н о  пересчитать в п ростра н стве н н у ю  п ря м оу гол ьн у11 
с исте му коорди н ат и составить  систе м у  усл о в н ых 
уравне ний 

Dz2 - 02 + Cw - д = О, ( 3 .2.2) 

где матрица дифферен циального п ерехода от геодезичес ких 
коорди нат к прямоугольн ы м с начал о м  в це нтре рефере н ц­
элл ипсоида D вычисляется для каждого пун кта по формуле 
( 3 . 1 . 5 ) ;  z2 - ве ктор поправок к геодезически м коорд и н ата м 

пун кто в Н ГС ; u2 - ве кто р  п о п р а в о к  к ге о це нтр и ч ес к и м  
коо рд и н атам п ун ктов К ГС ;  w - вектор Э ВТ коо рд и нат 
Н ГС и К ГС ;  С - матр и ца коэффи ци е н то в п р и  Э ВТ вида 

использованного в уравнении ( 3 . 1 .  l ) ; д = U0 - UN - векто­

р а з н осте й предварител ь н ы х коорди нат о б щ и х  пун кто в 

ге оце нтр и ч е с кой прямоугольной с и стем е .  
Для совместн о го ре ш е н ия с и сте м уравне н и й ( 3 . 2 . 1 )  

( 3 . 2 . 2 )  составляем м и н и м и з и руе мую фу н к ц ию Л агран жа­
Гаусса 

Ф = v�P, v , + v�P2 v2 + 2kт (Dz 2 - 0 2 + Cw - Л ) = min , 

( 3 . 2 . 3 )  
где k - в е ктор н е о п редел е н н ы х  м н о ж и тел е й  Лагранжа 
( коррелат) . 

Ф у н к ция Ф п ри водит к ре ш е н и ю п а р а м е тр и ч е с к и х  
уравнен и й с условиями между ос н о вн ы м и и дополнитель­
н ы м и  (w) н е и з вест н ы м и .  П р ирав н я в п роизводные  фун к­
ции ( 3 . 2 . 3 )  по все м н е и з вестн ы м  ве кторам к нулю ( правила 
матричного дифференцирования приведены в приложении 2),  

п олуч и м  с и сте му нормал ьных уравн ен и й в ида 
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pl l р1 2 о о о о u 1 LI 
р2 1 р22 о о -Е О 0 2 L2 
о о р;1 р;2 о о Z J L' 3 = ( 3 . 2 .4) о о р;1 р;2 от о Z 2 L' ' 2 
о -Е О D о с k л 
о о о о ст о w о 
т т т т 

где Р1 1 = А 1  Р1 А 1 ; P,z = А 1  Р, А 2 ; Pz , = Р11 ; Р22 = A z  Р1 А 1 ; 
L 1  == A·� PJ , ; L2 = А� Р1 / 1 ; Р;3 = в�Р1В3 ;  Р;2 = в�·Р2В2 ; 
Р;1 = В�· Р1В2 ; L; = В� Р1/2 ; L; = В; Р1/ 2 ; Р;.1 = Р;1т . 

Н еобходимо  и меть в в иду , что весовые  м атрицы  
уравне н и й  ( 3 . 2 . 1 )  должны быть  при веде н ы  к еди ному 
м ас штабу ,  т .  с .  п ри ня тое  при их вычислени и априорное 
значение дисперсии единицы веса должно быть одинаковым 
дл я обеих сетей .  И з  системы (3 . 2 .4) видно, что каждая сеть 
составляется и уравнивается в своей системе координат и 
только для составления  условных уравнени й  координаты 
общ и х  пун ктов требуется п р иводить  к одн о й  с и стем е  
координат - общеземной ил и референцной . Кроме того ,  
сл едует учитывать ,  что после решения дан ных уравнени й  
будут получены такие результаты , что для общ их пунктов 
будут строго соблюдаться условия .  ( 3 . 2 . 2 ) ,  т .  е . координаты 
общих пун ктов в обеих сетях будут точно пересч итываться 
друг в друга с помощью полученных Э ВТ.  П ровер ка этих 
условий может служить контролем правильности решения 
данной  системы н ормальных уравнений .  

Исключение и з  системы нормальных уравнений ( 3 . 2 .4) 
блоч н ы м  м етодом Гаусса параметро в u и z п р и водит к 
преобразованной с истеме связующих нормальных  уравне­
н и й  

( 3 .2 . 5 ) 

1 5 5 



где G = Q12 + DQ;1nт ; Q11 = Р2;' ; Q;1 = (Р1� ) -' ; 

Л = Л + ii1 - Dz2 = (Uo + 02 ) - (U R + Dz 2 ) ;  

02 = Q22 L1 ;  z 2  = Q;2 L; ; Р11 = Р12 - Р2, Р,�' Р, 2 ;  
L2 = L1 - P21 p1�1 L1 ; Р� = Р;2 - Р;з (Р;з ) _, Р;2 ; 
L; = L; - Р;3 (Р;3 ) -1 L; . 

Как видно  из  системы уравнений ( 3 . 2 . 5 ) ,  в данном 
случае используются результаты независимого уравнивания 

КГС и НГС : U0 + 02 ,  U и + Dz 1 и фрагменты обратных 

матриц Q22 , Q;2 • 
Из решения  с истемы  (3 . 2 . 5 ) получаются векторы 

коррелат и ЭВТ 

k = G -i (Cw - Л); 
w = (СтG -' С) -1 СтG -1 д 

с ковариационной матрицей 

к = l [Qk Qk" ] 
k ,w µ Q Q , 

wk w 

(3 .2 .6) 

( 3 . 2 .7 )  

где Qk = G- 1C(CTG- 1C)-1CTG- 1 - G- 1 ; Qkw = G-1C(CTG- 1C)- 1 ; 

2 Т + Т' + (wтст - д т )k 
Qw = (CTG- 'C)- 1 ; µ = (n  - k) , + ( n - k)

2 + r - k w  
т = l� PJ, - L� Pl�I LI - Цii2 ; 
f' = / тр l - L'т (Р' ) -1 L' - L IТz · ( n  - k) - число избы-1 2 2 3 з 3 2 2 '  
точных измерений в каждой сети ; r - число условных 
уравнений ; kw - число Э ВТ. 

Для получения окончательного решения нормальных 
уравнений каждой сети необходимо исправить их  свобод-
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н ы е  чле н ы  при  подстановке коррелат в общую с истему  
нормальных уравнений (3 . 2 .4 )  

л L k л ' D т k  Lz = 2 + ; L' z = L z -
и повторить их решение .  Как видно из предложенного ал ­
горитма ,  решение общей системы нормальных уравнений 
удобно проводить групповым методом Пранис- П раневича,  
так как она распадается на частич но зависимые  три под­
системы .  

П осле реше н и я  систе м ы  ( 3 . 2 . 4 )  ориентирование и 

параметры референц-эллипсоида могут измениться , поэто­
му рассмотрим две задачи ,  которые могут возникнуть при 
введении новой референцной системы координат. Первая 
задача состоит в выборе таких ЭВТ, чтобы сохранить коор� 
динаты начального пункта Пул ково неизменными  и при 
этом привести оси и масштаб референцной системы коор­
динат к осям и масштабу общеземной систе м ы .  Вторая 
задача может состоять в сохранении неизменными прежних 
ЭВТ, если  они были .  Эта задача может возникнуть в слу­
чае ,  если прежние  референцные  координаты получили 
большие поправки систематического характера , приведшие 
к н еобходимости пересоставлять и пере издавать карты 
крупных масштабов .  

При рассмотрении первой задачи необходимо иметь в 
виду, что приведение осей и масштаба референцной систе­
мы  к осям и масштабу общезем ной системы координат 
означает преобразование референцных координат за угло­
вые и масштабные элементы трансформирования .  И нтуи ­
тивно ясно ,  что при этом, чтобы не изменились координа­
ты начального пункта, начало координат необходимо пере­
нести на него и затем выполнить необходимые преобразо­
вания .  Поэтому запишем формулу ( 1 . 2 . 5 )  в виде 
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= ( 1  + m)[� , 
-(J) y 

( 3 . 2 .8) 

где первые два слагаем ых во второй строке п редставляют 
собой формулу преобразования  референцных  координат 
всех пунктов ,  а вторые два слагаемых - новые л и не й н ые 
элементы . Из формул ы  ( 3 . 2 . 8 )  видно ,  что при подстановке 
в нее  координат н ачального пункта Пулково Хр ,  Ур ,  Z r  
е го преобразованные координаты равны первичным непрс­
образова н н ы м .  

Пользуясь этим обстоятельством ,  полу•1ение преобра­
зованных  референцных  коорди нат можно орга н и зоват ь 
следующим образом .  Референцные  координаты Пулково 
с помощью полученных  из  уравнивания семи  элементов 
перевычисля ются в геоце нтрические . Разности геоце н ­
трических и преобразованных референцных координат 
пункта Пул ково будут новыми  л и не й н ы м и  эле мента м и  
трансформирования .  Используя их,  можно вычислить пре­
образован ные  коорди нат ы  остальных  общих пунктов 
Коорди наты остальн ых пунктов А ГС можно получ ить и з  
повторного уравн и вания , считая общие с КГС пункты 
исходными . 

Для решения второй задач и рассмотрим пример сов­
местного уравнивания АГС и КГС при выводе Параметров 
Земл и  1 990 ( П З-90)  года и резул ьтаты совместного 
уравнивания в 1 99 5  году .  В первом уравнивании  геоцен­
трические координаты К ГС были связаны с каталожными 
координатами  пун ктов А ГС формулой 
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rX1 rl -
m � 

m
� JrX1 rЛX'J У = ( l + m') m : 1 -

m
� У + ЛУ ' , ( 3 . 2 . 9) 

Z -ro ' ro ' 1 Z ЛZ' о у х 42 

где ПЗ-90 равн ы m' = 
m

� = О ; m �  = 0,3 5 " ; 
m �  = 0,66" ; ЛХ' = 25  м ;  ЛУ ' = - 1 4 1  м ;  ЛZ ' = -80 м .  

П ри втором уравн и ван и и  те же геоце нтр ичес кие коор­
динаты был и свя зан ы с референ ц н ым и  формулой r�J = (l + m")r� ; �ro; :�:1r�1 + r� ::J . ( 3 . 2 . 1 0) 

Z -m " ro " 1 Z ЛZ" 
Q у х 95 

где после решения первой задачи угловые элементы и масштаб 
стал и равн ы м и  нул ю , а ЛХ" = 2 5 ,9 м ; Л У" = - 1 30 , 94 м ; 
ЛZ" = - 8 1 ,  76 м .  

Так как левые части уравне ни й (3 . 2 .9) и ( 3 . 2 . 1 0) равны ,  
то приравня в их  правые части ,  находи м референ цн ые коор­
д и н аты 1 942  года 

У = 1 + m" 
-m ' 1 l т ' v m�' 1 z -�" У + lxl [1 

m' -m ' l[l -m " m·" l[X] 
1 + m ' z х z х 

Z m ' -m ' 1 -m " m" 1 Z 42 у х у х 95 lл_х.11 ЛХ'] 
+ ЛУ11 - ЛУ' = ( 1  + m" - m') х 

ЛZ" - ЛZ' [1 m ' - m" 
z z 

х m;, - m� 1 m� - m � У + ЛУ " - ЛУ 1  = 

ro '1 - m' lrXJ [ЛХ" - ЛХ'J т1 - m " m " - т1 у у х х 1 z лz" - лz� 95 
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= ( 1  + Лm)l�roz 
-Лrо у 

�Лrо, �:� ' 1�J + [:�] ' 
Лrо

х 
1 Z 95 8Z 

( 3 . 2 . 1 1 ) 

где разности старых  и новых элеме нтов трансформ и ро­
вания равны 

Лm == Лrох = О ;  Л00у = - 0 ,35"; Лroz = - 0 ,66"; бХ = 0,9 м ;  
Б У  = 1 0 ,06 м ;  8 Z  = - 1 ,  76 м .  

При выводе формул ы  ( 3 . 2 . 1 1 ) исключены нелинейные 
чле н ы ,  в том ч исле полученные в резул ьтате умножения  
разносте й линейных элементов н а  угловые  элементы -
из-за их малости . Теперь преобразованные референ цные 
координаты в Системе 1 942 года должны перевы числяться 
в геоцентрическую систему координат с испол ьзование м 
элементов трансформирования ПЗ-90 .  

Что дает сохранение старых элементов трансформиро­
вания? П режде всего отпадает необходи мость пересостав­
лять и пере издавать бол ьшую часть карт крупных масш­
табов 1 : 1 0  ООО  - 1 : 5 0  ООО . Незначительно изменятся 
карты высот к вази геоида и уклонений  отвесных  линий ,  
что позволит во  м ногих случаях пользоваться их  старыми 
изданиями. Наконец, не придется изменять многие прог­
раммы геодезического назначения , например , в системах 
навигации.  В то же время положительные качества нового 
уравнивания  будут сохранен ы .  

3 . 3 .  Анализ rеоцентрвчноств 
начала систем координат 

Положение начала одной системы координат отно­
сительно начала другой системы определяется из решения 
уравнений ( 3 .  1 . 1 )  и ( 3 . 1 . 2 ) .  С другой стороны ,  положение начала координат отно­
сительно пунктов данной геодезической сети завис ит от 
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радиусов-векторов этих пунктов ,  т. е .  для каждого пункта 
можем написать уравнение связи в виде 

(3 . 3 . 1 )  

где Х0, У0 , Z0 - координаты начала, которые для общезем­
ной системы принимаются равны м и  нулю,  а для референц­
ной системы определяются из  совместного уравнивания  
А Г С  и К ГС . 

Дифференцируя раве нство ( 3 . 3 . 1 ) по  координатам 
начала ,  получим  уравнение поправок вида 

соsФ cos Lx 0 + соs Ф sin Ly 0 + sin Фz 0 - (R ; - R 0 ) = v R ,  
( 3 . 3 .2) 

которое аналогично уравнению (2 . 2 . 1 ) . Нормальные урав­
нения ,  соответствующие уравнениям ( 3 . 3 . 2 ) ,  будут иметь 
В ИД l[cos2 Ф cos2 L] [cos2 Ф sin L cos L] 

[cos2 Ф sin L cos L] [cos2 Ф sin 2 L] 
[sin Ф соsФ cos L] [sin Ф соsФ sin L] 

[sin Ф соs Ф cos L]J[x 0 J [sin Ф cosФ sin L] у 0  - LR = 0 ,  
[sin 2 Ф] z0 

(3 .3 . 3) [[LR соs Ф cos L]J где LR = {LR cos Ф sin L] ; LR = R; - Ro; Ф ,  L - reoцeн -

[LR sin Ф] 

трическая широта и долгота пункта соответственно; квад­
ратные скобки обозначают суммировани е  Гаусса. 

Из решения полученной системы уравнен и й ,  считая 
координаты всех пунктов определе нными  равноточно , 
получаем координаты начала с ковариационной матрицей 
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[cos2 Ф sin L cos LJ [sin Ф соs Ф cosLJJ- i [cos 2 Ф sin 2 LJ [sin Ф соs Ф sin L] , 

[sin Ф cos Ф sin L] [sin 2 Ф] 
где m2 - дисперия координат пунктов . 

З . 3 . 1 .  Исследование к:оварвацвоввоl 

матрицw ЦМЗ 

(3 . 3 .4) 

Ковар иац и о н н ой м атрице ( 3 . 3 . 4 )  соответствует 
эл л ип со ид о ш и бок коорди н ат Ц М З .  С уче то м  фор м ул ы  
( 1 . 2 . 5 )  можно было бы в ы вести более точное значение этой 
ковариационной матрицы,  учитывающей все семь элемен ­
тов трансформирования , но тогда е е  анализ оказался бы 
очень сложным.  Для качестве нной оценки отнесения нача­
ла координат к Ц МЗ формула ( 3 . 3 .4) , учитывающая только 
линейные элементы , впол не приемлема. так как остальные 
эле м енты трансформировани я , как правил о ,  малы и их  
влияние м  в данном случае можно пренебречь .  Кроме того , 
пункты КГС удалены друг от друга на сотни и тысячи ки­
лометров , что позволяет,  как это будет видно из дал ьне й ­
ш е г о  анал иза , увере н н о  их иде нтифицировать даже бе з 
учета исключенных элементов трансформирования . 

Наличие ненулевых недиагональных элеме нтов матри­
цы ( 3 . 3 . 4) свидетельствует о том ,  что главные оси эллипсо­
ида ошибок не  совпадают с осями координатной систем ы . 
Кроме того, эти элементы характеризуют корреляцию меж­
ду парами координат 

р = q 12 р = q 13 р = q 23 
ХУ f · XZ f . YZ f 'V q 1 1 q 22 ' v Q 1 1 q зз ' v Q 22 qзз . 
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Если эллипсоид ошибок привести каким-либо методом 
к каноническому виду, т. е. сделать его оси параллельными 
осям координат, то получе нные диагональные элементы 
будут равн ы квадратам его полуосей .  Если при этом все 
полуоси будут равны между собой ,  это означает, что мат­
рице ( 3 . 3 .4)  соответствует шар . В общем случае ей соответ­
ствует трехосный элл ипсоид . 

Как известно,  вероятность попадания: случайной вели­
чины в одномерны й  интервал ± cr равна Р = 0,683 .  Вероят­
ность попадания в эллипс при той же вероятности по каж­
дому измерению ± crx. ± О'у равна Р = 0 , 6 3 2 .  Элл ипсоид 
ошибок характеризует область попадани я в нее случайной 
величины с вероятностью Р = 0 ,608 при линейной вероят­
ности 0 ,683  по каждому измерению ± О'" ± О'у , ± crz· Если 
умножить ковариационную матрицу Ко на направляющие 
косинусы произвольного направления, получим дисперсию 
по данному направлению [34 )  

а 2 = а ·  К 0 · а
т

, (3 . 3 . 1 .2)  

где а =  [cosB cosL cosB sin L  sin B]  - вектор направляющих 
косинусов по направлению от центра элли псоида в точку 
с широтой В и долготой L . 

При анализе ковариационной матрицы ЦМЗ нас будут 
интересовать направления и дли н ы  главных полуосе й 
эллипсоида ошибок .  Для этого удобно приме нять метод 
вращения [ 57 ) . Ортогональные матрицы вращения вокруг 
осей Z ,  У, Х имеют вид rcos a sin a ol rcos P о sin pl 

G = - sin а cos а О · G = О 1 О · z , у ' 
О О 1 - sin Р О cos р 

rl о о l G x  = O cos
.
y sin y . 

0 - sш у  cos y 
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Хотя матрицы вращения не позволяют привести эллип­
соид ошибок к каноническому виду (только к трехдиаго­
нальному) , они обладают полезными свойствами , необхо­
дим ым и  для нашего исследования.  

Умножим элл ипсоид ошибок слева на матри цу G" а 

справа на ту же , но транспонированную матрицу G� [q 1 1  cos2 а. + 2q 12 sin a. cosa. + q 22 sin 
2 а. 

G z К 0 G � = ( q 
22 - q 1 1  ) sin а._ cos а. + q 22 ( cos 

2 
а. - sin 2 а.) 

q 1 3 cos a. + q 23 sш а. 

• 2 q 1 1 sш а. -
-q 1 3  sin а. + q 23 cos a. 

q 13 co�a. + q 23 sin a. l 
-q 13 sш а. + q 23 cosa . 

Q 33 

2q 1 2 sin a cos a. + q 12 cos2 а. 

(3 . 3 .  l . 3 )  

В этой матрице ковариационный элемент между осями 
Х и У становится равным нулю,  т. е .  

( q 2 2  - q 1 1  ) sin а. cos а. + q 12 ( cos 2 а. - sin 2 а.) = О , 
откуда 

2q l2 tg2a. = ---
q l l - q 22 

(3 . 3 . 1 .4) 

В зависимости от знака величин q1 1 ,  q 12 и q22 значение 
угла а можно определить с помощью табл . 3 . 2  [ l ] .  

В результате выполненной операции ось х эллипсоида 
ошибок совмещается с плоскостью XOZ системы координат 
(рис . 3 . 1 ) ,  и угол а может интерпретироваться как долгота 
оси х. Если теперь полученный эллипсоид ( 3 . 3 . 1 . 3 )  преоб-
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разовать аналогично за вращение на угол �. то ось х эллип­
соида будет совмещена с осью Х системы координат, а угол 
� можно интерпретировать как ш ироту конца оси х .  

q < о 1 2  
q = О  

1 2  

q > о 1 2  

q < q  1 1  22 
l 2q 

- arctg 1 2  
2 q l l - q 22 

о· 
l 2q 

- arctg 1 2 
2 q 1 1  - q 22 

q = q 1 1  22 
45° 

Любое 

- 45° 

Т а б л и ц  а 3 . 2  

q > q 1 1  22 
l 

90°+ - arctg 
2q , 2 

2 q l l - q 22 
90° 

l 2q 
- arctg 1 2  
2 q l l - q 22 

- 90° 

При этом оси у и z эллипсоида будут совмеще ны с плос ­
костью YOZ , однако вращение вокруг оси Х до их сов ме­
щения с соответствующими осями системы координат уже 
н ельзя и нте рпретировать как одну из ге оде з и ч е с к и х  
координат. 

х 

z 

Рве. 3.1.  Пр••едев•е ocel ЭJ1111111соца 
1( OCD е•етемк IIOOpдllll&T 

Умножив исходный эллипсоид К0 на вектор направля­
ющих косинусов а = [cosp cosa cosp sina sinp] в соответ­
ствии с формулой ( 3 . 3 . 1 . 2 ) ,  найдем длину полуоси х. Из-за 
симметрии эллипсоида ошибок точка с координатами - Р ,  
а +  1 80° будет иметь такую ж е  длину полуоси.  
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Для иллюстрации полученных результатов и обоснова ­
ния методов дальнейшего анал иза ковариацион ной матри­
цы координат Ц М З  рассмотри м  пример сети G Е М - 6 . 
Ковариационная матрица начала для данной сети , состоя­
щей из 1 34 пунктов ,  получилась следующей 

К 0  = m2 -2,20 5 5,8 1 -20,96 = m2 0,0007 0,022 1 0,0 1 1 1  , 

[36,50 -2,20 2,19 1- l r0.0275 0,0007 -0.00 1 11 
2,1 9  -20,96 4 1,69 -0,00 1 1  0,0 1 1 1  0,0296 

где m2 - средняя дисперсия координат пунктов . 
Коэффициенты корреляции между координатами рав­

ны р = 0,03 ; р = - 0,04 ;  р = 0,43 . При вычислении углов ху xz yz 
вращения по формуле ( 3 . 3 . 1 . 4) получим � = Фu = 3 5 , 6° ;  
а =  Lu = -83 , 7 ° .  Вычислен ие длин ы  полуоси по  данному 
направлению дало cr, = 0 , 1 2m. 

Для проверки правильности вычислений было выпол­
нено выч исление  длин  полуосей по  формуле ( 3 . 3 . 1 . 2 )  с 
изме н е н и е м  широт и дол гот с шагом 1 0 °  в пределах от 
Ф = 90 ° + - 90°  и от L = 0°  + 1 70 ° . Оказалось ,  что при 
Ф = 30°  и L = 90°  значение полуоси минимально. Дальней­
шее уточ нение координат до н а йденных по формуле 
( 3 . 3 . 1 . 2 )  дало абсолютный минимум. Точка на территории 
США с координатами Фu = 3 5 , 6 ° ;  Lu = 276 , 3 °  оказалась 
полюсом с минимальной полуосью .  

Анализ местоположения пунктов сети G EM-6 показал, 
что основная часть их расположе на в 1 1 1  и IV четвертях 
(рис . 3 . 2 ) ,  поэтому полученный результат является вполне 
ожидаемым .  

Описанное выше сканирование поверхности эллипсо­
ида ошибок показало также , что максимальная полуось 
имеет координаты Фd = 54,4° ; Ld = 96 , 3 ° ,  т. е .  широта этой 
точки является дополнением до 90° значения минимальной 
широты, а долгота отличается на 1 80° . Длина максимальной 
полуоси равна cr z = О, l 9m. Тог да третья ось должна распо­
лагаться в плоскости ХОУ и иметь координаты Ф = о· и 
L = 1 86 , 3 ° . Ее длина равна crv = О ,  1 7m.  Таким образом , 
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метод вращений позволяет однозначно определить коорди­
наты и длины главных полуосей элли псоида ошибок . 

z 

1 1 1  1 1  

�-------- У 

1 
VI 

х у 

Рве. 3.2. Простравспеввu депртоаа система коордвват 
При наличии в сети систематических ошибок, особенно 

типа мас штаб н о й  поправки , наиболее вероятно ,  что 
смещение начала координат относител ьно ЦМЗ возможно 
в направлении малой полуоси эллипсоида ошибок, т. е .  в 
н аправлении наибольшего с копления пунктов КГС,  о чем 
свидетельствуют многочисленные исследования российских 
и зарубежных ученых {28 ,  69 , 7 1 ,  80) . Следовательно, нача­
ло координат будет наилучшим образом совмещено с ЦМЗ, 
е сл и  эллипсоид ош ибок вырождается в шар с равными  
главными полуосями и нулевыми коэффициентами корре ­
ляции между координатами .  

Добиться этого можно двумя способами .  Если в сеть 
добавляются новые пункты , то их надо располагать в на­
правлении максимал ьной полуоси . Если большие полуоси 
становятся равными ,  пункты можно добавлять по два под 
прямым углом или по три под углом 1 20°  в плоскости эк­
ватора эллипсоида ошибок. В этом случае равенство бол ь­
ших полуосей не нарушается и эллипсоид остается двух­
осным .  

Для определения местоположения добавляемых пунктов 
можно использовать формулы для определения координат 
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точек круга , проведенного на сфере с произвольно задан­
ным центром (рис . 3 . 3 ) .  

z 

х 

Рве. 3.3. Вращевве то•u ва сфере 

Пусть точка В с координатами Ф, L является центром 
круга с текущей точкой А и координатами Фл, Lл. дуга о 
является радиусом, угол J3 - азимутом текущего положения 
радиуса в системе координат XYZ . Тогда из сферического 
треугольника A B Z  по теореме косинусов находим 

соs(90°-Ф л ) = соs(900-Ф) cos o  + sin(9D°-Ф) sin o cos� ' 

откуда 

sin Ф л = sin Ф cos о + cos Ф sin о cos � .  (3 .3 . 1 .5 )  

Из треугольника ABZ по теореме синусов находим 

откуда 
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cos Ф л sin L л cos L - cos Ф л cos L л sin L = sin б sin � . (3.3. 1 .6) 

По формуле пяти элементов имеем 

sin(900-Ф л ) cos(Lл - L) = 

= cos 8 sin( 900-Ф) - sin 8 cos( 900-Ф) cos � , 
откуда 

cos Ф л cos L л cos L + cos Ф л sin L л sin L = 

= cos 8 cos Ф - sin б sin Ф cos � .  (3 . 3 . 1 .7)  

Умножив уравнение ( 3 . 3 . 1 . 6 )  на -si n L ,  уравнение  
( 3 . 3 . 1 . 7 )  на cosL и сложив их, получаем 

соs Ф л cos Lл = cos b cos Ф cos L - sin 8(sin Ф cos L cos � + 
+ sin L sin �) .  (3 .3 . 1 . 8) 

Умножив уравнение ( 3 . 3 . 1 . 6 )  на cosL,  уравнение  
(3 . 3 . 1 . 7 )  на  sinL и сложив их ,  получаем 

cos Ф л sin L л = cos 8 cos Ф sin L - sin 8(sin Ф sin L cos � -

- cos L sin �) . ( 3 . 3 . 1 .9)  

Присоединив к уравнениям ( 3 . 3 . 1 . 8 )  и ( 3 . 3. 1 . 9 )  урав­
нение ( 3 . 3 . 1 . 5 ) ,  получаем систему равенств 

соs Ф л cos Lл = cos б cos Ф cos L - sin б(sin Ф cos L cos � + 
+ sin L sin �); 

соs Ф л sin Lл = cos 8 cos Ф sin L - sin 8(sin Ф sin L cos � -

- cos L sin �); 

sin Ф л = cos 8 sin Ф + sin 8 cos Ф cos �. 
( 3 . 3 . 1 . 1 0) 

из которой легко вычислить координаты точки окружности А. 

В правых частях уравнений ( 3 . 3 . 1 . 1 0 )  величины явля­
ются постоянными, кроме угла �. поэтому при изменении 
азимута радиуса изменяются координаты Ф д,  Lд. 

Есл и  совместить центр круга с концом минимальной 
полуоси и принять б = 90° ,  то можно получить координаты 
добавляемых пунктов при любых азимутах их р адиусов . 
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Для обеспечения возможности выбора местоположения 
добавляемых пунктов координаты исследуемой окружности 
могут выдаваться на всем ее протяжении с определенным 
шагом . При добавлении новых пунктов повышается точ ­
ность отнесения начала координат к ЦМЗ .  

Второй способ состоит в исключении пунктов вблизи 
наименьшей полуоси . Для этого находят бл ижа й ш и й  к 
концу малой оси элл ипсоида ошибок пункт , например , 

по критерию (Ф i - Ф 0 ) 2 + (Li - L0 ) 2 = min , где Фо, Lo -

координаты конца малой оси эллипсоида; Ф; , L; - коор­
динаты пунктов КГС .  Направляющие косинусы ближай­
шего пункта вычитаются из ковар иационной матрицы 
( 3 . 3 .4 ) .  После этого находят новое положение малой полу­
оси эллипсоида ошибок оставшихся пунктов и снова по­
вторяют исключение ближайшего к концу малой полуоси 
пункта . Этот процесс может продолжаться , например ,  до 
выполнения критерия р . .  $ О, 1 .  Дополнение сети новыми 1) 
пунктами не всегда возможно как п о  геопол итическим 
или экономическим соображениям, так и из-за ограничен­
ности суши . П р и  искл ючении пунктов обеспечивается 
равномерность их расположения , но увеличивается ошибка 
определения координат начала из-за общего уменьшения 
числа пунктов КГС . Поэтому ужесточение критерия р . .  $ 1) О, 1 вряд ли целесообразно.  Например, чтобы добиться вы-
пол не ния этого крите рия из сети G Е М -6 пришлось 
исключить 49 пунктов. При этом ковариационная матрица 
начала координат стала равной r0,0335 о о 1 К0 = т2 О 0,0352 0,0035 · 

о 0,0035  0,0382 
При m = 1 0  м координаты начала определяются с ошиб­

кой 1 , 2 - 1 , 9 м .  
Сеть SA0- 1 ,  состоящая из 2 4  пунктов , вошедших в 

модель G E M - 6 ,  центрирована гораздо лучше и после 
исключения двух пунктов имеет ковариационную матрицу 
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r0,1459 -0,0005 -0,0042] 
К sло = m2 -0,0005 0,1 072 0,0074 -0,0042 0,0074 0,1 732 

с коэффициентами корреляции р = -0,004; Pxz = - 0 ,008 , ху 
P1jlz = 0 ,054 . 

Координаты начала системы координат SAO- Т опреде­
ляются со средней квадратической ошибкой 3 - 4 м ,  и оно 
может быть смещено вдоль оси Z из-за заметного различия 
количества пунктов в северном и южном полушариях.  

При решении задач небесной механики и , в частности 
космической геодезии ,  обычно в качестве постулата прини­
мается ,  что масса небесного тела сосредоточена в центре 
его масс и его спутник в первом приближении движется по 
кеплеровой орбите с фокусом в центре масс . Весьма ориги­
нальную теорию о возможном смещении точки приложения 
равнодействующих сил на ИСЗ от ЦМЗ разработали М .  
Бурша и М .  И .  Юркина в работе [ 1 1 ] .  Это смещение точки 
приложения равнодействующих сил внутри притягивающего 
тела для системы Земля-Солнце составляет 30 см , для сис­
темы Луна-Земля - 140 м ,  для системы ИСЗ-Земля - 10 км 
и более в зависимости от высоты движения спутника. 

Утверждается, что если Землю приближенно представить 
как сжатый эллипсоид вращения, то центр притяжения будет 
располагаться в меридиональной плоскости небесного тела 
и перемещаться внутри Земли вместе с небесным телом. Для 
определения координат точки приложения равнодействую­
щих сил предлагается в разложение потенциала притяжения 
эллипсоида по сферическим функциям включать гармоники 
первой степени в качестве неизвестных. Причину смещения 
точки приложения равнодействующих сил авторы [ 1 1 ] видят 
в сжатии притягивающего эллипсоида. Если эта теория найдет 
подтверждение, то смещение точки приложения равнодейст­
вующих сил может оказаться одной из причин смещения 
начала координат КГС. 
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3.3.2. Построение космnеекоl rеодеэвческоl сети 
по ДЛ11Ввым и коротким орбвтал•вwм дуrам 

Одно из первых уравниваний К ГС в Советском 
Союзе было выполнено в конце 70-х годов .  По различным 
косвенным данным,  в частности из сопоставления с грави­
метрическими высотами квазигеоида, точность отнесения 
начала координат этой сети составляла 1 5  м. Предполага­
лось,  что причиной такого смещения является совместное 
вл ияние неравномерно го распределения пун ктов по 
поверхности Земли и неточное знание значения геоцентри­
чес кой гравитационной постоянной , задающей м асштаб 
К ГС , 

µ = n2a3, (3 .3 .2 . 1 )  
где n - среднее движение ИСЗ; а - большая полуось орбиты. 

Дифференцируя выражение ( 3 . 3 . 2 . 1 )  по µ и а, получаем 

da dµ - = - . (3 . 3 . 2 .2)  
а Зµ 

Формула ( 3 . 3 .2 .2) определяет изменение масштаба КГС 

при изменении геоцентрической гравитационной постоян­
ной . 

На основе исследований К . К. Насретдинова , выпол ­
ненных в начале 80 -х годов и описанных в предыдущем 
разделе , была предложена следующая методика построения 
КГС , призванная устранить возможные смеще ния начала 
геоцентрической координатной системы . Во-первых, был 
выпол н е н  анализ ковариационной матрицы ( 3 . 3 . 4 )  для 
пунктов КГС ССС Р.  Так как 2/3 пунктов КГС оказались 
расположенными в 1 и 11  четвертях (рис . 3 .2)  и конец малой 
полуоси эллипсоида ошибок начала координат - чуть 
западнее Среднего Урал а ,  то для выполнения критерия 
Pij $ О , 1 пришлось исключить 1 /3 пунктов КГС . 

Во-вторых, был проведен анализ плотности распределе­
ния набл юдений  н а  пятисуточных орб итальных дугах . 
Наибольшая плотность н аблюдений снова оказалась в 
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регионах наибольшей скученности пунктов КГС .  Избыток 
н абл юде н и й ,  превы шающий не которую среднюю плот­
ность в орбитальных дугах , также был исключен.  По остав­
шимся пунктам и наблюдениям были составлены длинные 
пятисуточные орбитальные дуги , включающие равномерно 
распределенные по орбите наблюдения с равномерно рас­
положе нных по поверхности Земли  пун ктов КГС.  Орби­
тальное решение ,  выполненное по этим дугам ,  закрепляло 
геоцентрическую систему координат. 

Остальн ые наблюдения , исключенные из пятисуточ ­
ных дуг ,  испол ьзовались для составления коротких дуг в 
несколько витков и менее . Часть пунктов была общей для 
дл ин ных и коротких дуг, так как часть наблюдений была 
отнесена в те или другие дуги . Из публикаций, появивших­
ся к тому времени в зарубежной литературе , было известно, 
что короткие дуги позволяют гораздо точ нее определять 
взаим н ое положе ние пунктов К ГС , так как возможные 
неточности модели движения ИСЗ в них значительно ослаб­
ляются из-за коротких интервалов интегрирования и уточ­
нения .  

Есл и бы нормальные уравнения коротких дуг просто 
складывались с нормальными уравнен иями дл инных дуг , 
то начало координат заняло бы некоторое средне весовое 
положение начал двух решений (по длинным и коротким 
дугам) .  Поэтому нормальные уравнения коротких дуг до­
бавлялись  к нормаль н ы м  уравне н и я м  дл и н ных дуг с 
включением семи элементов трансформирования в качест­
ве неизвестных.  В этом случае взаимное положение пунк­
тов КГС при совместном уравнивании уточняется , однако 
система координат, закрепленная реше нием по длинным 
дугам , остается неизменной . Эти вопросы исследовались 
К.  К.  Насретдиновым экспериментально и в настоящее вре­
мя применяются при совместном уравнивании нескольких 
геодезических сете й .  

Итак , основными элемента м и  методики построения 
геоцентрической системы координат являются :  

- выбор по возможности равномерно распределенной 
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совокупности пунктов из числа имеющихся nУнктов КГС 
с помощью анал иза ковариационной матрицы координат 
начала системы;  

- выбор равномерно распределенных на  длинных дугах 
сеансов наблюдений (в идеальном случае непрерывное наб­

люден ие дуг на всем их протяжении) ; 
- составление нормал ьных уравнений длинных орби­

тал ьных дуг; 
- составление нормальных уравнений коротких орби­

тальных дуг с включением в качестве дополнител ьных не­
известных семи элементов трансформирования координат; 

- сложение нормал ьн ых уравнений и их решение 
орбитальным или динамическим методом.  

Данная методика была в полной мере реализована при 
выводе параметров Зе мли 1 985  года (ПЗ-85) . При выводе 
П З -90 новый анализ  ковариационной м атрицы н ачал а  
координат не выполнялся , хотя и б ыли добавлены новые 
наблюдения . 

Положение начала координат КГС относительно центра 
референц-эллипсоида Красовского , по советским и амери­
канским данным,  приведено в табл . 3 . 2 .  

Система 
координат - - ·  · ·· · - -··---- -

П З - 8 5  

ПЗ-90 

Ц Н И И ГАиК-95 

WG S-72 

WGS-84 

- - - --
Т а б л и ц  а 3 . 2  

Геоцентрические координаты , м 

л х  - · · - · -
26 

2 5  

25 ,9 

27  

27  

· - ЛУ · · - --- - - - -- - - -_; 1 39 

- 1 4 1  

- 1 30,94 

- 1 3 5  

- 1 3 5  

-· лz · - - -
- 84 

- 80 

- - - - -
- 8 1 ,76 

- 89 

- 84, 5 

Отличие параметров  Ц Н И И ГАи К-95 относител ьно 
других определений объясняется изменением ориентирова­
ния референц-эллипсоида Красовского в результате пере­
уравнивания АГС в 1 995 году. Американские определения 
1 97 2  и 1 9 8 4  годов выполнялись по небольшому ч ислу 
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пунктов ГГС ССС Р,  участвовавших в международных спут­
никовых программах ( Пулково, Рига, Ужгород и Николаев, 
возможно Си меиз ) .  Кроме того , эти определе н ия отно­
с ил и с ь  к К ГС С ША. Н е и звестн о ,  предпринимал ис ь  ли 
какие-либо меры американскими геодезистами для лучшего 
отнесения начала координат КГС к Ц М З .  Однако из табл . 
3 . 2  л е гко заметить хорошее согласие между практически 
одновременными определениям и координат ЦМЗ от раз­
ных КГС при сравн е н и и  параметров ПЗ-85  и WG S-84 .  
Остаточное несогл асие по ос и У можно объяснить тем ,  
что основная часть пунктов К ГС ССС Р расположена в 1 и 
1 1  четвертя х ,  а К ГС США в 1 1 1  и IV ч етве ртях , т .  е . 
противоположн ых концах оси  У.  В иди мо , коорди наты 
Ц М З  зан имают промежуточное положение между н и м и .  
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Ч а сть 1 1  

О т н о с и т е л ь н ы й  м етод 

кос м и ч ес ко й  геодези и 

Г л а в а 4 

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ В ЫЧИ СЛЕНИЯ 

4. 1 .  Первичная обработк:а результатов 
измерений и получение разностей 
Iоординат в относительном методе 

При относительном методе непосредственно изме­
ряе м ы м и  вел и ч и на м и  я вля ются разности фаз н есущей 
частоты между ге нераторами прие м н и ка и набл юдае м ых 
Н И СЗ .  Как было показано в разделе 2 . 4 ,  по относител ь­
ному фазовому сдвигу принимаемого сигнала легко вычис­
ляется псевдодальность до спутника. В относительном методе 
определяется разность координат между двумя пунктами ,  
н а  которых были выполнены синхронные наблюдения одних 
и тех же Н ИСЗ .  П оэтому этот метод пригоден только для 
сгущения геодезических сетей и не обеспечи вает создание 
геоце нтрической системы координат. 

Получение разностей координат между пун ктами осу­
ществл яется с помощью с п е ц иаль ного программного 
обеспечения фир м ы -разработч ика прием ной аппаратуры .  
Исход н ы м и  дан н ы м и  для обработки я вля ютс я файл ы ,  
сформированные в приемной аппаратуре при вы пол нении 
набл юде н и й .  П е р в ы й  файл (в п р и е м н и ке а м е р и канской 
фи р м ы  Ashtech  В - файл ) соде ржит фазовы е  измере н и я , 
" привязанные " к шкале времени , сведения о наблюденных 
спутниках и приемнике , а также о качестве выполненных 
измере н и й .  Во втором файле ( Е -файл ) содержится 
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информац и я  о п ар аметрах н абл юдавш ихся Н И СЗ .  
Н аконе ц ,  третий файл ( S - файл)  содержит с веде н и я  о 
пун кте сто я н и я  прие мника.  В результате кросскорреля­
ционной совместной обработки данных с двух пун ктов 
можно получить искомы е  разности координат в геоцен ­
трической систе м е  и и х  ковариационную матрицу .  Эти 
данные первичной обработки непосредственных измерений 
фиксируются в соответствую щих протоколах , которые 
используются для дальнейше й обработки и уравнивания 
ге одезических сете й .  

4 .2 .  Поеледовател•вост• вредварительвых 

вы11всленвl 

П р едварительные вычисле ния выполня ются в 
следующей последовательности . 

1 .  Формирование рабочих файлов для уравнивания . 
2 .  Контроль качества измеренных разностей координат. 
2. Приведение к центрам пунктов разностей геоцентри-

ческих координат, определенных относительным методом. 
3. Предварительное уравнивание спутниковых изме­

рений для устранения возможных смещений геоцентричес­
ких координат в горизонтальной плоскости . 

4 .  Приведение к центрам пунктов дальностей и зен ит­
ных расстояний, которые затем используются для вычисле­
ю1я предварительных координат наземных пунктов при их 
совместном уравнивании со спутни ковыми измерениями.  

5 .  Выч исление предварител ьных геоцентрических 
координат пунктов наземных геодезических сете й .  

6 .  Приведение к центрам пунктов горизонтальных углов. 
Обработка спутниковых наблюдений и формат итого­

вых протоколов различаются в зависимости от  типа аппара­
туры и фирмы ее изготовителя .  Каждая фирма имеет свой 
пакет прикладных программ .  Рассмотрим наиболее распро­
страненные из них .  
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S K I - пакет программ для обработки радиотех­
н ических измере н и й  аппаратурой ш ве й царской ф и р м ы  
Leica,  аналогичный русифицированный пакет имеется для 
аппаратуры " Землемер-Л 1 " ,  собираемой из деталей этой 
фирмы в России . РRIZМ-пакет программ фирмы Ashtech. 
Эти пакеты вырабатывают большое число различных фай­
лов, однако для уравнительных вычисле ний необходимы 
те файл ы ,  которые содержат разности геоцентрических ко­
ординат между парами пунктов, их предварительные коор­
динаты и ковариационные матрицы разностей координат. 

Вид п рото кола н аблюде н ий для ап паратур ы  фирмы 
Leica ,  получе н н ы й  после первич ной обработки пакетом 
програм м  S K I ,  представлен на р ис .  4 . 1 ,  для аппаратуры 
" Землемер -Л 1 "  - на рис . 4 . 2 ,  для аппаратур ы Dimension 
фирмы Ashtech - на рис . 4 . 3 .  

С Н . 1 = = = = = = = = = = = = = = = =  N EW STATIC C HAI N 

# # # # # # # # # # # ## # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # #  
BL. 1 1 039 RUBOO l 1 0/28/96 1 0 : 34:00 А М  # 

il il 11 !?11fl11 /llfr'I illiiiif#lillli!f il 11111111!11/iillillliiii111111 /!!! !!/!/;' 11 fllili l.'iitlflllliilti 11/f!{ il i/if;'!I! 11 
BL_FC . 1  FINAL COORDINATES 

Rov: l 03 9  Ref: R U BOO l Amb:Y 1 0/28/96 1 0 : 34 : 00 АМ 
Cartesian : 
Х 2876047 .6745 m 
dX 646 . 5 868 m 
sX 0.0004 m 
Geodetic : 
Lat 5 5  42 2 .6970 1 N 
d lat 2 40. 567 1 5  
sLat 0 .0005 m 
Distance : 

У 2 1 694 1 7 . 9300 m Z 5245865 . 8 900 m 
dY -7696 .00 1 2  m dZ 2766. 3973 m 
sY 0 .0003 m sZ 0.0008 m 
Lon 37  0 1  3 8 . 79504 Е 

dLon 6 1 3 .65 1 72 
sLon 0.0002 m 

h 1 53 . 8 1 8 5  m 
dh -40.6626 m 
sh 0 .0007 m 

Slope 8203 .6250 m sSlope 0 .0003 m 
B L_ VC . l VARIAN C E-COVARIANCE MATRIX 

а posteriori rms: 0 .0032 m 

1 79 



Co-factor matrix (upper triangle) :  
qx qy qz 

qx + l . 527 1 43 3E-002 +4 . 3 5 1 6266 Е-003 + 7 . 53 66343 Е-003 
qy +6 . 57 1 5974Е-003 + 3 . 6 1 52799Е-003 
qz +5 .4580934Е-002 

Plrc. 4.1. Протеко.1 ваблюдеввl апвар&'J'1РW фQмw Lelca 

Вид протокола для аппаратуры GG -24 фирмы Ashtech, 
которая работает как по спутникам навигационной 
системы GPS,  так и по спутникам навигационной системы 
России ГЛ ОНАСС,  приведен на рис. 4 .4 . 

В протоколе 4 . 1  даны измеренные значния разностей 
геоцентрических декартовых координат dX, dY, dZ с пункта 
RU BOO l на пун кт 1 039 . За названиями пунктов указаны 
дата и время н аблюде ний , далее следуют координаты 
пун кта 1 03 9 .  Есл и  из этих координат вычесть разности 
координат ,  п олуч и м  коорди наты пун кта RU BOO l - они 
могут быть приняты в качестве предварительных для 
уравнивания . В нижней части протокола приводятся 
эле менты верхней треугольной части корреляционной 
матрицы разностей координат, а над ними - средняя 
квадратичес кая ош ибка единицы веса, полученная из 
первичной обработки измеренных псевдодальностей 
(0 , 003 2 м) .  Ковариационная матрица разностей координат 
может быть получена по формуле 

К = cr2 Q, (4 . 2 . 1 )  

где а - СКО единицы веса; Q - корреляционная матрица. 
Для уравнительных вычислений обычно используется 

файл , который объединяет протоколы измерений для всех 
сторон данной сети .  Если сеть большая , то может быть 
использовано несколько таких файлов. Уравнивание в фир­
менном пакете выполняется в геоцентрической декартовой 
системе координат с одним (свободное уравнивание) или 
несколькими исходны м и  пунктами ,  затем полученные 
координаты перевычисляются в любую требуемую систему 
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координат .  Такое уравнивание может применяться лишь 
для небольших местных сетей и обладает м н ожеством 
недостатков ,  которые будут рассмотрены в следующем 
разделе .  В данной работе предлагается единый комплекс 
уравнивания геодезических сетей , независим о  от типов 
применяемой аппаратуры и пакетов первичной обработки 
измерений .  Для че го на основе различных протоколо в 
первичной обработки формируются единые рабочие файлы . 
И з  этих протоколов формируются три р абочих файл а ,  
которые затем используются для уравнительных вы чис ­
лений , - это файлы названий пунктов nazv , их предвари­
тельных координат koor и разностей координат с их 
ковариационными пунктами izm . 

Базовая линия: BIC __ - 8297 
Декартовы проекции : 
х 289 1 024.3 1 62 у 228963 8.2670 

DX 644.2559 DY - 6886.9377 

sX 0.0044 sY 0.0037 

Геодезические проекции:  

z 5 1 86679.4970 

DZ 2678 .073 1 
sZ 0.0070 

Lat 54 46 03 .3760 1 Lon 38 22 42.88269 h 2 17.5403 
dLat 00 02 29 .4425 1 dLon - 00 05 24.663 1 7  dh 1 6.4897 
Расстояние: 

Slope 74 1 7.348 1 

Корреляционная матрица: 

qx qy qz 
qx 1 .908Е-5 7.988Е-6 1 .523Е-5 

qy 7.988Е-6 1 .337Е-5 1 .275Е-5 
qz 1 .523Е-5 1 .275Е-5 4.862Е-5 

Рве. 4.:Z. Протокол ваЬ..деввl аппараТJРw "3емлемер-Л1" 

На рис . 4 . 2  приведен протокол наблюдений с пункта 
B IC на пункт 8297 .  В нижней части протокола дана полная 
ковариационная матрица разностей координат ,  которая 
ошибочно названа корреляционной. В остальном он анало­
гичен предыдущему протоколу (см . рис . 4 . 1 )  
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PRI S M  2 . 0 . 00 1 2/08/93 
Common start of two U FI LES :  1996/06/ 1 3  08 : 1 3 :40.00 
Common e nd of two UFI LES : 1 996/06/ 1 3  09 :03 :40 .00  
Selected first epoch:  1 
Selected last epoch: 1 5 1  
For SV 4 there are 34 triple ·difference measurements.  
For SV 5 there are 1 50 triple·differe nce measurements . 
For SV 6 there are 1 50 trip le-difference measurements.  
For SV 16 there are 93  triple-difference measurements. 
For SV 24 there are 1 50 triple -difference measurernents.  
For SV 25  there are 1 50 triple-difference measurements .  
Epoch interval (seconds):  20. 000000 

Т Н Е  T R I P L E  D I F F E R E N C E  S O L U T I O N  ( L l )  
Measure of geometry: 0 .005 346 
num_meas = 5 7 6  num_used = 568  rms_res id  = 
0 .003 3 3 7 (m) 
Post- Fit Chisq = 2 1 72 . 1 37 NDF = 5 . 259 

Sigmax (m) :  0 . 8 5245 1 
S igmay (m) : 0 .977967 
Sigmaz (m) :  0. 7245 1 3  

sx у z 
х 1 . 00 
у-0.06у 1 .00 
z 0 . 50z-0 . 5 3z 1 . 00 

del_stat ion:  -0 .000000 0 .000000 -0.000000 
Station l :  STATION 0 1 5 2 Station2 : STATION 0 1 59 

(00000) (0 1 52)  (00000) (0 1 59) 
Latitude : 54 .9738 1 1 1 3 54 58  2 5 . 72005 5 5 . 07048529 55  4 1 3 . 74704 

E-Long: 36.7938250 1 36 47 37.77003 36.54648294 36 32 47.33858 
W-Long: 323.20617499 323 12  22.22997 323.4535 1706 323 27 1 2.66 142 
E- Height : 1 6 1 .0200 1 68 . 1 349 
Baseline vector: 2378 .0 1 3 5 - 1 7953 .0962 
Mark l_xyz : 2938 1 79 . 3007 2 1 97545 . 1 08 3  
Az l El l D l :  304 . 32873  -0.0645 
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6 1 75 .4947 
5 1 99842 .6 1 22 
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E l  N l  U l  : - 1 5 839 . 1 474 1 0762 . 3 342 7 . 1 1 49 
Mark2_xyz : 294055 7 . 3 1 42 2 1 79592 . 0 1 2 1  52060 1 8 . 1 069 
Az2 Е12 02 : 1 24. 1 2606 -0. 1 07 1  1 9 1 3 3 . 8795 
Е2 N2 U 2  : 1 580 1 . 0963 - 1 0762 . 5 1 82 -7 . 1 1 49 

DouЫe - Diffe rence Epochs : 
Prn : 4 Start epoch: 2 End epoch: 54 
Prn : 5 Start epoch: 2 End epoch:  1 5 1  
Prn: 6 Start epoch: 2 End epoch: 1 5 1  
Prn : 1 6  Start epoch: 59 End epoch: 1 5 1  
Prn : 24 Start epoch :  2 End epoch:  1 5 1  
Prn : 25 Start epoch :  2 End epoch: 1 5 1  

Т Н Е  F LOAT DOU B LE DI FFEREN C E  S O L UT I ON ( L l )  
Measure of geometry: 0.0006 1 1 Wavelength = 0. 1 90294 (m/cycle) 
num_meas = 578 num_used = 575 rms_res id = 0.0 1 1 6 1 7(m) 
Post- Fit Chisq = 1 32 . 653  N DF = 5 . 324 

Reference SV: 6 
SV Amblguity FIT Meas SV 

4 1 7087355 . 974[ 0 .093 32 5 
1 6  1 76 1 9544 . 8 1 2f 0.067 93 24 
25  1 2646967 .  l 79f 0 .06 1 1 50 

S igmax (m) : 0 .05756 1 
Sigmay (m) : 0 .094225 
Sigmaz (m): 0 .055003 
S igmaN (су) : 0 . 54266 1 
S igmaN (су) : 0 . 559052 
S igmaN (су) : 0 . 7 1 8432 
S igmaN (су) : 0.48 1 005 
S igmaN (су) : 0 . 276795 
x y z N N N N N  

х 1 . 00 
у-0 . 4 1 у 1 .00 
z 0 .48z-0. 34z 1 . 00 
N-0. 94N 0 .65N-0 .52N l .00 

Amblguity FIТ Meas 
1 26 1 1 1 70 . 729[ 0.050 1 50 

1 1 5 326 I . 774f 0 .058  1 50 
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N-0 .62N 0 .94N-0 . 6 1 N  0 . 8 1 N  l .00 
N-0 .73N 0 . 89N-0.63N 0 . 8 8 N  0 . 9 8 N  l . 00 
N-0. 85N 0 . 82N-0.45N 0 .95N 0 .90N 0 . 94N l . 00 
N O. l 6 N-0.95N 0. l 9N -0.42N-0. 8 1 N-0 .73N-0 . 6 3 N  1 .00 

del_station:  -0.000570 -0. 002446 -0.000597 
Station l : STATION 0 1 52 Stat ion2 : STATION 0 1 59 

(00000) (0 1 52) (00000) (0 1 59) 
Latitude: 54.9738 l l  l 3  54 58 25.72005 55 .0704857 1 55 4 1 3 .74856 
E-Long: 36.7938250 1 36 47 37.77003 36.54648 1 1 2 36 32 47 .33203 
W-Long: 323 .206 1 7499 323 12 22.22997 323 .4535 1888 323 27 12.66797 
E- Height : 1 6 1 .0200 1 68 . 2 162  

Baseline vector: 2378 .0889  - 1 7953 . 1 848 

Mark l _xyz : 2938 1 79 . 3007 2 1 97545 . 1 08 3  
Az l El l D l :  304 . 3 2865  - 0 . 0643 
E l  N l  U l :  - 1 5 8 3 9 . 26 3 8  1 076 2 . 3 8 1 3  
Mark2_xyz:  2940557 . 3 896 2 1 7959 1 . 9235  
Az2 E J2  D2 : 1 24 . 1 2598 - 0 . 1 074 
Е2 N2 U2:  1 5 80 1 . 2 1 25 - 1 0762 . 5 6 5 5  

6 1 75 . 5883  

5 1 99842 .6 1 22 
1 9 1 34.0023 

7 . 1 962 
52060 1 8 . 2005 

1 9 1 34.0023 
- 7 . 1 962 

INTEG E R FIXED D O U B LE D I F FERENCE ( L l )  
S O LUTION 

1 2 3 4 

Abs Contrast 0.438 О.ООО О.ООО О.ООО 
Contrast 1 00.000 1 00 .000 1 00 .000 

Change Chi2 1 24 .684 7 3 2 . 3 7 5  872 . 896 906 . 249 
Bias S 6: 4 1 7087356 1 70873 5 5  1 7087 3 5 5  1 7087355  
B ias S 6 :  5 1 26 1 1 1 7 1  1 26 1 1 1 70 1 26 1 1 1 7 1  1 26 1 1 1 69 
Bias S 6 : 1 6  1 76 1 9545 1 76 1 9544 1 76 1 9545 1 76 1 9543 

Bias S 6 : 24 1 1 5 3262 1 1 5 326 1 1 1 5326 1 1 1 5 3 26 1 
Bias S 6 :25  1 2646967 1 2646967 1 2646967 1 2646968 
ND F=62 . 5000 Chi2= 1 32 . 6528  
rms_resid = O . O l l 592(m) 
S igmax (m) :  0 .0096 1 5  
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Sigmay (m) :  0 .008992 
S igmaz (m) :  0 .0 1 6626 
х у z 
х 1 . 00 
у О . 62у 1 .00 
z 0 .47z О .  72z 1 . 00 

del_stat ion:  0 .006766 0 .065509 0 .030855  
Station l :  STATION 0 1 5 2 Station2 : STATION 0 1 59 

(00000) (0 1 52) (00000) (0 1 59) 
Latitude:  54.9738 1 1 1 3 54 58 25 .72005 55 .07048554 55  4 1 3 .74796 
E- Long: 36.7938250 1 36 47 37.77003 36. 54648 1 88 36 32 47 .33477 
W-Long : 323.206 17499 323 12 22.22997 323.4535 1 8 1 2  323 27 12.66523 
E- Height:  1 6 1 .0200 1 68 . 2669 

Baseline vector: 2378 .0957 - 1 7953 . 1 1 93 

Mark l _xyz : 

Az l El l D l :  

E l  N l  U l :  
Mark2_xyz: 

Az2 Е\2 02:  
Е2 N2 U2:  

2938 1 79 . 3007 2 1 97545 . 1 08 3  
304 . 32868 - 0 .064 1 

- 1 5839. 2 1 50 1 0762 . 3626 
2940 5 5 7 . 3 964 2 1 7959 1 . 9890 

1 24 . 1 2602 - 0. 1 075 
1 5 80 1 . 1 64 1  - 1 0762. 5469 

6 1 75 .6 1 92 

5 1 99842. 6 1 22 
1 9 1 33 .95 1 6  

7 . 2469 
52060 1 8 . 23 1 4  

1 9 1 33 .95 1 6  
-7 . 2469 

ТНЕ FIXE D DO U B LE D I FFERE N C E  S O L UT I ON ( L l )  
Measure of geometry : 0 .0000 1 8  Wavelength = 0. 1 90294 (m/cycle) 
num_meas = 578 num_used = 578 rms_resid = 0.0 1 6200(m) 
Post- Fit Chisq = 260.429 N D F  = 5 . 3 5 2  

Reference SV: 6 I nteger Search Ratio = 1 00 .000 
SV Amblguity FIT Meas SV AmЬiguity FIT Meas 

4 1 7087356 .ОООХ О. 1 4 1  35  5 1 26 1 1 1 7 1 . ОООХ О.093 1 50 
1 6  1 76 1 9545 .ОООХ 0. 084 93 24 1 1 53262 .ОООХ 0.077 1 50 
2 5  1 2646967. ОООХ 0 . 066 1 50 

S igmax (m) :  0 .0 1 3 2 3 5  
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Sigmay (m) :  0 .0 1 2509 
S igmaz (m) :  0 .023 1 82 
х у z 
х 1 . 00 
у О .62у 1 . 00 
z о .4 7 z о .  7 1  z 1 . 00 

del stat ion : - 0 . 000000 - 0 .000000 0 .000000 
Station l :  STATION 0 1 52  Stat ion2:  STATION 0 1 59 

(00000) (О 1 52) (00000) (О 1 59) 
Latitude :  54.9738 1 1 1 3 54 58  25.72005 55 .07048555 55  4 1 3 .74796 
E- Long: 36.7938250 1 36 47 37.77003 36.54648 188  36 32 47.33478 
W-Long: 323.206 17499 323 12 22.22997 323.4535 1 8 12 323 27 12.66522 
E- Height : 1 6 1 .0200 1 68 . 2662 

Baseline vector: 2378 .095 1 - 1 7953 . 1 1 96 6 1 75 . 6 1 88 
Mark l _xyz: 2938 1 79 . 3007 2 1 97545 . 1 08 3  5 1 99842 . 6 1 22 
Az l El l D l :  304. 32868 - 0 .064 1 1 9 1 3 3 . 95 1 7  
E l  N l  U l : - 1 5 839 . 2 1 49 1 0762 . 3629 7 . 2462 
Mark2_xyz : 29405 5 7 . 39 5 8  2 1 7959 1 . 9887  52060 1 8 . 2 3 1 0  
Az2 Е12 02 :  1 24 . 1 2602 - 0. 1 075  1 9 1 3 3 . 95 1 7  
Е2 N 2  U2:  1 580 1 . 1 640 - 1 0762 . 5472 - 7 .2462 
Sat Jun 29 20: 1 3 : 20 1 996 

Рис. 4.3. Протокол вабтодеввl аввара'J'1РW Dlmeuloв 
Ф•р11w Aalltecll 

Полная расшифровка файла (рис . 4 . 3)  дается в инст­
рукции к пакету программ P RIZM,  нас же будет интере­
совать лишь ее последняя часть - результаты фиксирован­
ного решения по двойн ы м  разностям .  Здесь приводятся 
стандартные ошибки по каждой координате и нормирован­
ная корреляционная матрица разностей координ ат.  Для 
получения ковариационной матрицы разностей координат 
необходимо использовать формулу 
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[ cr x о о ][ 1 P xv 

К
= 

� 
О' у О P xv 1 о cr z P xz P vz 

P xz ][ cr x  
P vz О 

1 о о 
cr v о о ]  о ' 

cr z 
(4. 2 . 2) 

где cr ' cr ' О' - С КО по каждой коорд и нате ; Pxv , х у z 
Pxz , P vz - ко эфф и ц и е нты взаимной коррел я ц и и  
разностей координат. 

Далее идут названия пунктов, между которыми выпол­
нял и с ь  наблюде ния - 0 1 5 2 и 0 1 5 9 .  Н иже п р иводятс я 
разности координат между ним и ,  затем их координаты -
M ark l _xyz и Mark2_xyz , которые при уравнивании могут 

быть приняты за предварительные . 

P R I S M  GPS/G LONAS S 

Project information 
Project name : GPS Survey 
Session :  А 
Survey type :  STAT I C  

Known-station parameters 
Short name: 0 1 00 
Long name : STATION 0 1 00 
Comment :  meteo _______ _ 
Position extraction :  proj .fil e  

Version :  1 . 1 9 

N - Latitude (deg-min-sec) : 43  23 '49. 92069" 
E- Longitude (deg-min-sec) : 1 32 09'27 . 285 1 7" 
W- Longitude (deg-min-sec ) :  227 50'32. 7 1 48 3 "  
Ellipsoidal height (m) :  62 .993 1 
North  antenna offset (m) :  0 .0000 
East antenna offset (m) :  0. 0000 
Vert antenna offset (m) :  slant radius added_offset 

0.0000 0 .0000 0 .0000 
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Ternperature (degrees С ) :  20 .0  
Hurnidity ( % ) :  50 .0  
Pressure ( rnill ibars) : 1 0 1 0 . 0  
Measure rnent file narne : G0 1 00A97 . 244 

U nknown-station parameters 
Short name : О 1 О 1  
Long name : STATION 0 1 0 1  
Comment : М ЕТ Е О  ___ _ _ _ _  _ 
Position extraction:  U - file  

N- Latitude (deg-rnin -sec) : 43 23 '50. 1 7 1 3 1 "  
E- Longitude ( deg- min-sec ) :  1 3 2 09'2 7 . 6 1 070" 
W- Longitude (deg- m in-sec) : 227 50'3 2 . 3 8930" 
Ellipso idal height (m) : 57 .524 1  
North antenna offset (m) :  0 . 0000 
East antenna offset (rn) : 0.0000 
Vert antenna offset (m) :  slant radius added_offset 

0 . 1 500 0 . 0000 0 .0000 
Temperature (degrees С ) :  20 .0  
Hurnidity ( % ) :  50 .0  
Pressure (mil l ibars) : 1 0 1 0 .0  
Measurement filename : G0 1 0 1A9 7 . 244 

Run -tirne parameters 

Elevation cutoff angle (degrees) : 1 0  
Used measurernents cutoff nurnber: 1 О 
Processing mode :  L 1 ON L У 
Edit criterion ( * RMS) : 3 . 0  
Convergence criterion ( rneters) : 0 .0 1 00 
Om it these satellites: No 
ForЬidden reference SVs:  No 

Maxirnurn ite rations:  6 
Apply tropo delay correction :  У 
Use one reference satellite : У, У 

Contrast cutoff: 9 5 . 0  
Comrnon start of  two U F I LE S :  0 1  Sep 1 997 0 1 : 1 7 : 00 
Cornmon e nd of two UFILES : 0 1  Sep 1 997 0 3 : 42 :40 
Epoch interval (seconds) : 20 . 000 
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Т Н Е  U NAM B I G U O U S  OBSERVABLE BAS E D  SOLUТION 
Measure of geometry = 1 . 7 3 3799 
Nu m Meas = 3822  / Num Used = 3 794 ( 99 % )  
Post- Fit Chi-Square = 34 1 . 898  N DF = 46 1 . 5 

G PS Carrier Phase Triple Diff erences 
Num Meas = 1 27 3  / Num U sed = 1 256 (98 % )  
RMS Resid = 0 . 0035 1 1  mete rs 

С/А 
SV-SV 

Num Used RMS Resid 
Meas (meters) 

04-24 2 1 8  0 .00 1 8  
1 0-24 2 1 5  0 .0023 
1 8-24 2 1 3  0 .002 1 
1 6-24 1 40 0 .0038 
07-24 1 3 1  0 .0034 
1 9-24 1 06 0 .0040 
05-24 1 04 0 .0042 
06-24 7 1  0 .0063 
27-24 58 0 .007 1 

G PS Code Phase DouЫe Differences 
Num Meas = 2549 / N um Used = 2538  ( 99 % )  
RM S Resid = 1 . 2 1 79 5 3  meters 

С/А 
SV- S V  Num Used RMS Resid 

Meas (meters) 

04-24 436 1 .008 3 
1 0-24 434 1 . 0708 
1 8-24 436 1 .0252 
1 6-24 282 1 . 1 604 
07-24 263 1 . 1 2 1 8  
1 9-24 2 1 7  1 . 3879 
05-24 208 1 . 397 1 
06-24 147 1 .94 1 6  
27-24 1 1 5 1 . 55 1 7  
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S igma Х = 0 . 1 94703 meters 
S igma У = 0 . 2 1 2920 meters 
S igma Z = 0 . 1 792 1 3  meters 
х у z 
х l . 000 
у -0.440 у 1 . 000 
z -0. 258  z 0 .287  z l .000 

del_station:  0 .003645 -0 .002693 0 . 006574 ( 0 .007985  ) 

Station l : STATION 0 1 00 Station2 : STATION 0 1 0 1  
(0 1 00) (0 1 0 1 )  

Lat i tude : 4 3 . 3 97200 1 9  4 3  2 3 '49 . 92069" 43 . 3 9727094 43  
23 '50 . 1 75 3 9" 
E- Long : 1 3 2 . 1 575792 1 1 3 2 09'27 . 2 8 5 1 7 " 1 3 2 . 1 576727 1 1 3 2 
09'27 .62 1 75 " 
W- Long:  227 . 84242079 227  50 '3 2 . 7 1 48 3 "  227 . 842 32729 227  
50'32 . 37825" 
E- Height : 62 .993 1 57 .0959 

Base l ine Vector: 0 . 8856 - 1 2 . 2636 1 . 6597 

Mark l XYZ: -3 1 1 5440. 8 2 1 8  3440968 . 7869 43 597 1 3 . 3422 
Az l El l D l :  43 . 9389  -28 . 3795  1 2 .407 1 
E l  N l  U l :  7 . 5745 7 . 8604 - 5 . 8972 
Mark2 XYZ: -3 1 1 5439 . 9 362 34409 5 6 . 5 2 3 2  43597 1 5 . 00 1 9  
Az2 Е12 02:  223 . 9390 28 . 3 794 1 2 .407 1 
Е2 N2 U2 :  -7 . 5745 -7 . 8604 5 . 8972 

Cycle S l ips in GPS Carrier  Phase DouЫe Differe nces ( С/А) 
are not found 

Т Н Е  F LOAT D O U B LE D I F FE R E N C E  S O L U T I O N  
Measure of geometry = 0 .068590 
Num Meas = 5098 / Num Used = 5036  (98 % )  
Post - Fit Chi - Square = 469 . 252  N D F  = 6 1 2 . 5  
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G PS Carrier  Phase DouЬle Differe nces 
Num M eas = 2549 / N um U sed = 2498 (97%)  
R M S  Res id  = 0 .003944 meters 

С/А 

SV-SV Num Used RMS Resid 
Meas ( meters) 

04-24 436  0 .0032 
1 0-24 4 1 7  0 .004 1 
1 8 -24 436  0 .0029 
1 6-24 2 8 3  0 .0039 
07-24 266 0.0039 
1 9-24 2 1 2  0 .0046 
05-24 1 9 9  0.0050 
06-24 1 3 5 0 .0048 
27-24 1 1 4 0 .005 1 

G PS Code Phase DouЫe Differences 
Num M eas = 2549 / N um Used = 2538  (99%)  
R M S  Resid = 1 . 256877 meters 

SV-SV Num Used 
Meas 

04-24 436  
1 0- 24 4 3 3  
1 8-24 436  
1 6-24 282  
07-24 263 
1 9-24 2 1 8  
05-24 208 
06-24 1 47 
27-24 1 1 5 

S igma Х = 0 .005732 meters 
S igma У = 0 .0 1 480 1 meters 

S igma Z = 0.003883 meters 

С/А 

RMS Resid 
(meters) 

1 .0368 
1 .0 1 68 
1 . 1 402 
1 . 3239 
1 . 1 1 87 
1 .4794 
1 . 3867 
1 . 927 1 
1 . 5596 
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х у z 
х 1 . 000 
у 0 . 6 5 3  у 1 . 000 
z -0 . 260 z 0 .002 z 1 .000 

del_station: -0.000006 -0.002954 0.00 1 942 ( 0 . 003535  ) 

Station l :  STATION 0 1 00 Stat ion2 : STATION 0 1 0 1  
(0 1 00) (0 1 0 1 )  

Lat i tude : 4 3 . 397 200 1 9  43  2 3 '49 . 92069"  43 . 3 97269 3 8  4 3  
23 '50 . 1 6977"  
E- Long : 1 32 . 1 5 7 5 792 1 1 3 2 09'2 7 . 2 8 5 1 7" 1 3 2 . 1 5766989 1 3 2 
09'27 . 6 1 1 60" 
W- Long : 227 . 84242079 227 50 '32 . 7 1 48 3 " 227 . 842330 1 1  227  
50'3 2 . 3 8 840" 
E- Height : 62.993 1 57  . 3 338  

Baseline Vector: 0 . 8 590 - 1 1 . 8938  1 . 697 1 

Mark l XYZ: -3 1 1 5440 . 82 1 8  3440968 . 7869 43597 1 3 . 3422 
Az l El l D l :  43 . 70 1 1 -28 .0247 1 2 . 0450 
El N l  U l :  7 . 346 1 7 . 6869 -5 . 6593  
Mark2 XYZ : -3 1 1 5439 . 9628 3440956 .8930 43597 1 5 .0393  
Az2 Е12 D2:  223 . 70 1 2  28 .0246 1 2 .0450 
Е2 N2 U2: -7 . 346 1  -7 .6869 5 .6593 

Integer search rat io = 1 00 .000 
GPS Carrier Phase DouЫe Difference (С/А) AmЬiguities: 

Start End Float :)1gma Fixed Used SV-SV epoch epoch Amblguity Amb . (cycles) Amblguity meas 
04- 24 2 4 3 7  3 2824 . 9 3 3  0 . 03 6 3  3 2 82 5 . 000 436 
1 0-24 2 4 3 7  - 8 3 2 6 1 .9 6 6  0 .0366 - 8 3 2 6 2 .000 4 1 7  
1 8-24 2 4 3 7  1 6 200. 864 0 .0685 1 6 20 1 . 000 4 3 6  
1 6-24 2 2 84 1 1 92 1 8. 83 7  0 .09 1 7  1 1 9 2 1 9 . 000 2 8 3  
07-24 2 2 6 8  1 1 8368 . 977 0. 03 1 4  1 1 8 3 6 9 . 000 266 
1 9 -24 2 1 8  4 3 7  - 848 5 2 5 1 . 1 6 1  0 .6802 -8485 2 5 1 . 000 2 1 2  
05 -24 2 209 8267.03 1 0.03 3 8  826 7 . 000 1 99 
06 - 2 4  29 1 4 3 7  - 1 82890 1 2 . 978 0.03 5 0  - 1 82890 1 3 . 000 1 3 5 
27-24 3 2 2  4 3 7  - 2 072 8 1 84 . 09 1 0 .0586 - 2072 8 1 84 . 000 1 1 4 
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Т Н Е  FIXE D DO U B LE D I F FERENCE SOLUTION 
M easure o f  geometry = 0.0 1 1 867 Num Meas = 5098 / Num Used = 5076 (99 % )  
Post- Fit Chi- Square = 468 . 984 N DF = 6 1 7 .6  

G PS Carrier Phase DouЫe Differences 
Num Meas = 2549 / N um Used = 25 38 (99 % )  
R M S  Resid = 0.005400 meters 

С/А 
SV-SV Num Used RMS Resid 

Meas (meters) 

04-24 435 0 . 0032 
1 0-24 436 0 .0076 
1 8-24 436 0. 0042 
1 6-24 28 1  0 . 0039 
07-24 266 0 . 0042 
1 9 - 24 220 0 . 0070 
05-24 206 0 . 0065 
06-24 1 42 0 .0058 
27-24 1 1 6 0 .0054 

G PS Code Phase DouЫe Differences 
Num Meas = 2549 / Num Used = 2538 (99 % )  RM S Resid = 1 . 2523 1 0  meters 

SV-SV 
С/А 

Num Used RMS Resid 
Meas (meters) 

04-24 436 1 .0325 
1 0-24 433 1 .020 5 
1 8 -24 436 1 . 1 28 3 

1 6-24 282 l . 3066 

07-24 263 1 . 1 1 8 8 
1 9- 24 2 1 8  1 . 47 1 8  
05-24 208 1 . 3 896 
06-24 1 47 1 . 9270 
27- 24 1 1 5 1 . 5579  

Sigma Х = 0 .000803 meters 
Sigma У = 0.000829 meters 
Sigma Z = 0 .000853  meters 
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х у z 
х 1 . 000 
у - 0 . 597 у 1 . 000 
z - 0 . 362 z 0 . 2 53  z 1 . 000 

del_station:  -0 .000463 0 . 000577 0 .00063 1 ( 0 .000972 ) 
Station l :  STATION 0 1 00 Station2:  STATION 0 1 0 1  

(0 1 00) (0 1 0 1 ) 
Latitude : 4 3 . 3 97200 1 9  43  2 3 '49 . 92069" 43 . 39726947  43  
23 '50 . 1 7008 " 
E- Long : 1 3 2 . 1 5 75792 1 1 3 2 09"27 . 285 1 7 " 1 32 . 1 57670 1 7  1 32 
09'27 . 6 1 26 1 " 
W- Long: 227 . 84242079 227  50 '3 2 . 7 1 48 3 " 227 . 84232983  227 
50'32 . 38739"  
E- Height : 62 .993 l 57 . 323 1 

Baseline Vector: 0 . 85 1 9  - 1 1 . 9 1 97 1 . 6968 

Mark l XYZ: - 3 1 1 5440 . 8 2 1 8  3440968 . 7 869 43597 1 3 . 3422 
Azl El l D l :  43 . 7529 -28 .0 1 90 1 2 .0699 
E l  N l  U l :  7 . 3686 7.6966 -5.6700 
Mark2 XYZ: - 3 1 1 5439 . 9699 3440956 .8672  43597 1 5 .0390 
Az2 Е12 D2:  223 .7529 28 .0 1 89 1 2 .0699 
Е2 N2 U2: -7. 3686 -7 .6966 5 . 6700 

25 Sep 1 997 1 4 : 5 7 : 24 

hc. 4.4. Прото1tОJ1 вабл»девмl аппараТJРW GG-14 фврмw Al•tecb 
Интересующая нас часть файла (см .  рис .  4 .4 ) также 

находится внизу. За исключением некоторых редакцион­
ных изменений этот файл аналогичен предыдущему (см .  
рис. 4 .3 ) . 

Файл названий пунктов используется лишь при выдаче 
результатов уравнивания на внешний носитель информа­
ции - в файл ил и на протокол через принтер ,  поэтому 
при ее редактировании после формирования условные 
названия пунктов могут заменяться действительными,  но 
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н е  более 20 символов кириллицы . П р и  уравн ител ьных 
вычислениях удобнее пользоваться порядковыми номерами 
пунктов ,  поэтому в процессе форм ирования файлов и м  
п р идаются соответствующие номера ,  которы е  могут 
включаться как в файл назван ий пунктов,  так и в файлы 
пред.еарительных координат пунктов.  В этом случае файл 
названий пунктов будет содержать записи вида 

N P ,  название пункта , 
где N P  - номер пункта. 

Формат записей в файле координат следующий 

NP, Х, У, Z. 

Формат записей в файле измерений имеет вид 

где N 1 - номер базового (ведущего) пункта; N 2 - номер 
определяемого (ведомого) пункта; ЛХ, ЛУ, ЛZ - разности 
координат между ними (ведомый - ведущий) ; K;j - эле ­
менты ве рхнего треугольника ковариационной матрицы , 
i ,  j = х, У, z. 

Рабочим файлам даются стандартные наименования 
nazv, koor и izm соответственно, поэтому, если при форми­
ровании новых файлов есть необходимость сохранить дан­
ные предыдущих файлов, то их надо переименовать или 
скопировать в другую директорию. 

При совместном уравнивании спутниковых данных с 
наземными измерениями для последних составляется 
отдельный файл, имеющий следующий формат 

где Pr - признак вида измерения ,  например,  для направ­
лений Pr = О,  для дальностей Pr = 6 и т. д. ; О - измеренное 
значение (угловое в градусах, минутах и секундах , воз­
можно с долями ;  линейное в метрах) ;  m0 - средняя квад­
ратическая ошибка измерения в той же размерности. Ос­
тальны е файл ы для назе мных данных имеют такой же 
формат, что и для с путниковых данных. 
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4 . 3 .  Проверка качества разн остей координат 

После получения рабочих файлов измерений izm,  

предварительных координат koor и названий пунктов nazv 
выполняется контроль качества измеренных величин и при 
необходимости перевычисление  их  в другую систе му 
координат, что будет рассмотрено в дальне йшем .  

Контрол ь  качества измеренных разностей координат 
выпол няется по двум критериям : во-первых,  по соответ­
ствию диагональных элементов ковариационных матриц 
установленн ым допускам и ,  во-вторых, по  величине невя­
зок замкнутых фигур .  Сюда же можно был о бы добавить 
вычисление невязок по ходовым линиям меЖду исходными 
пунктами .  

Однако ,  как неоднократно подчеркивалось ,  точ ность 
исходной геодезической основы - государственной геоде­
зической сети ( ГГС) значительно ниже точности спутн и ­
ковых измерений,  поэтому такая отбраковка п ривела б ы  
к исключению доброкачественных измерений. 

Допуски к диагональным элементам и невязкам фигур 
должны устанавливаться по результатам статистической 
обработки достаточного количества измерений для каЖдого 
типа приемной аппаратуры и в соответствии с требования­
ми к точности создаваемого класса геодезической сети . В 
этом случае можно б ыло б ы  установить , к а к и е  тип ы  
аппаратуры следует применять дл я  развития геодезической 
сети заданного класса, обоснованно проводить метрологи­
ческую аттестацию спутниковой аппаратуры . В настоящее 
время таки е  допуски  можно приближенно  принять на 
основании следующих эмпирических средних квадратичес­
ких ошибок ( С КО ) ,  полученных при обработке реальных 
измерений небольшого объема: 

- для двухчастотной аппар атуры 0 , 005 и 0 , 0 1  м дл я  
СКО разностей координат (формальная оценка по диаго ­
нальным элементам ковариационных матриц) и для сторо­
ны при подсчете невязок фигур; 
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- для одночастотной аппаратуры 0 ,0 1 и 0 , 02 м соот­
ветственно . Допуски установим как предель ные ошибки 
с коэффице нтом 2 , 5  к указан н ым С КО ,  т .  е .  mф.доn = 
= 2 , 5  m .... к ,  где mдк - допустимая С КО для диагонального 
элемента ковариаuионной матрицы разностей координат; 
mн.доn = 2 , 5  mдн --./n,  где n - число сторон в замкнутой 
фи гуре ; mдн - СКО разности координат дл я п одсчета 
не  вязок . 

Программа анализа качества разностей координат пост­
роена следующим образом.  Вначале диагональные элемен­
ты ковариаuионной матрицы разностей координат Кхх,  Кт 
к" сравниваются с допустомой дисперс и е й  6 , 2 5 m2дк и 
одновременно происходит их су�мирование . При К.. , КУУ • 

Kzz > m2Ф.лоn выполняется запись недопустимых измерений 
в файл cko.  После проверки всех измерений оператор может 
отбраковать некоторые измерения из файла cko . Для этого 
вместо номера первого пункта в строке измерений файла 
cko записывается нуль. Это выполняется с помощью любого 
текстового редактора. При отбраковке оператор может при­
нять во внимание следующие моменты : насколько превы­
шен допуск,  есть ли возможность повторить измерение и 
насколько ослабнет жесткость сети при отбраковке данного 
измерения .  

После этого запускается вторая часть программы ,  при 
которой исключаются отмеченные оператором измерения , 
вычитаются дисперсии отбракованных разностей координат 
из общей суммы и определяется дисперия по формуле 

m2Ф = IK / Зr, 11 (4 . 3 . 1 ) 

где r - число измеренных линий в сети . 
Здесь же проверяется , не появились ли пункты вообще 

без измерений ( "висячие " ) .  Такие пункты также исклю ­
чаются и з  файлов koor и nazv. 

Третья часть программы позволяет подсчитывать невяз­
ки всех треугольников по каждой координате . Эта операция 
выполняется в тройном цикле. В первом цикле из массива 
измерений выбирается очередное с номерами пунктов 11 -
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ведущий и 1 2  - ведомый. Направление этого вектора счи­
тается положительным.  Во втором цикле , начиная с изме­
рения i + 1 ,  отыскивается вторая сторона между пунктами 
J 1 и J2. При этом могут встретиться случаи 1 1  = J 1 или J2 ,  
1 2  = Jl  или J2 ( рис . 4.5) .  В зависимости от того, совпадают 
или нет направления второй стороны и ходовой линии , 
переменной IZ присваивается значение ± l или ± 2 . 

а 
1 1  

б 
12 1 1  12 J l� J 2  

J 2� 
J l  

IZ = - 1 IZ = 1 

(/ г 

1 1  12 7]2 7Jl 1 2 J l  

IZ = 2 
IZ = - 2 

Рве. 4.S. Порадок вu:о-.цевu сторов TpeJl'OJl•••u 
В третьем цикле , начиная с измерения i + 2 , выпол­

няется поиск измерения, замыкающего треугольник, между 
пунктами K l  и К2 . В зависимости от направления этого 
вектора переменной IX присваивается значение 1 или - 1 .  
Если тако й вектор найден ,  то выч исляются невязки wx, 

wv, wz данного тре угольника , которые сравниваются с 
допустимой невязкой . Если какая-либо из невязок окажет­
ся недопустимой , то н евязки и измерения , входящие в 
этот треугольник,  записываются в файл nev . Если необ­
ходимо просмотреть невязки всех треугол ьников в сети , 
то устанавливается m11н = О .  Тогда все невязки окажутся 
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недопустимыми и будут записаны в файл невязок. Допус­
тимые невязки в файл не записываются . 

Далее происходит поиск замыкающей стороны до конца 
массива измерений, так как по этой стороне может оказать­
ся повторное измерение . Если замыкающее направление 
не найдено , продолжается поиск второй стороны во втором 
цикле до конца массива измерен ий . После этого происхо­
дит выборка следующего базового изме ре н ия в первом 
цикле до тех пор , пока не будут найдены все существующие 
в сети треугольн ики . 

При вычислении невязок разности координат склады­
ваются ( IZ ,  IX > О) или вычитаются ( IZ ,  IX < О) в зависи­
мости от совпадения  или несовпадения  направле ни я  
вектора с направлением ходовой линии , задаваемой на­
правлением базовой стороны (вектора) . При вычислении 
невязок одновременно происходит суммирование квад­
ратов невязок . 

Кроме невязок треугольников , могут вычисляться не ­
вязки и других замкнутых фигур , если остались стороны , 
не вошедшие ни в один треугольник . В этом случае опера­
тор долже н  ввести номера пунктов на верш инах м ного­
угольника,  для чего необходимо иметь под рукой схему 
сети. Поиск сторон и их направлений выполняется в этом 
случае в соответствии с введенными номерами пунктов .  
Невязки многоугольников вычисляются по запросу после 
определения невязок треугольников до тех пор , пока не 
будет получен отрицательный ответ на очередной запрос о 
необходимости вычисления невязки других фигур . 

Измерения , попавшие в файл недопустимых невязок 
замкнутых фигур nev , по ре шению оператора могут быть 
отбракованы аналогично предыдущему случаю - недопус­
тимых диагональных элементов ковариацион ных матриц .  
В этом случае достаточно разорвать замкнутую фигуру,  
поставив нуль на м есто первого пункта в измер ении с 
наибольшим диагональн ым элементом ковариационной 
матрицы, или по другим соображениям.  Невязки отбрако­
ванной фигуры из суммы квадратов невязок вычитаются . 
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П осле этого выч исл я етс я дис перс ия  измерений по 

31:: 
L W� 

не вязкам m 2 == _1 __ (4 .3 .2)  

Зn 
где k - число фигур ; n - число сторон в фигурах. 

Оценка разностей координат, полученная по формуле 
(4 . 3 . 2 ) ,  представляется более реал истичной , чем формал ь­
ная оценка по диагональным элементам , поэтому ковариа­
ционные матрицы измере н и й  умножаются на коэффи ци­
ент t = m2 / m2Ф. 

П р и  оценке точ ности измере н и й  по невязкам фигур 
необходимо избегать испол ьзования  завис имых и змере­
н и й , п олучающихся пр и одновре менных  н абл юде н иях 
бол ьшим числом компле ктов аппаратуры (рис .  4 .  6) . Пусть 
на пун ктах 1 - 3 в ы пол нял ись  си нхро н н ы е  наблюде н и я  
одних и тех ж е  спутников.  П о  этим наблюдениям вычис­
лены разности координат между пунктами l - 2 и 1 - 3 .  
Если по данным на пунктах 2 и 3 вычислена и эта сторона, 
то она будет зависимой,  а не вязка треугольника 1 - 2 - 3 
будет равной нулю или бл изкой к нему даже при плохом 
разрешении неоднозначности на одном из  пунктов .  П ри 

Ри. 4.6. Незааве1111Wе 
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бол ьшом ч исле таких ф игур 
д и с п е рсия , вычисленная  по 
не вязкам замкнутых фи гур , 
может оказатьс я даже мень­
ш е ,  чем вычисле нная по диа­
го нал ьн ы м  элементам кова­
риационных матриц. Конечно, 
такая оценка будет неверной 
и сил ьно завышенной . П о э ­
тому н а  этапе проектирования 
должны быть предусмотре н ы  
с пособы получения  каждой 
стороны сети , привязки к ис­
ходной геодезической основе 



и другие технические вопросы , отражае мые в техническом 
проекте . 

4.4. Приведение к центрам пунктов разностей 
rеоцентри�есiих координат 

4.4. 1 .  Приведение I центрам пувпов разностей 
Iоордиват эа вwсоту 

Измеренные разности геоuе нтр ичес1<их коорд и ­
нат относятся к фазовым uентрам приемных антенн ,  уста­
новлен ных на пунктах . Назовем пункт, коорди наты кото­
рого вычитаются при вычислен и и  разностей координат ,  
ведущим, а другой пункт - ведомым по аналоги и с радио­
дальномерными измерениями .  Рассмотрим вначале учет в 
разностях координат высот антенн над центрами пун ктов .  

Для выяс н е н и я  характе ра вл и я н ия приведе н и я  раз­
ностей координат к центрам пунктов за высоту рассмотрим 
более простую двумерную систему координат х ,  у (рис. 4 .7 ) .  
Перемещение точки l в точку 1 '  по направлению к началу 
координат вы зовет их масштабное изм е н е ние , и 
координаты точки l '  будут равны 

0 1 ·  0 1 '  
х· = х -- ; у · =  у -- , 

0 1  0 1  
где 0 1 '/0 1 - это новый масштаб координат. Так как 
перемещение точки по высоте - это движение вдоль 
направления к началу координат, то анал огичное измене­
ние  координат происходит и в трехмерном случае . Оценим, 
насколько велико при этом влияние несовпадения направ­
лений нормали в данной точке и геоцентрического радиуса­
вектора .  На рис . 4. 8 0 1  - геоцентрический радиус-вектор; 
lA - нормаль; АО = N е2 sinB. Предположим, что центр пунк­
та Р расположен на референц-эллипсоиде. Тогда из подобных 
треугольников l OC и I Q P  получим QP = l QOC/ l O .  
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у 
Так как из рис . 4 . 8  
О С  = N е 2 s i n B  cosB ; 

N "" '1 х2 + У2 + z2 ,  то 

QP = l Q  е 2 s i n B  cos B .  
Обозначи в 1 Р = h ,  получи м 
h = l Q  '1 1  - е4 sin2B cos2B ::=: 
::=: 1 Q ( 1 - 0,00002 sin2B cos2B). 
На ш ироте 45 °  изменение  

О "'----------- х высоты на 1 00 м не приведет 
he. 4.7.  Мас•табвое взмевевве к ошибке в плановом поло-

женин более ,  чем на 1 мм, а 
по высоте на 0 , 5  мм,  что пренебрежимо даже для такого 
высокоточного метода. 

hc. 4.8.  Нормu• 

• радиус-аепор 

где R = Jx2 + У2 + Z2 • 

Обозначим по традиции 
высоту прибора на ведущей 
и ведомой станциях i и v со­
ответственно.  Тогда приве­
денные к центрам пунктов 
разности координат будут 
равны 

Учитывая , что Х2 = Х 1 + ЛХизм ;  У2 == У1 + ЛУиз ; 
Z2 = Z 1  + ЛZизм • получ им окончательные формулы для 
приведения разностей координат к центрам пунктов за 
высоту 
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ЛХ = ЛХ  (1 -�) + х  (_J_ -�)· 
им R 1 R  R ' 

2 1 2 

(4.4. 1 )  

Такое приведение  разностей коорди нат к ц е нтрам 
пунктов за высоту антенны выполняется при первичной 
обработке измерений фирменными пакетами программ 
( PRIZM - фирмы Ashtech, SKI - фирмы Leica и т .  д . ) .  

4.4.2. Авu11Т11Чес11:ое определепе эJJемевтов 
пpпeдelDIJI • высоты эваu 

При расположении прибора на геодезическом знаке 
могут применяться обычные методы определения элемен­
тов приведения с помощью центрировочного листа и 
определения высоты знака с помо щью рулетки . Так как 
прямой видимости между ведущей и ведомой станциями,  
как правило, нет, то  азимут на  центр пункта в этом случае 
передается от других пунктов ГГС или от ориентирных 
пунктов ( О Р П ) .  

Для получения азимута А из дирекционного угла а 
используется формула 

А = а +  у - о,  (4.4.2) 

где у = (L - L0) sinB - сближение меридианов на пункте ; 
о - поправка за изображение стороны,  от которой пере­
дается дирекционный угол, на плоскости в проекции Гаусса. 
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Pllc. 4.9. Схемw оаределевп э.яемевтоа прваедевв• 
При наличии теодолита или тахеометра и/или распо­

ложении прибора на крыше здания может применяться 
аналитический метод определения элементов приведения 
и высоты прибора над центром пункта . 
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Для этого на  местности изме ряют два базиса ь , ·  и Ь 2' 
(рис .  4 . 9 ,  а и б) так ,  чтобы их длина была не менее полу­
торной высоты знака, а углы 01 и 02 - 0 1 составляли око­
л о  60 ° .  Н а  рис. 4 . 9 ,  а, б визирн ы й  цилиндр обознач е н  У, 
це нтр пункта С, инструме нтальный столик J и начал ьное 
направление Н. При измерении углов начал ьным выбирает­
ся направление вдол ь базиса ,  а на точ ке J самая левая 
точ ка D (см . рис . 4 .  9 ,  а) . 

Измерения выполняются в следующем порядке . Сталь­
ной лентой или дальномером измеряются базисы ь , ·  и Ь/ .  
Одн им приемом при двух кругах без замыкания горизонта 
измеряют направления на точке А: 

в - о· ;  J - �2 ; 
С - � з ; У - � 1 · 

Н а  точке В измеряют н а п равле ния и зе н итн ые рас­
стояния : 

л - о· ,  z 1 ;  1 - <l2 , zз ; 
V - а, ,  Z2 ; 
С - <lз , Z4; 
D - а4. 

На точке D выполняют аналогичные измерения :  
в - о· , zs ; 
У - у, ,  z6 ; 
С - Уз , Zg ; 
J - "(ъ Z7 . 

На точке J измеряют следующие направления : 
D - 0° ; 
в - 01 ; 
А - 82;  н - 03 . 

Точность выполненных измерений считается удовлет­
ворительной , если расхождение  приведенных к нулю 
направлений в полуприемах (КЛ и КП) не превышает 20", 
а невязки треугольников AJB и BJD составляют не более 
30" .  Если значения направле ний допустимы , то из н и х  
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берутся средние и вычисляются зенитн ы е расстояния .  
Невязки AJ B  и BJ D определя ются по схеме (см . рис . 4. 9 ,  а) по формулам соответственно 

w1 = 1 so· + с:х2 - 132 - б1 + 02 ; 
w2 = с:х2 + � + У2 + б1 - 1 so· . (4.4. 3 ) 

Если наблюдения не удовлетворяют установлен ны м 
допускам , то их повторяют заново . 

Вычисления ведутся в следующей последовательности. 
Базисы приводятся к горизонту по формулам 

(4 .4.4) 

Далее и з соответствующих смежн ых треугольников 
вычисляются расстояния 

d = Ь sin�1  = Ь siny 1 
1 1 sin(p 1  - а 1 )  2 sin(a4 + у 1 - 111 ) 

d = -Ь sin� 2 = Ь siny 2 • 
2 1 • ( S: s: ) 2 • s: ' 

SIП U z  - U 1  SlПu 

d = Ь sinP з = Ь siny з . 3 1 . (R ) 
2 . ( ) ' sш .., з - а з sш а4 - аз + уз 

(4.4. 5) 

Расхождение расстоян ий d 1 ,  d2 и d3,  вычисленных из 
двух треугольников, не должны превышать относительную 
ошибку 1 / 1 000 , иначе необходимо перемерять базисы . 

Дальнейшие вычисления выполняются в местных сис­
темах координат. Для построений, связанных с базисом Ь1 , 
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принимается система координат с н ач ал о м  в точке В и 
направлением оси х на точку А,  поэтому угл ы  а; являются 
местны ми азимутами . Таким образом , 

Ус = d3 sina3 • (4.4.6) 

Тогда линейные элементы и дирекционные угл ы цент­
рировки и редукции равны соответственно 

а = arctg у с - у 1 JC 
Хе - Х 1 

а. = arctg у с - у v УС 
Х е  - X v 

(4 .4 .7)  
Дирекционный угол на начальное направление в точке 

1 равен 
ан = а2 + L BJH + 1 80° = а2 - б3 + 1 80° .  

Очевидн о ,  что дирекционный угол в точке V на на­
чальное направление будет почти таким же. Поэтому угло­
вые элементы центрировки и редукции будут равны соот­
ветствен но 

0 = ан - aJC ± 360° ; 

Далее вычисляются высоты i и r (значение а измеряется 
рулеткой ) 
r = d 1  ctgz2 - d3 ctgz4 + а; i = d2 ctgz3 - d3 ctgz4 + а. (4.4 .9) 

Аналогично вычисляются элементы приведения и вы­
соты знака с базиса Ь2 , за начало координат принимается 
точка D ,  ось х направлена в точ ку В :  
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/, /1 , а.1с , a.vc вычисляются п о  вышеприведе н ны м  фор­
мулам , 

ан = '(2 + Ьз ± 1 80° . (4.4. 1 l )  

е ,  0 1  также вычисляются п о  ранее п р иведен ным 
формулам , 

r = d4 ctgz6 - � ctgz8 + а; i = d5 ctgz7 - d6 ctgz8 + а. (4.4. 1 2) 

Аналогич ные вычисления выполняются по схеме (см .  
рис .  4 . 9 ,  б),  где во втором треугольнике роль точек В и D 
меняется местами . 

Расхождения элементов приведения и высот с двух ба-
зисов не должны превы шать следующих допусков : 

- для линейного элемента центр ировки - 5 м м ;  
- для линейного элемента редукции - 1 0  мм ;  
- для высот - 1 о см .  
За окончательные значения элементов и высот прини­

маются их средние значения из двух определений.  Этот 
алгоритм испол ьзован в мате матическом обеспечении 
электронного журнала - прибора обработки геодезических 
измерений (ПОГИ) .  Ниже приводится пример аналитичес­
кого определения элементов приведения и высоты знака ,  
который может использоваться для отладки программ . 

П р и м е р  2 . 1 .  

Наблюдения на точке А 

Точка Среднее 
визирования кл кп по гор. кругу 

в 0° 00' 10 , 5" 1 80° 00' 1 1 , 5"  0° 00' 1 1 , 0" 
J 3 14 57  5 1 ,6 1 34 57 52 ,6 3 14 57 52 , l  
с 3 1 5  23 48 ,5 1 35 23 49 ,5  3 1 5  23 49 ,0 
v 3 1 5  25  02 , 8  1 35 2 5  03 ,8  3 1 5  25  03 , 3  
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Н абл юдения на точке В 
А о· оо' 1 0, 5" 1 so· оо' 1 1 , 5 "  о· оо' 1 1 , О" 

у 44 0 1  56 ,9  224 01  57 ,9  44 0 1  57 ,4  
J 44 1 1 0 5 , 9  224  1 1  06 , 9  44  1 1  06 ,4  
с 45 32  22 , 5  225 3 2  2 3 , 5  45 32 23 ,0 
D 1 05 32  24 ,5  28 5  3 2  2 5 , 5  1 05 32  2 5 , 0  

Верти кал ь н ы е  углы Зенитн ы е  расстоя н и я  

А 
у 
J 
с 

90° 44' 20" 
5 3  07 5 1  
5 7  5 9  44 
85 42 42 

269° 1 5 ' 46" 
306 52 1 5  
302 00 22 
274 17 24 

90° 44' 1 7" 
5 3  07 48 
57 59  4 1  
8 5  42 39  

Набл юдения на точке D 

в 
у 
J 
с 

в 
у 
J 
с 

о· оо' 10 , 5" 
59 1 4  54 ,5  
59 4 1  5 5 , 5  
60  0 0  1 7 , 5  

Вертикальные углы 

90° 29' 38" 
5 3  47 52 
58 26 43 
85 42 42 

1 80°  00' 1 1 , 5 "  
239 1 4  55 , 5  
239 4 1  5 6 , 5  
240 0 0  1 8 , 5  

о· оо' 1 1 " 

59  1 4  5 5  
59 4 1  5 6  
6 0  0 0  1 8  

Зенитные расстояния 

269° 30' 28" 
306 12 1 4  
30 1 33  23 
274 1 7  24 

90° 29' 35 " 

53 47 49 
58  26 40 
85 42 39 

Наблюдения на точке J 
D 0° 00' 10 , 5" 
в 58  57 08 , 5  
А 1 49 43 47,5  
н 1 94 14 35 ,5  

1 80° 00' 1 1 , 5"  
238 57  09, 5  
329 4 3  48 , 5  

1 4  1 4  36,5  

о· оо' 1 1 " 
5 8 57 09 

1 49 43 48 
1 94 1 4  36 

Ь 1' = 57 ,08 м ; Ь2' == 40,08 м;  а =  1 , 32  м .  

В результате вычислений получаем: 
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w1 = - 6 , 7" ;  w2 = 1 ,6" ;  Ь 1  = 57 ,075 м ;  Ь2 = 40,079 м ;  

d 1 '  = 40 ,077 м ;  

d2' = 40 , 389 м ;  

dз' = 40,08 м ;  

di" = 40 ,078 м ;  

d2" = 40 , 39 м ; 

dз" = 40 ,08 1 м ;  

d( = 40,989 м;  

d " = 4 1  057 м · s ' ' 

d{ = 40 ,08 м ;  

! = 1 ,000 м ;  aJC
' = 1 52° 52' 1 6, 6" ;  ан' = 359° 28' 22 ,4"; 

li' = 1 ,054 м ;  avc' = 1 34° 39' 1 5"; 

0' = 206°36' 05,8"; 81' = 224°49' 07 ,4"; ( = 28 ,37 м; i' = 23 ,56 м; 
!' = 1 ,00 1 м; а1с' = 227°  20' 55 ,9";  ан" = 73 °  56' 1 0"; 

li" = 1 ,055 м ;  avc
' = 209° 09' 5 5 , 5"; 

0'' = 206° 35' 14, 1 "; 81" = 224° 46' 14,5"; (' = 28,32 м; i" = 23,53 м. 
После передачи дирекционного угла от пунктов ГГС 

или О РП на отрезок J C  вычисляются приращения геоде­
зических координат 

ЛХс = - / (cosa1c sinB cosL + sinaJc sinL) ; 

ЛУс = - / (cosaJC sinB sinL - sina1c cosL) ; 

ЛZс = / (cosaJC cosB) . 

(4.4. 1 3) 

В ы вод значений направляющих косинусов прираще­
ний  и и х  знаков приводится ниже . 

4.4.3. Метод створных ваблюден•I 
Метод створных наблюдений применяется в слу­

чаях , когда с конца  измеренной  базисной линии  виден 
центр пункта и в створе между этими точками есть возмож­
ность установить дополнительную приемную антен ну.  В 
противном случае возможно введение дополнительной 
точки так , чтобы это усл овие вып ол нялось с нее .  Здесь 
возможны ,  по край н е й  мере , две схемы р асположения  
антенн  (рис.  4. 1 0 ,  а, б) .  
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С '  а в·  А' 

j�-�L----4--1\ ____ J\ _____ 
A с в 

Н а  р и с .  4 . 1 0 ,  а дополнител ьная анте н на В устан ав ­
л ивается между центром пункта С и концом базиса А. На 
рис .  4 . 1 0 ,  б дополнительн ая анте нна В устанавливается 
так, чтобы центр пункта находился между точками А и В . 

Рис. 4. 10. Схе1111 стюр11111: вa6лD,i.eal •• цевтр ПJВП• 

В обоих случаях синхронные наблюдения на точках А 
и В позволяют определить направляющие косинусы 
створного направления , а измеренные высоты и расстояние 
1 - приращения координат от конца базисной линии А до 
центра пункта С ,  т . е .  привести линию к центру пункта . 
Наблюдения между точками А и В могут выполняться 
как совместно с наблюдением базисной линии ,  так и 
раздельно . 

Так как при первичной обработке базисной линии она 
одновременно приводится к поверхности Земли за высоту 
антенн,  то вначале требуется привести координаты точки 
А к высоте анте н н ы ,  т .  е .  в точку А' , потому что нам 
потребуются н аправляющие косинусы линии А' в· . Дл я  
этого используются формулы 

х, = R A + i x . у' _ R A + i y . z' _ R A + i 
(4 4 1 4) А А ' А - А '  А - • . .  

R A R A R A 
Направляющие косинусы линии А'В' вычисляются по 
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н е п р иведе н н ы м  на поверхность Земли разностям коорди­

нат точек А' и в· по формулам 

ЛХА'"' cosax = 0 ; s 
ЛУА'В' cosa y = s 

ЛZА'в' COSll z = ---'-'-'"-S 

Координаты точки С' вычисляются по формулам 

Хе = Хв + / cosax; Ус = Ув + / cosav; Zc = Zв + / cosaz ; 

Хе = Хл + / cosax; Ус = Ул + / cosav; Zc = Zл + / cosaz .  

Затем определяются разности координат точек А и С ,  

которые приводятся за высоту анте н н  по формулам (4.4. 1 ) . На рис. 4. 1 1  показано , какие алrебриаческие знаки при­
сваиваются разностям координат точек А и С в зависимости 
от направления базисной линии . 

Здесь общее правило такое, что если направление векто­
ра АС совпадает (служит продолжением) направления ба­
з исной линии , то разности координат ЛХлс , ЛУлс, ЛZлс 
прибавляются к разностя м координат базисной лин ии со 
своими арифметическими знакам и , а при противополож-

с 
с 

А с 
с А 

А 

+ 

н ых направлениях -
вычитаются . 

Если геодезичес ­
кий  пункт распол о ­
ж е н  на кр ы ш е  зда ­

ния , а центром пункта 
я вляется стенной ре­
пер ,  то можно пред­
ставить и третий в а ­

риант, когда ориенти­
ровка на центр пункта 
передается от пунктов 

ГГС , а линейный эле­
Рис. 4. 1 1 .  Схемы сло:кевв• приращений мент ц е н тр и р о в к и  и 
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высота до репера измеряются лентой . Последние три схемы 
приведения к центрам пунктов объединены в общую прог­
рамму и опробованы при реальных измерениях. Здесь необ­
ходимо также отметить, что при привязке к стенному репе­
ру (рис. 4 . 1 О ,  а) высота створной точки считается положи­
тельной, если она выше репера и, наоборот, отрицательной , 
есл и створная точка ниже репера . 

Элементы приведения необходимо определять с такой 
же точн остью , что и сами наблюдения между пунктами ,  
чтобы н е  понизить точ ность разностей координат. 

4 . 5 . Приведение I •евтрам пунiтов 
наземных вэмереввl 

При совместном уравнивании спутниковых и на­
земных измере ний в системе геоцентрических координат 
уравнения связи должны быть выражены в той же системе 
коорди нат . Для наземных измер е н и й  это означает, что 
линии , углы и другие измеренные величины должны быть 
выражены через геоцентрические координаты , для чего они 
должны быть приведены к центрам пунктов. Но для назем­
ных измерений это означает не только введение поправок 
за центрировку, редукцию и высоту ,  но и их преобразова­
н ие . Это , прежде всего , относится к горизонтальн ы м  
направлениям  и углам . Они  п реобразовываются в углы 
между направлениями на центры пунктов, т. е .  в углы на 
поверхности Зе мл и ,  а не  в горизонтальной плоскости.  

Приведение наклонных дальностей к центрам пунктов 
означает приведение одной наклонной дальности к другой 
(рис . 4 . 1 2 ) . Здесь  О - измеренная дальность ; 00 -
приведен ная к центрам пунктов ; i и v - высоты прибора и 
визирной цели соответственно;  0 1 и 02 - расстояния до 
начала координат , вычисленные по формулам 
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где N = a;.Jl - е2 sin2 В - радиус кривизны первого верти­

кала; Н - геодезическая высота. 
По теореме косинусов находим 

D2 = ( D 1 + i)2 + ( D2 + v)2 - 2(D,  + i ) (D2 + v) cos'lf; 
Do2 = D 12  + 022 - 2 D ,  D2 COS'lf. (4 . 5 . 1 ) 

И з  второго выраже ни я (4 . 5 . 1 } находим це нтр альный 
угол '1' и подставляем его в первое . После несложных преоб­
разований находим 

I / � 
2 v i 2 i 2 v D + (- - - D1 l + - - 02( 1 +-) D2 D1 D D2 ( 4 .5 . 2) 

Это точная формула для редуцирован ия наклон ных 
дальностей к центрам пунктов . Погрешность редуцирова­
ния будет, в основном , зависеть от точности предваритель­
ных координат, т. е .  вычисления D 1 и 02• Их требуемая 
точность составляет 5 м [ 4 1 ] .  

Поnравки за це нтрировку и редукцию вводятся ,  как 
обычно, по формулам 

о 
Рве. 4.11.  П•••е.u.евве лвввв 

В ИBllТllOl'O p&CCТ0.8JIВJI 
11: Ц811Тf&М DJВПО• 
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cd = - / cos(M + 0) ; 
rd = - 11 cos(M + 8 1 ) ,  

где / и '1 - линейные элементы 
центрировки и редукции; 0 и 

0 1  - соответствующие углы от 
линейных элементов до началь­
ного направления ; М - вели­
чина  угла д о  других направ­
лений. 

При редуцировании зенит­
ных расстояний дальность D0 



вычисляется по предварительным коорди натам пунктов ,  
D - по формулам (4 . 5 . 1 ) ,  что позволяет искл ючить cosv. 
По теореме синусов можем написать 

D2 + v D . --- = -- ,  
sin z cos '1' 

D2 Da -- = -- ·  
sin z0 cos '11 

откуда , исключив cosv, находим 

. D sin z 
sш z = . 

(1 D0 (1 + v / DJ 
(4. 5 . 3 )  

Формул а  (4 . 5 . 3 ) позволяет найти значен ие зе н итного 
расстояния , приведенного к центрам пунктов.  

При редуцировании направлений к центрам пунктов 
вначале , как обычно ,  вводятся поправки за центр ировку 

и редукцию по формулам 

r = Ь.. sin(M + Е> 1 )  , s 
где S - расстояние на плоскости . 

Вместо S можно использовать 00 ,  выч исле н ное по 
предварительным геоцентрическим координатам 

(4 . 5 .4) 

З атем вычисляются угл ы м ежду направлениями на 
центры пунктов . Так как углы измеряются в го р изон ­

тальной плоскости, положение которой в геоцентрической 
системе координат не фи кси руется , то для приведения 

н аправлений к центрам пунктов можно и с п ол ьзовать 

только вертикальные углы , которые также отсчитываются 

от горизонтальной плоскости . 
На рис . 4. 1 3  LAOB - измеренный горизонтальный угол , 

который требуется привести к центрам пунктов А' и в· , Zл 
и z8 - приведенные к центрам пунктов зенитные расстоя-
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ния. Из сферического треугольника A'ZB' по теореме коси­

нусов получаем 
cos\3 = coszл cosz8 + sinzл sinz8 cosb = sinhл sinh8 + 

+ coshл cosh8 cosb, (4. 5 .5)  

где Ь = LAOB;  \3 - приведенный к центрам уrол ; hл ,  hв -
угл ы  возвышения точе к А' и в· над гор изонтом . 

Формулу ( 4 .5 .5 )  можно использовать для редуцирования 
к центрам пун ктов геодезических азимутов . Пусть на рис . 
4 . 1 4  АС является направле нием на север,  т. е .  hc = О, тогда 

cos A :0 = соs Алв cosh :в . 

где Алв - измеренный азимут в горизонтальной плоскости ; 

А :в - при веде н ны й .  

Найдем также приведенное допол н е н ие к азимуту 
направлен и я  на восто к ,  которое н а м  п о н адобится для 

в ыч исле ния п редвар и ­

z 

в 

тельных координат 

. А' sш = cos x 
х (90°-AA8) cosh:8 • 

где А' = LB'AW. 

Теперь р асс мотр е н ­
ные в иды измерений 
связаны тол ько с коо р ­
ди натами пун ктов на 
по ве рхности Земли , и 
ддя них могут быть в ы ­
ведены уравнения связи 
и поправок координат.  
Но прежде , ч е м  пер е й -

А В' ти к уравнениям попра­
вок,  необходимо paccмo-
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В о - п е р в ых,  зе н итные рассто я н и я ,  как отмечалось 
выше , используются для редуцирования к центрам пунктов 
горизонтальных углов,  поэтому их повторное использова­
ние при уравнивании сети привело бы к необходимости 
учета корреляции между пове рхностны м и  и ве ртикал ь­
н ы м и  угл ами . Кроме того , зе н итны е расстоя ния и угл ы  
возвыш е ния с вяза н ы  с ис п ол ьзованием н ор м ал и  п р и  
горизо нтал ьной пл оскости , которы е в геоцентрич е с кой 
си стеме коорди нат не фиксируются . По эти м  прич инам 
уравнивание зенитных расстояний нецелесообразно и было 
бы даже ош ибочным .  

Во-вторых, выше было рассмотрено приведение к цент­
рам пунктов горизонтальных угло в .  Есл и же н а  пунктах 
были и з мерен ы горизо нтальные  направл е н и я ,  то о н и  
образуют поверхностные углы , число которых определяется 
сочетанием из n по два , т. е. 

m = (n / 2) = n (n - l) / 2. (4. 5 . 6) 
Например,  при n = 2 m = l ,  при n = 3 m = 3 и т. д" 

причем получе нные угл ы 
я вляются независ им ы м и , 
так как функциональную 
связь м ежду ними можн о 
установить только через  
вертикальные углы , кото­
рые  были искл юче н ы .  
Таким образом , горизон ­
тал ь н ые направл е ния 

редуцируются в m поверх­
ностных углов .  

К а к  было показано в 
этом разделе ,  для редуци ­
рован ия из мерен и й  к 
центрам пунктов необхо­
димо вы числе н и е  их 
п редварительных геоцен­
трических координат. 

Р•с. 4.14. РедуQJ1роцв•е 
�Дe38'1eCll:Ol'O UlllQ'I'& 
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4 . 6 .  Вычисление предварительных геоцентри ­
ческих координат пунктов наземной сети 

Предварительные координаты пунктов спутн ико­
вой сети выбираются из соответствующих файлов наблю­
дений после их обработки фирме нн ым и пакетами прог­
рамм.  При наличии предварительных координат наземных 
пунктов х ,  у,  Н1 или В, L, Н1 вначале определяется геоде ­
зическая в ысота Н = Н1 + � . где � - высота квазигеоида 
для дан ного пункта , выбираемая по карте высот квазигео­
ида над рефере н ц-эллиnсоидом Красовского . Затем коор­
динаты х ,  у пере вычисляются в геодезические , которы е  
перевыч исляются н а  общи й земной эллипсоид, а затем В ,  
L ,  Н в геоцентрические координаты . Возможен и другой 
вариант. В начале геодезические координаты перевычисля­
ются в Х42 , У42 , Z42 с началом в це нтре референц - элли п ­
соида Красовского, а затем последние приводятся н а  общий 
земной эллипсоид с помощью соответствующих параметров 
трансформирования системы координат ПЗ-90 или WGS-84. 

Если указанных коорди нат нет и определяется новый 
пункт,  то его предварительные координаты вычисляются 
по приведенным к центрам пунктов измерен иям в зав и ­
симости от их состава. Предположим вначале , ч то  с пункта, 
геоцентрические координаты которого уже вычислены , 
выполнены наблюдения расстояния 00, зенитного расстоя­
ния z0 и азимута А. Азимут на данное направление может 
п е редаваться от другой исходной сторон ы ,  что будет 
рассмотрено ниже . 

Тогда м ожно использовать формулы 

cosA = - (Лх sinB cosL + Лу sinB sinL - Лz cosB) / D0; 
cosz0 = (Лх cosB cosL + Лу cosB sinL + Лz sinB) / D0 ; 

(4.6 . 1 ) 
sinA' = - (Лх sinL - Лу cosL) / D0, 

где cosB cosL, cosB sinL, sinB - направляющие косинусы 
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нормали ; - sin B  cosL, - sin B  sinL, cosB - направляющие 
косинусы направления на север (касательной к меридиа­
ну) ; - sinL, cosL, О - направляющие косинусы направления 
на восток (касательная к параллели) ; Лх/Л0, Лу/Л0, Лz/Do -
направляющие косинусы направления с известного пункта 
на определяемый ; В ,  L ,  Н - геодезические координаты 
исходного пункта . 

Умножив первое уравнение на cosB , второе на sinB ,  
н айдем 

Лz = D0 (cosA cosB + coszo sin B) .  

Теперь , умножив их соответственно на - s i n B  и cosB 
и сложив произведения,  найдем 

Лх cosL + Лу sinL = D0 (cosz0 cosB - cosA sinB) . 

С учетом третьего уравнения найдем 

Лх = D0 [ (cosz0 cosB - cosA sinB) cosL - sinA' sinL] ; 
(4 .6 .2) 

Лу = D0 [ (cosz0 cosB - cosA sinB) sinL + sinA' cosL] . 

Теперь координаты определяемого пункта 2 равны 

где Х 1 ,  У1 ,  Z1 - координаты исходного пункта . 
Так как горизонтальные углы и зенитные расстояния 

(для приведения первых к центрам пунктов) измеряются 
всегда , вероятнее всего, что D0 может отсутствовать , как, 
например , в триангуляции . Если зенитные расстояния тоже 
отсутствуют, то приближенно z0 может быть найдено по 
формуле 

Рассмотрим вначале способ передачи азимута от 
исходной стороны на другие направления. Азимут исходной 
стороны вычисляется по вытекающей из выражений (4.6 . l )  
формуле 
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А -Лх sin L + Лу соs L 
= arctg , 

-Лx sin B cos L - Лу sin B sin L + Лz cos В 
(4.6 .3 )  

где Лх, Лу ,  Лz - разность координат исходных пунктов . 
Формула (4 .6 . 3 )  может показаться ошибочной , так как 

исходная сторона может не лежать в горизонтальной плос­
кости (рис . 4 . 1 5 ) , однако легко доказать обратное . Дейст­
вител ьн о , уrол между векторами s и АВ равен 

cosA = - (Лх s inBcosL - Лу s i n Bs in L+Лz соs В )/dлв­
угол между векторами АВ и v равен 

sinA' = - (Лх sinL + Лу cosL)/dлв · 
Зенитное расстоян ие стороны АВ равно 

соszлв = (Лх cosBcosL + Лу cosBsinL + Лz s inB)/dлв · 

Приведем функции углов А и А' к горизонту , т .  е .  

соsАг = cosA/sinzд8 ;  

sinA' r = sinA/siПZдв· 

Так как теперь функци и относятся к горизонтальным 
углам , то 

А sinA; sinA' 
tg r =  = -- , 

cosA r cosA 
что и требовалось доказать. 

Необходимо отметить , что это свойство относится ис­

ключительно к функциям тангенса и котангенса.  
Приведем к горизонту и длину стороны АВ 

dлвг = dд8/sinZдв· 

Теперь, решая по теореме синусов ЛАВ' С ,  найдем дли­
ну стороны АС dдсг = dлвr sinj3/sin(a + /3) и приведем ее к 
центрам пунктов dлс = dлсг sinzлc · Аналогично поступаем 
с азимутом АдС' = Аг + а и соsАдс = соsАдс· sinzдc · 

Теперь мы снова возвращаемся к формулам (4 .6 .2 )  для 
нахождения разностей координат, формула dлс2 = Лхдс2 + 

220 
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+ ЛУлс2 + Лzдс2 служит контрольной. Заметим,  что в форму­
лах для вычисления разностей координат исходного и опре­

деляемого пунктов велич ины 

( cos z А с  cos В - cos Аг sin z А с  sin В) cos L -
- sin А r sin L sin z Ас ; 
( cos z Ас cos В - cos А г  sin z Ас sin В) sin L + 
+ sin А r cos L sin z АС ; 
cos z Ac sin В +  cos A ,  cos B sin Z Ac 

являются направляющими косинусами стороны АС в гори­
зонтальной системе координат. Поэтому могут быть пост­
роены другие схемы вычисления координат определяемых 
пунктов , сводящиеся к выч ислению длины и н аправляю­
щих косинусов сторон ы  между исходными и о предел яе ­
м ы м  пунктами .  

Таким же образом определяются предварительные ко­
ординаты остальных определяемы х  пункто в .  Для умень­
шения накопления ошибок целесообразно находить коор-
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ди наты определяемых пун ктов из нескольких треугол ьни­
ков или пересекающихся маршрутов.  В этом случае берется 
среднее из нескольких значени й .  Так как в предваритель­
ных координ атах пунктов ,  определенн ых относительн ы м 
методом , служащих исходными при вычислении  предвари­
тел ьных коорди нат остальных пунктов , возможн ы замет­
н ы е  сме ще н ия , то ре коме ндуется внач але уб рать эти 
смещения на исходных пунктах Г ГС или провести предва­
рител ьное уравни вание спутниковой сети . 

Как видно из схе мы вычислен и й , в резул ьтате полу­
чаются геоцентрические координаты , легко перевычисляе­
м ы е в геодези чес кие и п оэтому  на  дан ном этапе н ет 
необходи мости для привлечения карт высот квази геоида . 
Во всех вычисле ниях и при уравнивании высоты пунктов 
сохран я ются н е изм е н н ы м и .  П ри устране н ии с м ещений 
удаляются только горизонтал ьные составляющие ,  поэтому 
геоце нтрические координаты перевычисляются в плоские 

прямоугольные и после устранения плановых смещений -
снова в геоцентрические . Разделение плановых и высотной 
составляющих при всех вычислен иях - оди н из крае ­
угольных принципов обработки пространственных постро­
ений . П опытка привлечь неточные карты высот квазигео­
ида для использования при вычислениях сразу же нарушает 
согласованность измерений  и предварительных координат, 
приводит к резко му пон ижению точ ности конечн ого 
результата . 
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Г л а в а  5 

УРАВНИВАНИЕ 
РАЗНОСТЕЙ КООРДИНАТ 

� . 1 .  Вариавтw УР••••••н•• 
разностей координат 

Разл ич н ы е  вар ианты уравни ван ия р азн осте й 
координат возникают, во-первых ,  из поставленных целей 
создания геодезической сети , во - вторых , и з стре мл е ния 
сохран ить бол ее  высокую потен ци ал ьную точ ность 
с путниковых измерений .  Относител ьный метод позволяет 
почти на порядок точнее определять взаимное положение 
п ун ктов , ч ем в триангуля ции или другими назем ными 
м етодами . Если спутниковые измерения уравнивать , взяв 
за исходн ые пункты н азе мной сети , то ошиб ки этих 
пунктов распространятся по всей геодезической сети , что 
приведет к искажению положения определяемых пунктов 
и ухудшению оценок точности результатов уравнивания . 

Если потребител ю  важнее получить боле е точ ное 
взаимное положение пунктов,  то геодезическая сеть может 
б ыть уравнена как свободная ( с одн им исходны м 
пунктом ) .  Затем по методу наименьших квадратов сеть 
как же сткое построе ние может быть вставле на в сово­
купность исходных пунктов (определен ие эле ментов 
тр ансформирования - сдвиго в  и поворотов методом 
Резави ) .  Именн о  этот метод реализуется в ф ирмен ных 
пакетах программ.  В этом случае вза имное положение 
пунктов сохранится , но на исходных пунктах возникнут 
неустранимые координатные невязки. 

Кроме этих двух конкурирующих методов ,  возможен 
вариант уравнивания с буферной зоной . В этом варианте 
спутниковая сеть окаймляется тремя- четырьм я рядами 
треугол ьн и ков из наземной сети , и исходные пункты 
назначаются по наружному краю такой буферной зоны . В 
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данном случае из-за большого веса спутниковых измере­
ний взаимное положение пунктов спутниковой сети прак­
тически не исказится . 

Ошибки координат исходных пунктов в буферной зоне 
будут в значительной степе н и  погаше н ы .  Влияние  с пут­
н и ковых измере н ий на  наземную сеть будет ограни ч ено 
буферной зоной,  т .  е .  координаты пунктов назем ной сети 
за буферной зоной не изменятс я .  Этот метод особе н н о  
привлекателен для модерн изации городских и региональ­
н ых сетей спутниковыми методами .  Полученные из такого 
уравн ивания координаты пун ктов могут замен ить часть 
существующих каталогов ГГС . 

Именно уравнивание с буферной зоной потребует сов­
местного уравн ивания спутниковых и наземных изм ере­
ний . Что касается наземных измерений в сетях, заполняю­
щих спутниковые сети , то здесь проще вначале уравнять 
спутниковую сеть, затем ,  приняв координаты пунктов этой 
сети за исходные , уравнять остальн ые пункты назе м ной 
сети . Результаты фактически получатся такими же , как и 
при их совместном уравнивании .  

Таким образом, возможны четыре варианта уравнива­
ния спутни ковых измерений в зависимости от постав ­
ленных целей создания геоде зиче ской сети и наличия 
наземных измерений. Так как эти методы отличаются меж­
ду собой тол ько организацио н ными мерами ,  достаточно 
рассмотреть оди н  из н их  - метод совместного уравни­
вания спутниковых и наземных измерений. Дополнитель­
ный вопрос об определении элементов трансформирования 
координат в методе Резави будет рассмотрен позже . 

5 . 2 .  Ура•нении поправок в нормальные 
уравнении спутвиs:овых и:1мерениl 

Уравнения связи для разностей координат, опре­
деленных относительным методом ,  вытекают из формулы 
( 1 . 2 . 5) 
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ЛХнэм = ЛХ ( 1  + m) - ЛYroz + ЛZ 00у; 
ЛУизм = ЛУ ( 1  + m) + ЛХ ffiz - ЛZ rox; 
ЛZюм = ЛZ ( l  + m) - ЛХ rov + ЛУ Ых , 

( 5 . 2 . 1 )  

где ЛХизм • Л У.," , лz.," - измере н н ы е  значе н и я  разносте й 
координат; ЛХ, Л У, ЛZ - разности координат,  выч исленные 
по предварительным координатам пунктов;  m ,  rox , ffiy, ro2 -
эл е м е нты , согл асующ ие с и сте м ы  коорд и нат и сходных 
пунктов и измеренных величин (п р и  свободном уравни ва­
нии с одн и м  исходным пунктом эти элеме нты не вкл юча­
ются в уравнения с вязи ) . 

И з  уравне н и й  ( 5 . 2 .  l )  выте ка ют соответствую щ и е  
уравне ния  поправок 

+ БХj + ЛХ m - ЛУ ffiz + ЛZ ffiy - lлх. = Улх 
+ БУj + Л У m + ЛХ ffiz - ЛZ <Ох - lдv = v дУ Рд,  
+ dZj + ЛZ m - ЛХ (!) у  + ЛУ <Ох - /лz. = Vдz, 

где БХ , БУ , БZ - поправки в коорд и наты пункто в ;  
с вободные  •�лены равны 

fдх = ЛХизм - ЛХ; /ду = Л Уизм - Л У; /дz = ЛZюм - ЛZ ;  

v лх ,  v лv, v лz - поправки в измеренные разности координат; Рл = µ02 Кл- 1 (µ02 - априорная дисперси я еди ницы веса ;  
Кл - ковариационная матрица разностей координат) . 

Представим предыдущее уравнен и е  в матрич ном виде 

- [:�] + [:�] БZ . бZ . 1 ) 

+ С [ m ffix ffiy ffiz]т - Lл = Vд, Рл , 

где 

[1 О ЛZ -ЛУ] 
с =  1 -ЛZ О ЛХ ; 

1 ЛУ -ЛХ О 

( 5 . 2 .2) 
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Тогда н ормал ь н ы е  уравн ения , соответствующие 
уравнению ( 5 . 2 , 2 ) ,  при мут вид 

(5 . 2 . 3 ) 

где ЛU = [5Х 5У 5z]т. 
Суммируя частн ые  нормал ьные уравнения вида ( 5 . 2 . 3 )  

для каждо й п а р ы  пунктов ,  между которы м и  вы пол нены 
наблюдения , найдем общую систему нормал ьных уравне­
ний для всей  сети . 

Так как координаты исходн ы х  пун ктов при уравнива­
ни и не должны получать поправки ,  то строки и столбцы 
нормал ьной систе м ы , относящиеся к ним ,  обнуляются , а 
диагонал ьн ые элементы матрицы нормал ьн ых уравнений 
п риравни ваются к един и це .  Такой прием позволяет,  не  
изменяя размера системы уравнений ,  правильно решить 
ее . Естественно, что и в векторе свободных членов элемен ­
ты , относящиеся к исходным пунктам, также обнуляются , 
и наче умножение  единиц на диагонал и  на эти свободные 
члены исказило бы реше ние . 

И з ре ш е н и я  с исте м ы  уравне н и й  ( 5 . 2 . 3 )  получают 
уравнен н ы е  координаты пунктов сети и ковариационную 
матри цу для них 
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где µ2 - апостериорная дисперсия единицы веса, которая 
в ы ч и сляется по формуле 

µ 2  = L:Рл Lл + дU�Р,.. Lл - ЛUТРл Lл - wт ст Р,.. L,.. 
3(n - k) - 4  

где n - число измеренных сторон ;  k - ч исло определяемых 
пунктов .  

П р и  свободном уравниван и и  

Кроме того , из уравнивани я  получаются с истемати­
чес кие ош ибки масштаба и поворота . 

5 . 3. Урааво••• поврааок 
д.я• ваземвwх взмеревкl 

Прежде , чем рассматривать вопросы пересчета ре­
зультатов уравнивания в плоскую систему координат ,  
приведе м уравнения поправок для остальных видов изме­
рений , которые могут участвовать в совместном уравнива­
нии спутниковых и наземных данных. 

Уравнение связи для дальности ,  при веденной к цент­
рам пунктов,  имеет известный вид 

02 = лх.2 + лУ2 + лz2, 

откуда следует уравнение поправок 

ЛХ ЛХ ЛУ ЛУ ЛZ - - БХ ·  + - Бх .  - - БУ. + - БУ ·  - -- БZ ·  + D 1 D J D 1 D J D 1 

лz + - Бz .  - z0 = v 0 р D J ' о,  

(5 . 3 . 1 )  

(5 .3 . 2) 
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где /0 = Dизм - D ;  Ро  = µo2/m 02 ,  D - дал ьность , 
выч исл е н н ая по п редварител ь н ы м  коорди натам с 
испол ьзованием формул ы  ( 5 . 3 . 1 ) . 

Уравнения поправок для углов, приведенных к центрам 
пунктов ,  составляются для независимых  углов ,  получен­

ных при  приведении  измерен-

2 

5 

Pllc:. 5 .1 .  Схема вапраuевd 
ва ПJВпе А 

н ых направле н и й  к центрам 
пунктов. Например , для шести 
направле н и й ,  показан ных  на  
рис .  5 . 1 ,  независ и м ы м и  будут 
углы  l A2- l A6 ,  2А3-2А6 , 3А4-
3А6 , 4А5 , 4А6 , 5А6 . Здесь от­
сутствуют условия  пол юса и 
горизонта , и остаются только 
условия  треугольн и ков и сто­
рон . В качестве уравнения свя­
зи для углов используем фор­
мулу  выч исления  угла между 
двумя пространстве н н ы м и  
векторами 

А лх 1 2 лх 13 + лv12лv1 3 + лz12лz1з  
cos .., =  · ( 5 . 3 . 3) D12 D 1 J  
Обозначив направляющие косинусы сторон 

найдем уравнение поправок для угла в виде 

[cos a �  cos a � R( cos a �  cos a � )] dX 1 --- + -- - cos ... --- + -- + D13  D 1 2  D 1 2  D 1 3  sin /3 
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[cos a�  cos a�  A(cos a� cos a�  )] dY, 
+ + - cos l-' + -- + 

D1 3 D 12 D12 D13 sin l3 

[cos a�  cos a�  A( cos a�  cos a �  )] dZ 1 
+ ---- + - cos 1-' ---- + ---- -- + 

D13 D 12 D12 D 1 3 sin l3 

х А х v А v 
+ 

cos а 12 cos 1-' - cos а 1 3 dX + 
cos_� 12�_?S 1-' - cos а 13 dY + 

D12 sin l3  2 D 12 sin l3 2 
z А z х 13 х 

cos a 1 2 cos l-' - cos a 1 3 dZ cos a 1 ,  cos - cos a 1 ,  
+ . 2 + -' - dX з + 

012 sш р  D sin А 1 3 1-' 

v А у z А z 
+ cos a 13 cos l-' - cos a 12 dУз + 

cos a 1 3 cos l-' - cos a 1 2  dZ з _ 
D 13 sin l3  D , 3  sin l3 

(5 . 3 .4) 

где /р = (соsР изм - cosp )/sinp ,  но уч иты вая , что c osp "," -
- cosp = 2 s i n [ ( P иJм + Р )/2 ]  s in [ ( Р изм - Р )/2 ] , получае м 
/р = Ризм - р. 

Так как разности координат получен ы  с учетом ориен­
тирования очень высокой степени точности , в спутниковой 
сети можно был о бы н е  уч итывать азимуты , п олуче н н ы е 
астрономическим путе м . Но для совместного уравнивания 
с назем н ыми измерения м и  или для урав н и вания "чисто " 
наземных сетей в геоцентрической системе координат они 
м огут быть полезны м и .  

Уравнение связи для геодезического азимута выводится 
как угол между направле н и я м и  на се вер и на местный 
предмет - другой пункт. На рис . 5.2 пункт стояния 1 имеет 
координаты Х 1 ,  У1 , Z 1 ,  второй пункт 2 имеет координаты 
Х2 , У2 , Z2• Точка севера S имеет координаты Xs = Ys = О ,  
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аппли ката равна Z 1  + SA. Из треугольн и ка AS 1 со сторо­

ной Al = Jx ; + У,' искомы й отрезок раве н 

s 
А 

о 

SA = Jx; + У,' /tgB 1 •  (5 . 3 .4') 

Из формул ( 1 . 6 . 2 )  сле ­
дует, что 

z 
tgB = 1 

i (1 - Ne2 . )�х2 + у 2 
N + H . i 1 

Подставив  получен ную 
формулу в урав н е н и е  
( 5 . 3 . 4' ) ,  найдем 

ЛZ = Х� + у12 (1 - Ne2 ) · 
15 Z N + Н 

(5 .3 .5) 
Рис. 5 .1 .  Геодезический азимут 

Теперь уравнение связи 
для геодезического азимута можно записать в виде 

-(Х ,ЛХ,2 + У,ЛУ,2 )Z , + (х � + уп( 1 - N��)лz12 
cos a = --;:::::=================-D12 J(x� + ynz� + (х� + Yn1 [1 - Ne2 / (N + н)]2 

(5 . 3 .6) 

Обозначим s = Al ; n = 1 - Ne2/(N + Н) ;  d = Js'n '  + z; . 
Величина 1 - Ne2/(N + Н )  принимается за постоян ную , 
так как в окрестностях точки l радиус кривизны первого 
вертикала N практически не меняется. Оценим эту величи­
ну, если пункт 1 в результате уравнивания получит поправ­
ку 1 " . Ее можно представить в виде 
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е1 2 Н 2 1 - -- = 1 - е + - е 

1 _ Н N 
N 

Продифферен цировав это выражение по В ,  получим 

-�· е4 ( 1 + е2 sin2B)  s in B  cosB d B ,  откуда при Н = l км и 

В = � изменение dB = l "  приведет к изменению функ­
ции на 4 ·  I О-2я , т. е .  n можно считать постоянным.  

Из уравнения ( 5 . 3 . 6 )  следует уравнение поправок для 
геодезического азимута 

-�---�-- + cosa - - - + -- -- + [X2Z1 - 2X 1 (Z1 -ЛZn) (xl лх X1n 2 ]� dXI 
D12sd s2 D�2 d 2 sina 

+ + cosa - - - + -- --+ [ Y2Z1 - 2Y1 (z. -ЛZn) (у· ЛУ Y1n 2 ]� dYI 
D12Sd S 2 о;2 d2 sina 

+ +cos --+- --+ [Х1ЛХ + У1ЛУ + sn2 { ЛZ Z1 )� dZ1 
D12Sd о;2 d2 sina 

+ - cosa + -1-1 --2 + - cosa +-1-1 --2 + 

(
лх х z 

J
dX (ЛУ Y Z  ]dY 

D �2 D1 2sd sina D�2 D1 2sd sina 

+(-Dлz_2 cosa --
D
s_n_

d
)-�Z_2 - (ас.м - a)= v. , P  • . 

1 2 1 2 sша 

( 5 . 3 . 7 )  

В формулах (5 . 3 .4)  и (5 . 3 .7)  необходимо следить за  тем,  
чтобы s inp или sina не были  равн ы  нулю. Можно ,  напри­
мер, установить, чтобы при а, 13 :5 1 "  принималось значение 
l /sina = l /sinJ3 = 2 · 1 05 •  

Зенитные расстояния в уравнивание не включаются , 
так как они используются для приведения направлений к 
центрам пунктов, иначе пришлось бы учитывать корреля­
ции , возникающие между углами и зенитными расстоя­
ниями . Нивелирные хода уравн иваются отдельно .  Полу-
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че н н ые п о  н и м  нормальн ые высоты пун ктов и грают важ­
ную рол ь при уравн и ван и и сете й , созданн ых относител ь­
ны м методом космической геодези и ,  фактически заменяют 
собой карты высот квази гео ида . 

5 . 4 .  :К:овариационвwl анализ ошибок 
резул�татов уравиивани• 

В ре зул ьтате у рав н и ва н ия ге одез ич е с кой сети в 
обще зе м н ой с исте ме коорд и н ат получа ются уравне нны е 
координаты пунктов Х, У,  Z и и х ковариационная матрица 

Kxyz = µ2 Oxvz, 
где µ2 - апостериорн ая дис п ерсия еди н и цы веса ; Oxyz -
корреля ционная матрица определяемых пунктов (обратная 
матр и ца нормальн ы х  уравне н и й ) . 

П осле этого координаты и их ковариационную матри цу 
необходимо перевыч и слить в местную систему координат 
х" , у" , Н1 в следующей последовательности : 

- п ересчет координат Х ,  У, Z по формулам ( 1 . 2 .6 )  из 
обще з е м но й  систе м ы  к це нтру рефере нц - элл и п соида 
Красовского ; 

- пересчет координат Хк,  Ук , Zк по формулам ( 1 .6.4) в 
геодезические В , L, Н ;  

- пере счет ге одез и ч е с к и х коорд и н ат п о  фор м улам 
( 1 . 8 . 1 0) в систему 1 942 г .  или 1 963 г . ; 

- пересчет последних п о  формулам ( 1 . 8 . 1 4) или анало­
гичным формулам в местную систему координат.  

Каждое п реобразован ие  коорд и н ат вл е чет за собо й  
соответствующее преобразование ковариационной матрицы 
координат. Оно состоит в следующем . 

Пусть новые координаты В ,  L, Н являются некоторыми 
функц и я м и  исходных координат Х,  У, Z, и м е ю щих 
ковариационную матри цу Kxyz , 
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В = ЦХ, У, Z) ;  
L = f2(X, У ,  Z) ;  
Н = f3(X, У,  Z) .  

(5 .4. 1 )  

Продифференцируем функции ( 5 .4 . 1 )  по координатам 
Х, У, Z 

dB = � dX +  дfi dY + дfi dZ· 
дХ дУ дZ ' 

dL = дf 2 dX + дf 2 dY + дf 2 dZ· дХ дУ дZ ' 
dH = дf 3 dX + дf 3 dY + дf 3 dZ дХ дУ дZ 

(5 .4. 2) 

и вычислим математические ожидания случайных величин 

d UТ  = (dB ,  dL, d H ) ;  dvт = (dX, dY, dZ) 

M(dU, dUT) = А M(dv, dvT) лт, (5 .4. 3 ) 

где матрица производных [дf1 / дХ дf1 / дУ дf1 / дZ] 
А = дf2 / дХ df2 / дУ дf 2 / дZ · 

дf3 / дХ дf3 / дУ дf з / дZ 
Математическое ожидан ие вектора dU в лево й  части 

равенства ( 5 . 4 . З )  я вл яется ковариационной матрицей 
координат В ,  L ,  Н,  в правой части - ковариационной 
матрицей коорди нат Х, У, Z,  т . е .  

(5 .4.4) 

Теперь можем аналогично написать формулу для полу­
че н ия ковариац ионной матрицы координат в местной 
системе 

Кхм,ум,zм = А В. С D Kxvz D (,'f В�т А, (5 .4 .5) 

где из-за малости углов поворота и масштабной поправки 
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можно принять матр и цу О за единич ную Е 

С = - sin L cos L О . 

[- sin B cos L - sin В sin L cos В] 
cos B cos L cos В sin L sin В lcos у - а - d - ЬЛ у 

А = 2f Лх - sin у 
о 

, в , ++в sin у - ЬЛх cos y - а - 2сЛу 
о 

/sin  BcosB О] 
со;в � ;  

где а ,  Ь,  с ,  d ,  f - параметры местной системы координат;  
Лх = х - хо ; Лу = у - у0 ; у - сближе н и е  меридианов в 
начале местной системы координат. 

Общие м атр и ц ы  В1 , С, А, хотя и и м еют квазидиа­
гонал ьн ы й вид из  блоков вида В , ,  С ,  А, умн оже н ие на 
них дважды матрицы Kxvz является непростой задачей для 
больших геодезических сетей .  Допущенное здесь некоторое 
упрощение матриц впол не допустимо, если конечная кова­
р иационная матрица служит только для оценки точности 
результатов. Если же полученная ковариационная матрица 
будет участвовать в уравнительных вычислениях в местной 
системе координат, то , возможно,  придется использовать 
более строгие формулы .  

Так  как  ковариационная матрица нужна нам именно 
для первой цели , то ниже предлагается более простая схема 
оце н к и  точ ности получ е н ных результатов .  Для этого 
сначала рассмотрим некоторые свойства эллипса и эллипсо­
ида ошибок, которым соответствуют ковариационные мат­
р и цы координат определяем ых  
пун ктов .  

На рис .  5 . 3  изображен эллипс ,  
о с и  которого совпадают с ося м и  
коорди нат. Е м у  соответствует 
к о вар и а ц ионная матрица второго 
порядка 
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где � и Ja:: являются полуосями эллипса, а 1 2 выражает 
коррел я цию между координатами х и у. П ри совпаде нии 
осей элли пса с осями системы координат а 1 2 = О .  

При преобразовании системы координат, например при 
повороте вокруг начала  координат на некоторы й  угол а, 
ковариационную матрицу также необходимо соответствую­
щим образом преобразовать. 

Пусть матрица поворота имеет вид 

[cos а - sin а] е -- sin a cos a · 

Отметим,  что такие матрицы являются ортогональны­
ми,  так как 0ет = Е, т . е .  транспон ированная матрица 
является обратной к исходной. Для преобразования кова­
риационной матрицы, как отмечалось выше, ее необходимо 
умножить слева на матри цу 8, справа на ет. Тогда новая 
матрица будет иметь вид 

а �2 = а 1 1 cos а - _, 2 sш a cos a + а 22 sш а ' ]  [ 2 2а . · 2  

а 13 (а 1 1  - a 22 ) sш a cos a + a 12 cos 2a 

(а 1 1  - a 22 ) sin a cos a + a 12 cos 2a ] • 2 • 2а а 1 1 sш а + 2а 12 sш a cos a + а 12 cos 

Ясно,  что теперь элемент а 1 2' не будет равен нулю.  
Чтобы привести эллипс ошибок обратно к осям коорди­

н ат,  ковариационную матрицу н адо умножить слева на  
матрицу ет, справа на матрицу 0. Тогда недиагональный 
элемент а 1 2 снова становится равны м нулю, т. е .  • . 

' (  2 . 2 ) ' . о а 1 2 = ан sша cosa - а 1 2 cos а - sш а - а22 sша cosa = . 

Из последнего уравнения можно определить значение 
угла, на который следует повернуть эллипс, чтобы привести 
его к координатным осям .  

2 3 5  



Раздел и м  его на cos2a ,  тогда 

откуда 

1 1 + /( 1 1 )2 4 1 2 
-а " + а 22 - '\/  а 1 1  - а 22 + а 12 

tga = -----------2а�2 

( 5 .4 .6)  

( 5 .4.6') 

Чаще вместо этой формулы приводится другая , которая 
также получается и з уравнения ( 5 .4 . 6 ) .  

Так как 0, 5  а1 1 •  sin2a - а 1 2• cos2a - 0,5  а22' sin2a = О, то 

2а ' 
tg2a = 1 2 1 1 а , 1  - a z2 

(5 .4.7) 

Но учитывая , что tg2a = 2tga/( l - tg2a) , из последнего 
равенства легко получить предыдущее,  которое более удоб­
но для определения четверти , в которую попадает угол а .  
Здес ь четверть определяется по знакам числ ителя и 
знаменателя (табл . 5 . 1 ) .  

Т а б л  и u а 5 . 1 

+ 

+ 4 

2 3 

Как видно из рис. 5 .3 ,  здесь рассматривается не матема­
тическая система координат, а геодезическая , когда ось х 
направлена на север , а ось у - на восток. Для иллюстрации 
изложенного приведем небольшой численный пример.  

П р  и м е р  5 . 1 .  
Пусть исходному эллипсу ошибок (р11с. 5 . 3 )  соответст­

вует ковариационная матрица 
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к = [� �} 
П овернем этот элл ипс на 45° , тогда 

к
· = о,5 

[� 
- 1 ][2 о][ 1 1] = [ 4 -2] . 
1 О 6 - 1 L -2 4 

Как вид н о  из  дан н о го п р и м е ра , п р и поворотах след 
матри цы ,  т .  е.  сумма диагональ н ы х эле м е нто в ,  не  изме­
н яется ,  на чем и основано оцен и вание пол ожения пун кта 
по формуле 

М = Jm2 + m2 х у ' (5 .4 .8)  

•по не совсе м верно , так как пр и заданной вероятности Р 
точка не должна выходить за пределы эллипса ошибок. Т. е .  

для данного примера М � J6 ,  тогда как получается М = .J8 .  
Вероятность попадания точ ки в элли пс 

х 2  у 2  
- + - = 1 а 2  ь2  

вы числяется по формуле [ 1 ]  

(5 .4.9) 

где k = a/m, = b/my; а,  Ь - б ол ьш ая и м ал ая полуос и 
элли пса соответствен но .  

Зависимость величин k и Р показана в табл . 5 .2  и 5 . 3 .  

Т а б л и ц а 5 .2 

k о 1 2 3 4 5 

р о 0 , 3935 0 , 8647 0 , 9889 0 , 9997 1 
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Т а  б л и ц а 5 . 3 

р 0,05 О ,  1 0 , 3  0 , 5  0 , 7  0 , 8  0 ,9  0 ,999 

k 0 , 32  0 ,459 0 , 845 1 ,  1 77 1 , 552 1 , 794 2 , 1 46 3 ,  7 1 7  

Чтобы определить среднюю квадратическую ош ибку 
по какому- нибудь направл е н и ю ,  необходи мо задать е го 

направля ющие  коси н усы (cosp 
s inp) . Тогда 

М2 = [cosp s inp]x 

Например,  ось х имеет направ­
ляющие косинусы [ 1 1  ] , ось у - [ О l ] . 

:rк. 5 • .t. ОС8 коорД1111ат Для расс матр иваемого п ри мера 
• ЭJIJlllDCa mx = ± 2 ,  ffiy = ± 2 .  Определ им 

ошибки по направлениям р = ± 1t/4 

m(1t/4) = -Г2, m(-1t/4) = {6. 
Следовательно,  оси преобразованного эллипса располо­

жены так,  как показано на рис.  5 .4 .  
Для приведен ия этого элл ипса к осям координат, его 

необходимо повернуть в соответстви и с формулой ( 5 .4 .6 )  
на угол а = ± 1t/4 . Здесь знак " плюс " относится к оси х ,  
" м инус" - к оси  у .  В соответстви и  с вышеуказанной 
формулой имеем 

Рассмотри м  трехмерный эллипсоид вращения с кова­
риационной матрицей 
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[а " а 12 а , , ] К =  а а п а 2-' • 1 2  а 1з а 2-' а -'-' 

Здес ь нас будут и нтересов ать составля ющие о ш ибок 
по осям топоцентрической системы координат, оси которой 
совпадают с направлениями осей плоской системы коорди­
н ат .  Враще н и е  п о  ш и роте и дол готе осуще ствл яется с 
помощью м атри ц  

е · = о 

[ cos В' 

в 
- sin В' 

о 

1 О . 0 = - sш L  

sin В' ] [ co
.
s L 

' L 
О cos В' О 

sin L 

cos L 

о 

однако в наше й топоцентричес кой системе ос ь х нап рав­
ле на в другую сторону (на  север) , поэтому она становится 
л ево й ,  а не  п равой .  Направл я ющие кос ин ус ы этой ос и ,  
выраженные через геодезические координаты и объеди нен ­
н ые в матрицу, прин и м ают вид r- sin В О cos В] 

0 = о 1 о . 
8 

cos B О sin B 

П ере множи в м атрицы 08 и eL, находи м  [- sin B cos L - sin В sin L cos В] 
0 = - sin L cos L О 

cos B cos L cos B sin L sin В 
матрицу направляющих косинусов осей топоцентрической 
систе м ы  координат. 

Приведем эллипсоид ош ибок к осям топоцентрической 
систе м ы  координат ,  тогда 
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+ 2а 1 2 s in 2B sin L  cosL - 2а 1 3  sin B cosB cos L -

- 2а23 s inB cosB s in L; 

аУУ = а 1 1  s in2L + а22 cos2L - 2а1 2 s in L cosL; ( 5 .4 .  l О) 

анн = а 1 1 cos2B cos2 L + а22 cos2B s in2L + а33 s in2 B + 

+ 2а 1 2 cos2B sin L  cosL + 2а 1 3 sin B  cosB cosL + 

+ 2а23 s inB cosB s inL ;  

аху = а 1 1 s inB sin L cosL - а22 si n B  si n L  cosL + 

+ а 1 2 sin B  (s in2L - cos2L) - а 1 3 cosB sin L  + а23 cosB cosL; 

ахн = - а 1 1 sin B  cosB cos2L - а22 sin B  cosB s in2L + 

+ а33 s in B cosB - 2а 1 2 s inB cosB sin L  cosL + 

+ а 1 з cosL (cos2B - sin 2B) + а23 si n L  (cos2B - sin 2B ) ;  

аун = - а 1 1  cosB  s in L cosL + а22 cosB si n L  cosL -

- а 1 2 cosB (cos2L - sin2 L) - а 1 3 s inB s inL  + а23 si n B  cosL. 

По условию последн ие  три уравнения должны быть 
равны нулю,  т. е .  

а 1 1  si n B  sin L cosL - а22 s inB sin L  cosL + 

+ а1 2 sinB (sin2L - cos2L) - а1 3 cosB sinL  + а23 cosB cosL = О; 

- а1 1 sinB cosB cos2L - а22 sinB cosB sin2L + а33 sinB cosB -

-2а 1 2 s inB cosB sin L  cosL + а , 3 cosL (cos2B - sin2B) + 

+ а1з sinL (cos2B - s in2B) = О;  

- а , 1 cosB s inL cosL + а22 cosB s inL cosL -

- а1 2 cosB (cos2L - sin2L) - а1 3 sin B  sinL  + а23 sinB cosL = О. 

Умножив первое уравнение на sin B , третье на - cos B , 
найде м 

а 1 1 s in2 L - 2а 1 2 cos2L - а12 s in2L = О ,  
откуда 
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tg2L = 
2а 12 ______ , ( 5 .4. 1 1 )  

что совпадает с формулой ( 5 .4 . 7 )  для эллипса.  
И з  второго уравнения получаем 

2(a 13 cos L + a 2J sin L) 
tg2 B = ---2 - • • -2-- -- . ( 5 .4. 1 2) 

а 1 1 cos L + a , 2 sш 2L + a 22 sш L - a 33 

Формулы (5 .4. 10) позволяют вычислять средние квадра­
тические ошибки плоских координат без учета сближения 
меридианов.  Более строгими я вляются формулы 

m.2 = а 1 1 s i n 2B cos2L0 + а22 s in2B sin 2L0 + а33 cos2B + 
+2 (а 1 2 s in 2B sinLo cosL0- а 1 3 s i n B  cosB cos L0 -

- а23 si n B  cos B s inL0) ;  

m/ = (а 1 1  s in2Lo + а22 cos2Lo - 2а 1 2 s inL0 cosL0) cos2B ;  

( 5 .4 . 1 3 ) 

mн2 = а 1 1  cos2B cosLo + а22 cos2 B s in2L0 + а33 s i n 2B  + 
+ 2 (а 1 2 cos2B s inL0 cosLo + а , 3  s in B  cosB cosL0 + 
+ а23 s inB  cosB s inL0) ,  

где L0 - долгота осевого меридиана той зоны ,  к которой 
относятся коорди наты х, у. 

Рассмотрим возможность оценки точности функций 
плоских координат - расстояний и дирекционных углов . 
Так как расстояния инвариантн ы относительно поворотов, 
то будем оценивать ошибку расстояния не посредственн о  
в геоцентрической системе координат. Среднюю квадрати­
ческую ошибку дирекционного угла будем оценивать как 
ошибку направления в горизонтальной плоскости , перпен­
дикулярной к направле нию между пун ктам и . 

В случае уравнивания плоских прямоугольных коорди­
нат мы имеем эллипсы ошибок для пунктов ,  а оцениваемые 
функции вычисляются по координатам с помощью формул 
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Если продифференцировать формулы (5 .4 . 1 4) по коор­
динатам пунктов,  получим 

ds = - cosa dx 1  - sina dy 1 + cosa dx2 + sina dy2 ; (5 .4 . 1 5 ) 

da = (sina dx 1  - cosa dy 1 - sina dx2 + cosa dy2)/s ,  

т .  е . направляющие косинусы равны соответственно 

U, = ( - cosa - sina cosa sina ) ; 

Ua = ( sina - cosa - sina cosa) . 
Для дирекционного угла полученную поперечную к сторо­
не составляющую, кроме того , необходи мо подел ить на ее 
дл ину. 

Фрагмент ковариационной матрицы координат пунк­
тов ,  относящийся к данным пунктам i ,  j и умножаемый 
на направляющие косинусы ,  будет иметь вид 

m �' m �Y m " m 'Y 11 11 1) 1) 
m �Y 11 m YY 11 m �Y IJ m Y.Y IJ к = m '.' m 'Y m '.' ffi xy (5 .4. 1 6) ' ij )1 11 .11 JJ 
m Ч )1 m YY )1 m 'Y п m YY JJ 

где верхние и нижние индексы относятся к неизвестны м  
и номерам пунктов соответственно.  

Есл и  в ковариационной матрице координат пунктов 
эллипсы ошибок выбираемых пунктов расположены в 
обратном порядке , т. е .  элементы , относящиеся к первому 
пункту, расположены н иже элементов второго пункта , то 
фрагмент будет и меть другой вид 

242 



m '.' IJ ffi 'Y 
11 m '' 

JI m 'Y JI 
m 'Y m yy ху т УУ 

�i IJ JJ m ji JI 
(5.4. 1 7) = т '' ffi 'Y m " т �) ' 

JI JI 11 11 
т •У ffi yy m ч m >:Y  JI  JI 11 1 1  

т .  е. недиагональные блоки , связы вающие пункты , транс­
пон и руются , а сами элл ипсы ош ибок переставляются 
местами .  

Обозначи м  матрицы ( 5 .4 . 1 6 ) и ( 5 .4 . 1 7 ) в обобщенном 
треугол ьном виде 

т , m 2 m 4  т1 
Ш 3  ffi s Ш к  

К = m б m9 ' 

m ю  

тогда 
m,2 = cr,2 cos2a + 2cr,Y sina cosa + cr/ sin2a; (5 .4 . 1 8 ) 

щ/ = ( cr/ sin2a - 2cr,Y sina cosa + cr/ cos2a) ( р" /s)2 ,  

Н а п равля ющие косинус ы  направления  между пунк­
там и будут равны 

ЛХ ЛУ 
cos а = · cos J3 = --;::::======= 

.Jлх2 + лv2 + лz.2 , .Jлх 2  + ду2 + лz.2 
лz 

cos y = · 
.Jлх2 + ЛУ2 + лz.2 

Н аправляющие косинусы в поперечном направлении 
вычисляются как векторное произведение векторов в и t 
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= 
([cos B sin L sin В] [sin В cos Bcos L] [cos Bcos L cos B sin L]) ' 

D Х t cos � cos y cos y cos a cos a cos � 
где n - вектор нормал и ;  t - ве ктор направл е н и я  между 
пунктами.  Тогда получаем  направляющие косинусы попе­
речного направл е н ия в виде 

cosa = cosB s inL cosy - sinB  cos�; 

cosb = sinB cosa - cosB cosL cosy; 

cosc = cosB (cosL cos� - s inL cosa) . 

(5 .4. 1 9) 

Для вычисле ния ошибки расстоя ния  и дире кuион ного 
угла из общей ковариационной матрицы пунктов выбира­
етс я  фра гмент,  кото р ы й относится к расс матри вае м ы м  
пунктам 1 и 2 

к = 1 2  

к = 
2 1  

а 1 1  а 1 2  а 1 з  а 14 а 1 5  а 16 
а 1 2 а 22 а 2з а 24 а 25 а 26 

а 1 5 а 25 а 25 а 45 а 55 а 56 
а 16 а 26 а 26 а 46 а s6 а 66 

а 44 а 4s а 46 а 1 4 а 24 а з4 
а 45 а 55 а 56 а 1 5 а 25 а 35 
а 46 а 56 а 66 а 16 а 26 а 36 

а 24 а 25 а 26 а 1 2  а 22  а 23 
а 34 а 35 а 36 а 1 з  а 23 а 33 

Дл я обратного направлен и я ,  от пункта 2 к пун кту 1 ,  
ковариационная матрица будет иметь вид, представленный 
рядом с первой матрицей .  Для расстояния направляющие 
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косинусы равны (-cosa -cosb -cosy cosa cos� cosy) , поэтому 
получае м 

111 � = (а 1 , - 2а ,4 + а44) cos2a + (а22 - 2a2s + ass) cos2� + 

+ (азз - 2аз6 + щ6) cos2y + 2(а 1 2 - а24 - a1 s  + a4s) cosa cos� + 

+ 2( 1 з - аз4 - а , 6 + а46) cosa cosy + 2(а23 - азs - а26 + as6) х 

х cos� cosy. ( 5 .4.20) 

Для  дирекцион н ого угла  поперечную составляющую 
необходимо поделить на расстояние ,  поэтому получаем 

111 � = [ (а 1 1  - 2а 14 + а44) cos2a + (а22 - 2a2s + ass) cos2b + 
+ (азз - 2аз6 + абб) cos2c + 2(а 1 2  - az4 - а 15 + а45) cosa cosb + 

+ 2(а1 3 - а34 - а , 6 + а46) cosa cosc + 2(а23 - азs - а26 + as6) х 

х cosb cosc] (р" /0)2 , 
где D - расстояние между пунктам и .  

Здесь также не  учтено сближение меридианов, которое 
и спол ьзуется при  переходе от геодезического азимута к 
дирекционному углу 

а = А - у + о,  (5 .4 .2 1 ) 

где А - геодезический  азимут; о - поправка за кривизну 
изображения геодезической линии  на плоскости . 

Однако при оце н ке точ ности такое пренебрежение в 
2-3°  впол не допустимо и полностью компенсируется прос­
тотой алгоритма по сравнению с необходимостью вычисле­
ний по формуле ( 5 . 4 . 5 ) .  

Для учета сближения меридианов при  вычислении 
направляющих косинусов по формулам ( 5 .4 . 1 8 ) следует 
принять для всех пунктов данной зон ы  L = L0, где L0 -
долгота осевого меридиана зон ы ,  так как сетка абсцисс 
паралельна осевому меридиану .  Поэтому дополнительно 
придется определять, в какую зону попадает данный пункт. 
Неучет поправки о не повлияет на результаты даже самого 
строго уравнивания полученных функций в местной системе 
координат, если такое уравнивание потребуется проводить. 

245 



Г л а в а  6 

Н ЕКОТ О РЫ Е  П РО БЛ ЕМ Ы 
П РО СТРАН СТ В Е Н Н О Г О 
УРАВ Н И ВАН ИЯ 

В предыдущих гл авах и зложе на основная схема  
уравнительных выч ислений  в пространственной прямо­
угол ьной системе координат. Однако при ее реализац и и  
возникает ряд проблем ,  для преодоления которых необхо­
ди м ы  специальные технологические меры . 

Это, прежде всего , получение в пространственной сис­
теме координат исходных пунктов. Как известно, при пере­
счете плоских координат пунктов в пространственные не­
обходимо использование геодезических высот, которые яв­
ляются сум мой нормал ьных вы сот и высот квазигеоида. 
Точность высот квазигеоида , взятая с карт, составляет по 
России от 2 м на европейской части территории до 4-6 м 
на востоке . Если даже точность разности высот квазигеоида 
на небол ьшой территории составляет нескол ько децимет­
ров,  это непоправимо искажает результаты уравнивания .  
Для координат одного исходного пункта , как при свобод­
ном уравнивани и ,  высоту квазигеоида можно принять ну­
левой , и тогда нормал ьные высоты определяемых пунктов 
будут вычислены относительно этого исходного в предпо­
ложении ,  что высоты квазигеоида на всех пунктах равн ы .  
Но если исходных пунктов будет больше,  ошибки высот 
квазигеоида на них будут непосредственно влиять на ре­
зультаты уравнивания , причем не только высот, но и пла­
новых координат, так как в геоцентической прямоугольной 
системе все координаты взаимосвязаны .  

Вторая проблема состоит в том ,  что есл и  координаты 
исходных пунктов даны в условной  системе  координат ,  
то для перехода от них в общезе мную систему координат 
необходимо знать ключи местной системы и параметры 
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пе рехода от государстве н ной систе м ы  коорди нат к 
общезем н о й .  Есл и парам етр ы перехода явля ются 
открыты м и  и опубл и кован ы в печати , то ключ и местной 
системы закрыты и они доступ ны не всем производителям 
геодезических работ с помощью спутниковой ап паратуры .  
Это приводит к легальному или нелегал ьному распростра­
нению закрытых данных ил и  изобретению доморощенных 
способов их определения . П реодолен ие этой проблемы с 
помощью математических расчетов п ривело бы к потере 
интереса к таким данны м .  П ричем предлагаемые методы 
определ е н и я  кл ючей позвол я ют определять их пр ибл и ­
же нные значения для одноразового использования ,  кото­
рые вкл юч ают разного рода смещения  в набл юдениях и 
вы числ ениях . Однако при  налич и и  безошибоч н ых коор ­
ди нат в двух системах методики дают возможность полу­
чать и точн ые значения ключей , поэтому знание этих мето­
дов м ожет помоч ь пр и разработке более эффе ктивных 
ключе й  и их сохране н и ю. 

Наконе ц ,  после определе н ия уравнен н ых коорди нат 
пун ктов в пространстве нной прямоугол ьной системе воз­
никает проблема получения нормальных высот определя­
емых пунктов , которые интересуют потребителей.  Эта проб­
лема связана с получением местной карты высот квазигео­
ида, которая не всегда совпадает с официальным и  картами 
из-за ряда п рич и н ,  частич но анал изируем ых ниже . Точ ­
ность определен и я  высот квазигеоида по местной карте 
зави сит в основном от точности н ор мал ьны х в ысот на 
исходн ых пунктах ,  которые  на пунктах А ГС получаются 
из геометри ческого н и вел ирован и я  и и м е ют п р и м ер но 
такую же точ ность как спутниковые относ ительн ые  
измерения.  Можно обойтись без карты высот квазигеоида 
в тради ционном ее понимании ,  есл и  испол ьзовать 
математические методы интер поляци и  высот с исходных 
на определяемые пункты , тем более , что высоты квазигео­
ида изменяются весьма плавн о ,  кроме текто нически 
активых регионов . 
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6 . 1 .  Получение простравстаенных пр•мо­
уrольных к:оординат исходных пунк:тов 

6. 1 . 1 .  Традиционные методы 
получена• высот паэиrеоида 

Понятие высоты квазигеоида введено М . С. М оло­
де н ск и м в 1 945  году в работе " В неш нее гравитационное 
поле и фигура Земл и "  и определяется и м в виде 

1 -� = - L,  Tn , У n 
где у - значение нормальной силы тяжести в данной точке ; 
Т11 - возмущаю щи й поте н циал простого слоя .  

В первом приближе н и и  вы сота геоида определяется 
формулой Стокса 

1 � = - J (g - y)S(w)dcr ,  
4TT"YR 

где R - радиус Земл и  как сферы ;  g-y - аномал и я  силы 
тнжести в свободном воздухе ; '11 - дуга большого круга от 
данной точки до текущей ;  а - поверхность шара; функция 
Стокса равна 

S( '11) = cos ее '11 - 6 sin '11 + 1 - 5 cos \jf - 3 cos \jf ln( sin '11 + sin 2 '11 ) .  
2 2 2 2 

Обы ч но этот интеграл заменяют сум м ированием по  
площадкам ЛS ; средних значений аномалий Лg; 

(6. 1 .  l )  

Значения Лg; должны быть известны дл я  всех трапеций ,  
поэтому применяются разл ичные способы заполнения "бе­
л ы х п яте н " .  Кроме того , фун кция  Стокса не  убы вает с 
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возрастанием \jl, поэтому аномалии ,  расположенные на 90° 
и даже на 1 50- 1 60° от исследуемой точки , весьма заметно 
влияют на величину � ( 2 2 ] .  Хотя наибольшее влия ние на 
высоту геоида оказывают це нтрал ьное точечное значение 
и бл ижайшая зона к исследуемой точ ке , значение высоты 
получается довол ьно сглажен ным и с точностью не луч ше 
нескольких дециметров.  

Другим способом получения высот квазигеоида явля­
ется вычисление по разложению в виде сферических функ­
ций [66]  

fМ - (а ) n+I n 
i; = - I, _е I, (лс""' cos mЛ + S "11, sin mЛ)P,,," (sin q>) , ( 6 . 1 . 2 )  а с"(  n=l f m=U 

где fM - геоцентрическая гравитационная постоя н ная ; 
а. - бол ьшая полуось зем ного элли псоида ;  r - радиус­
вектор исследуемой точки;  Cn1n , Snm - коэффициенты Г П З ;  
Pnm ( s i nq>) - сферические  фун к ци и ;  q>, Л - сфе р и ческие  
координаты точки ; ЛCnm = Сnш - С011ш ,  С0""' - соответству­
ющий зональный коэффи циент. 

Даже при использовании разложения до 360 степени 
и порядка эта формула дает сглаженные значения высоты 
квазигеоида на площадках со стороной  5 0  км .  Модел и 
точечных  масс также дают с глаже н н ы е  значения  в ысот 
квазигеоида . 

В настоящее время на морских поверхностях высоты 
квази геоида определя ются с помощью с п утни ковых 
радиовысотомеров с точностью около 1 дм .  На  суше при 
уравнивании астрономо-геодезических сетей обы чно при­
меняют метод астрономо-гравиметрического нивелирова­
н ия .  П ри этом методе астрономо-геодезические высоты 
квазигеоида, полученные на астропунктах , интерполируют­
ся на остал ьные пункты сети через  грави метрические 
высоты . 

Относительный метод космической геодезии позволяет 
получать высоты квазигеоида с точностью , сравнимой с 
тригонометр ическим н ивелированием . 
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6. 1 .2.  Получение высот uазиrеоида относительным 
методом космической rеодезии 

Чтобы проилл юстрировать сущность метода и его 
возможности , рассмотрим пример создания опорной межевой 
сети с помощью одноч астотной аппаратуры Dimens ion 
(Ashtech) ,  схема которой представлена на рис .  6 . 1 .  

Условные обозначения :  
О - исходн ые пун кты 

Рве. 6. 1 .  Схема межевой сети (20 пув1tтов, 34 сторовw) 

Пун кты 5 и 6 были получены в резул ьтате простого 
осреднения по ближай шим исходным пункта м .  Их точ ­
ность оказалась невысокой,  поэтому в некоторых вариантах 
они также были приняты за определяемые. В табл . 6 . 1 пред­
ставлены измеренные разности координат и их ковариаци­
онные матрицы, в табл . 6.2 - предварительные координаты 
пунктов ,  выбранные из /-файлов .  
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Т а б л и ц а 6 . 1 

Разности координат и их ковариацвоввые матрицы 

Сто- DX к Kxz 
DY к xv Kyz 

рана хх к ·  DZ у у  Kzz 

1 2 3 4 5 

1 - 2 -3 , 5 5 8 1  0,8909472 1 0 , 3 7909 2 89 3 6  О ,  7 5 3 09 72 2 2 3  
1 , 5 044 0,43 349056 0 , 5 2 5 3 090488 
1 ,6083 1 , 8287 1 5 2 9  

3 - 4 2 3 78,09 5 1 1 ,75 1 6 5 2 2 5  1 ,02645 1 0 1 3 1 .4420247 1 9  
- 1 79 5 3 , 1 1 96 1 , 5 647508 1 2 ,058883 8298 

6 1 75 ,6 1 88 5 , 3 7405 1 24 

3 - 5 -5 1 83 ,6 6 9 6  1 , 97205 849 1 ,  1 8 2 2 2 3 9 9 8  1 ,6 9 9 6 3 2 7 1 5 8  
-2 8540,5 3 6 9  1 ,9686896 1 2 , 6 2 1 1 0445 1 1 

1 4 820,86 3 8  6 , 9 2 2 6872 1 

3 - 6 9 787,8 5 3 5  0 , 2 73 2 1 5 2 9  О, 1 8404 7897 0, 2 3 6 3 1 7897 
- 1 8690, 1 3 1 8  0 ,2846 2 2 2 5  0,24 1 2 00685 

2 3 76 , 8 2 5 8  0 ,6076 2025 

4 - 5 -756 1 , 76 4 8  0 , 2 73 2 1 5 2 9  О, 1 8404 789 7  0 , 2 3 6 3 1 7897 
- 1 05 87.4 1 75 0,2846 2 2 2 5  0 ,24 1 2 006 85 

8645 , 2 3 3 6  0 ,6076 2025 

4 - 6 7409 , 76 2 3  0,26 9 3 6 1 0, 1 02476 5 5  0 , 2 2 5 86 2 5 72 
- 7 3 7,006 0, 1 5 5 9460 1 О, 1 6 1 9409869 

-3 798,7769 0,7004 0 1 6 1  

7 - 5 4 2 , 3 5 5 2  IJ,4703 2 1 64 0 , 3 1 2 1 7273 1 0 ,4224377 1 24 
- 1 05 3 0 , 2 83 7  0,49042 009 0,4 1 72 2 6 1 3 46 

4 3 2 6 , 5 6 5 9  1 ,0 1 969604 

7 - 6 1 5 0 1 3 , 88 1 5  0,69 5 3 89 2 1 0, 3 3 7209 1 464 0,6 2 3 857268 
-679 ,8755 0 , 5 2 1 4 2 84 1  0,4 76 1 2 3 85 6  

- 8 1 1 7 ,44 1 9  1 ,607824 

8 - 5 - 1 9 5 2 8 ,6 1 5 6 1 ,6 9 2 6 0 1  0, 8 1 1 4 3 3 7  2 , 3 64 9 2 6 5 76 
5 5 1 2 ,4 6 3 8  1 ,0805 6025 1 ,2 5 04 5 6 1 3  
866 1 ,79 5 7  7 , 1 4 599824 

8 - 6 -45 5 7 ,089 3 1 ,004805 76 0,4 1 977504 8  1 ,096866 1 76 
1 5 3 6 2 , 8742 0,60 1 4002 5 0,72 7 3 5 6 96 

-3782 ,2 1 74 3 , 8 1 8 1 1 6  

9 - 5 5 4 2 8 ,5 7 1 1 - 1 , 3 5 2 5 6 9  0,997884 2 3 8  1 , 1 1 2 1 734 1 1  
3 9 3 3 ,9 3 74 - 1 ,9785 2 3 5 6  1 ,05 8460873 6  

1 4 2 3 , 59 1 1  2 ,4 5 76 8 3 2 9  

9 - 6 20400, 1 06 8  1 ,6 3 4 5 6 2 2 5  2 ,0 3 5 9 2 1 7 5 5  1 ,9 5 0 3 5 94 2 1 
59 1 6 ,4773 5, 1 75 1 700 1  3 , 76 3 6446078 

- 1 3 86 7 , 5 9 2 4  4 ,6 1 64 8 1 96 

1 0 - 1 1  1 6 3 6 , 9 8 3 9  0,74 1 3 2 1  0 , 3 3 8 83 0 1 9 1  0 , 3 0 1 1 1 5808 
1 6 9 1 ,8 1 27 0 ,70 1 07 1 29 0 ,7442 6 9 2 7 1 6  

- 1 626 0 1 2 1  2 1 2 3 43 1 84 
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1 2 3 4 5 
1 2  - 2 4 1 9 1 , 3 006 3 ,696775 29 1 ,573 1 39 68 1 1 3 , 3 6 1 1 872 3 2  

- 1 5 3 30,6483 1 , 79908569 2,  1 884865 408 
4030,06 88 8 ,48906496 

1 2  - 1 4 1 9 4 , 8 5 84 1 ,65482496 О, 76 3 9 942464 1 , 5 9 2949 1 2  
- 1 5 3 3 2 , 1 5 3 1  0,8886 8 3 2 9  1 ,090798 1 7  

402 8 , 4 5 87 4 , 1 209 

1 3  - 1 4  - 3 4 8 ,9 6 87 0 , 3 7429924 0, 1 6 3 7 2 6 8 5 7  0 , 3 8 5 1 03 6 2 8  
40,0003 0 , 3 5 3 6 6809 0 ,2879 5 3 74 

1 76 ,006 3 1 ,4 6 5 3 1 02 5  

1 3  - 1 5  -4730,9 5 86 0,98089 2 1 6  0 ,57 1 9 6 78848 1 , 26483 984 
1 3 5 0,6404 2 ,  1 9 2 76 86 4  1 , 3 2 3 79 0776 
2 09 1 ,9 8 1 2  6 , 5 2 3 9 3 76 4  

1 4  - 1 5  -4 3 8 1 ,9974 0,766 5 770 1 1 2  1 , 2 9 5 85 8 1 6 3 6  
1 3 1 0, 6 3 3 2  1 ,03 3068896 2 , 3 6 9 1 3664 1 ,6 1 6 09 5 3 5 3 6  
1 9 1 5 ,973 5 6 , 2495 000 1 

1 6  - 1 7  -7 1 9 5 ,6 4 5 5  1 ,  1 4789796 0,8473 3 4903 8 0,95 1 1 3 9 6 3 5 6  
-7992 ,8845 1 ,05 4 9 3 44 1 0 ,95 1 45 6 1 3 9 2  

73 1 5 ,73 2 5  1 ,6 5 5 3 3 9 5 6  

1 8 - 1 9  1 2 1 44 ,4 1 1 4  7 , 5 9 05760 1 3 ,4 1 1 2 876772 8 , 7773 9 5 9 4 7  
-42 26 , 1 5 5 3  2 , 5 1 9 8 3 876 3 , 6 5 5 8 4 5 696 
-5007 , 5 9 3 2  1 ,4 73 3 3 1 4 5 6  

5 - - 6 1 49 7 1 , 5 3 09 0,3 1 606884 О, 1 9 404 78276 0 ,3 1 2 2 2 3 3 9 2  
985 0,4 1 45 0 , 3 5 4 1 4401  0 ,2809 2 0 5 2 5 6  

- 1 2444 ,0044 0,85673 5 3 6  

6 - 2 - 1 0048,0585 2 , 0 1 3 8448 1 0,8003724 1 ,6 5 6 94 1 1 6  
-449 1 , 5428  0 ,8836  0 ,95 1 2 048 

7448 ,5 777 3 , 786 9 1 6  

6 - 1 - 1 004 4 , 5 007 1 , 1 5906756 0 ,53 2 09 3 4 0 1  1 ,04 1 804288 
-4493 ,04 9 3  0,6 1 544025 о, 74649 2544 

7446 ,9665 2 , 60 1 1 2 3 84 

6 - 1 0  - 1 3 6 2 4 , 6 5 9 3  1 ,46023056 0,49 1 3 886096 0,48766 1 9 04 
2 2 84 , 2 5 9 5  0,9 3 74 1 1 2 4 0,99 3 09 72 6 3  
6 6 70,03 83 2 ,82744 2 2 5  

6 - 1 1  - 1 1 987,6709 1 ,2 3 5 209 96 0,4722 1 1 6 3 2  0,62073 9 1 2 8 
3 976,0678 0,8 1 72 1 6  0 , 73 2 1 080 1 6  
5 044 ,0 1 3 8 0 ,94 9 6 5 3 6 9  

6 - 1 2  - 1 4 2 3 9 , 3 5 9 4  0,82682649 0 ,386707 1 04 0,8246 878 1 64 
1 083 9 ,  1 02 3  0,44 1 5 6025 0, 5 4 3 3 882 3 
3 4 1 8, 5022 2 , 2 1 057424 

6 - 1 7  -9803 , 1 44 2  0 , 5 5 8 1 5 84 1 0 , 3 6 3 2 2 05 9 5 4  0,403 4 4 6 7007 
-473 4 , 5 76 0,49646 1 1 6 0,44 5 1 08502 8 
74 1 9 , 8 1 5 6 1 ,038 1 5 72 1 

6 - 1 3  - 5 883 ,85 2 7  0,84 5 2 9 6 3 6  0,3 8 1 845 208 1 ,  1 9 3 79493 
1 0 1 , 84 2 1 1 ,07806 6 89 1 , 2 9 4 2 5 3 4096 

3 1 97 , 1 007 6 , 74 3 8896 1 
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1 2 3 4 5 

6 - 1 4  -6 2 3 2 , 8089 1 ,085 9 72 4 1 0,5 3 2 85 07404 1 , 3 749 2 1 7296 
1 4 1 ,848 1 , 3 50476 4 1 1 , 6 2 9 074 7777 

3 3 73 , 1 1 3 9 7 ,5 5 5 3 5 1 6 9 

6 - 1 9  2 7 1 4 ,8 2 1 2  7,5 2 1 3 06 2 5  3 ,603 3 9 8 1 75 6 ,4 3 2 5 2 5 5 2 2 5  
- 3 5 9 8,06 6 8  2 ,8 3 754025 3 ,046 5 4 6 2 72 

-66 , 1 5 9 3  7 , 9 85 7 1 08 1  

6 - 1 6  -2607,4 9 9 8  0,564902 5 6  0 , 3 9774672 0 ,43488 1 02 1 2  
3 2 5 8 , 3 1 05 0 , 5 4 02 2 5  0 ,54465 1 905 

1 04 ,0857 1 ,0304 2 8 0 1  

6 - 1 8  -942 9 , 5 9 3 4  3 , 268502 4 1 1 ,7443 703 94 2 .7079 1 5 464 
6 2 8 , 0882 1 , 5 3 0 1 6 9 1 ,200404 5 9 2  

494 1 , 4 2 8 2  4 , 4 5 04 1 2 1 6  

6 - 20 - 1 2 2 2 5 , 34 6 5  3 ,77874 72 1 3 ,6 75 1 8982 5 3  3 .3 6 8 3 024445 
9 2 5 , 8069 6 ,7075 !!2 0 1  5 , 1 1 9 7 2 7 2 6 9 5  

644 8 , 5 746 5 ,9 5 6 04025 

6 - 1 5  - 1 06 1 4 . 8 1 2 9  1 ,0292 1 02 5  0,6 3 6063094 1 , 5 2 5 79 7855 
1 45 2 ,4772 2 , 3 3 84 5 2 6 4  1 ,9 3 9 1 3 2 644 

5 2 89 ,083 8 ,69660 1 

Примечаиве. Элементы ковариационной матри ц ы увел иче н ы 
в 1 0  ООО раз . 

Т а б л и ц а 6 . 2  

ПреД8арвтельвые координаты пунктов 

Номер х у z пункта 
1 2 3 4 

1 2 9 3 7  9 2 2 ,7402 2 1 74 3 6 2 ,0896 5 2 09 666,4265 

2 2 9 3 7  9 1 9 , 1 82 1  2 1 74 3 6 3 , 5 9 4 1 5 2 09 6 6 8 ,034 8  

3 2 9 3 8  1 79 , 3 007 2 1 9 7 54 5 , 1 083 5 1 99 84 2 , 6 1 2 2 

4 2 940 5 5 7 , 3 9 5 8  2 1 79 59 1 , 9 887 5 206 0 1 8 ,2 3 1 

5 2 9 3 2 9 9 5 , 6 3 1 1  2 1 6 9 004 , 5 7 1 3  5 2 1 4  6 6 3 ,476 

6 2 947 9 6 7 , 1 54 2  2 1 78 854 ,9765 5 2 02 2 1 9 , 4 3 79 

7 2 9 3 2  9 5 3 , 3 5 8 8  2 1 79 5 3 5 ,0574 5 2 1 0  3 3 6 , 8908 

8 2 9 5 2  5 2 4 , 3 3 3  2 1 6 3 4 9 2 . 2 8 1 5 2 06 00 1 ,8629 

9 2 9 2 7  5 6 7 , 2 2 3 8  2 1 72 9 3 8 , 7789 5 2 1 6  086 ,9865 

1 0  2 9 3 4  3 4 2 , 5 8 1 5 2 1 8 1  1 3 9 , 3 9 84 5 208 889 ,4983 

1 1  2 9 3 5  979 , 5 6 5 4  2 1 82 83 1 ' 2  1 1 1 5 207 2 6 3 ,4863 

1 2  2 9 3 3  727,88 1 4  2 1 89 6 9 4 , 2 4 1 2  5 2 05 6 3 7 , 9 6 2 2  
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1 2 3 4 

1 3  2 942 083 , 3 882 2 1 78 9 5 6 ,9 8 1 5 205 4 1 6 , 5607 

1 4  2 94 1 7 3 4 , 4 1 9 5 2 1 78 996 , 98 1 3  5 205 59 2 , 5 6 7 1  

1 5  2 9 3 7  3 5 2 ,4296 2 1 80 3 07 ,6 2 1 5  5 2 07 508,54 1 9  

1 6  2 945  3 5 9 , 74 1 2 1 8 2 1 1 3 ,4494 5 202 3 2 3 , 5 4 5 7  

1 7  2 9 3 8  1 64 ,09 5 5  2 1 74 1 20,5649 5 209 6 3 9 , 2 782 

1 8  2 9 3 8  5 3 7 ,6 4 75 2 1 79 483 , 2 2 7 1  5 2 0 7  1 60, 8883 

1 9  2 950 6 8 2 ,05 89 2 1 75 2 5 7,07 1 8  5 202 1 5 3 , 2 9 5  

2 0  2 9 3 5  74 1 ,8943 2 1 79 780 , 9 4 5 9  5 2 08 66 8,0346 

П р и фор м и рован и и  п оследнего файла за п редвар и ­
тел ь н ые п ринимаются те коорди наты пункта , котор ые  
встречаются впервые при считыван и и  файлов разностей 
координат ,  в данно м  случае /-файл ов .  П оследующи е 
значения координат этого пункта , имеющиеся в /-файлах 
и гнорируются . 

В табл .  6 . 3  п риведе н ы  значен ия  координат пунктов , 
полученные из нескол ьких базисных л ини й ,  и максималь­
н ы е расхождения  между одно и ме н н ы м и  коорди ната м и  
( последние три графы) .  Все значения даны в сантиметрах, 
в координатах общие части исключены .  Как видно из этих 
данных, координаты пунктов отличаются до 3 дм ,  что под­
тверждает необходимость уравнивания геодезической сети , 
построенной относительны м  методом , при точных геодези­
ч еских работах . Дл я  картографи ч еских цел е й  можно 
обойтись простым осреднением одноимен ных координат. 
Координаты пунктов ,  не  приведенные в табл . 6 . 3 ,  прини ­
мал ись п р и  выч ислении разностей координат з а  ведущие ,  
п оэтому их  координаты из разных файлов не расходятся 
между собой . 

Так как геоцентрическяе прямоугольные координаты 
не согласованы между собой с помощью измерений ,  предва­
рительно необходи мо вы полнить свободное уравнивание 
сети с одни м  исходным пунктом . Для этого предварител ь­
н ые координаты л юбого из  пунктов могут быть приняты 
за исходные . Желательно, чтобы исходный пункт распола-
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Т а б л и ц а 6 .3  

Номер х у пункта z бХ бУ бz 
1 4 ,02 8 ,96 2 , 6 5  -0,03 -0, 1 5  -0, 5 6  

3 ,99  8 ,8 1 2 ,09 
2 8 , 2 1 9 ,4 1  3 ,48 0,04 0 , 3 2  0,6 7 

8 , 2 0  9 ,2 9  3 , 1 0  
8 ,24 9 ,6 1  3 ,77 

4 3 9 , 5 8  1 9 8,87 2 3 , 1 0  5 , 76 1 0, 5 2  -9 ,04 
4 5 , 2 2  2 09 , 3 9  1 4 ,06 

5 6 3 , 1 1 5 7 , 1 3  47 ,60 1 6 , 3 8  2 7 ,03 - 1 0, 1 8  
6 4 , 74 67,64 3 7 ,42 
7 1 ,40 77 , 3 8  45 , 6 7  
7 1 , 74 74 , 5 6  6 5 ,86 
72 , 86 7 5 , 9 5  4 7 , 1 8  
79 ,49 84, 1 6  3 9 , 5 4  

6 1 5 ,42 497,6 5 43 ,79 1 7,64 27,97 28 , 1 8  
2 1 ,45 5 08 ,79 3 6 , 3 7  
24 ,04 5 1 8,20 44 , 88 
2 4 ,08 5 1 3 ,89 46 ,00 
2 4 , 3 7  5 1 5 ,5 9  64,5 5 
2 5 ,9 5  5 1 7 , 3 9  46 , 74 
3 3 ,06 5 2 5 , 6 2  3 9 ,4 1 

1 1  6 , 54 1 , 1 1 8 , 6 3  0,45 -0,44 - 1 ,2 5  
6 ,99 0 ,67 7, 3 8  

1 4  1 ,9 5  8 , 1 3  6 , 7 1 1 , 2 5  0 , 5 6  0 , 6 9  
3 ,20 8 ,6 9  7 ,40 

1 5  2 , 96 2 , 1 5  4 , 1 9  - 0,67 0 ,54 0, 5 5  
3 ,46 2 ,02 4 , 74 
2 , 79 1 ,6 1  4 , 3 0  

1 7  9 , 5 5  6 ,49 7,82 О, 1 1  -0,20 - 2 , 2 5  
9 ,6 6  6 ,29 5 , 5 7  

1 9  5 ,89 7 , 1 8  29 , 5 0  0 ,3 1 0,04 0, 5 8  
6 , 2 0  7 , 2 2  30,08 

гался бл иже к центру сети для  того,  чтобы ослабить влия­
ние накопления ош ибок разностей коодинат.  Координаты 
исходного пункта могут б ы ть пол учен ы из плоских 
пря моугольных координат, в ы писан ных из каталогов ,  с 
учетом или без учета высоты квазигеоида , взятой с карты , 
путем их пересчета в об щеземную систему , если известны 
параметры перехода и ключи исходной системы координат. 
П ри таком уравни ван и и  коорди наты остальных пунктов 
будут определены относительно исходного пункта . 
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М ногие землемеры ограничи ваются свободным урав­
н и ванием , пересчитав получен н ые из  такого уравнивания 
координ аты оп редел я е м ы х  пун ктов обратно в местную 
систем у  координат с испол ьзован ие м  одн и х и тех же 
параметров перехода от общезе мной систе м ы  к с истеме 
1 942 года и ключей местной системы координат. Однако, 
как уже говорилось выше, в этом случае на остальных ис­
ходн ых пунктах образуются неустрани мые невязки коор­
динат . Кроме того , м олчал и во принимается , что на всех 
пунктах сети высота квазигеоида равна тому же значению, 
что и на единственном исходном пункте . Но в достаточно 
больших сетях ,  нап риме р в пределах областного города , 
эта ги потеза не п одтверждается , ч то будет показано в 
последующих примерах . 

Т а б л и ц а 6 .4  

Координаты пунктов х, у, Н из свободвоrо уравнивания 

Номер х 
п у н кта у н 

1 6 099 1 37 ,455 2 3 1 5  306 ,559 1 58 ,943 
2 6 099 1 40,036 2 3 1 5  309,848 1 59,  1 4  
3 6 082 307,647 2 334 037,476 1 52 ,459 
4 6 092 800, 524 2 3 1 8  036, 1 6  1 59 ,4  
5 6 1 07 837 ,605 2 3 1 3  803 ,806 1 78 , 2 1 
6 6 086 029,352  2 3 1 3  1 34,042 207,436 
7 6 1 00 377 , 1 97 2 322 403 ,656 1 88 ,892 
8 6 092 463,9 1 4  2 297 978 , 5 1 1 92 ,256 
9 6 1 1 0 404,854 2 320 1 58 ,588  1 95 , 1 92 

1 0  6 097 857 ,407 2 322 903, 764 1 86, 1 38 
1 1  6 095 028 ,325 2 323 33 1 ,26 1 1 8 1 ,583  
1 2  6 092 3 34,6 1 5  2 330 227 , 793 1 62 , 29 
1 3  6 09 1 739,57 2 3 1 6  633 , 1 75 1 5 1 ,67 1 
1 4 6 092 054, 287 2 3 1 6  868,359 1 49,004 
1 5  6 095 453 , 1 1 4  2 3 2 0  479,489 1 5 1 ,966 
1 6  6 086 279,038 2 3 1 7  30 1 ,  1 5 1  202 , 258 
1 7  6 099 075,7 1 2  2 3 1 4  969,696 1 65 ,442 
1 8  6 094 855 ,  1 1 8 2 3 1 9  1 20,323 1 30,426 
1 9  6 085 89 1 , 396 2 308 628 , 3 1 7  1 80,3 1 9  
20 6 097 442 ,887 2 320 985,  1 88 1 83 ,55  

257 



Резул ьтаты свобод н о го ура в н и ва н и я  расс матр и ваемой 

межевой сети в местной системе  коорди нат при ведены в 
табл . 6 .4 .  

При  этом уравнивании  за исходные был и  приняты ко­
ординаты пункта 4 из каталога координат, а высота квази­
геоида была принята равной нулю.  Для сравнения приведем 
координаты остальны х  исходных  пун ктов :  

3 ,  6 028 307 , 7 3 ,  

5 ,  6 1 07 837 ,609 , 
6 ,  6 086 029 ,383 ,  
7 ,  6 1 00 377, 1 66, 
8 ,  6 092 464,094, 
9. 6 1 1 0 404,707 , 

2 334 037 ,385 ,  

2 3 1 3  803 , 90 1 ,  
2 3 1 3 1 34,044, 
2 322  403 ,744, 
2 297 978 ,545,  
2 320 1 58,7 1 9 ,  

1 52 , 500 

1 7 8 , 3 1 4  
207,546 
1 89,000 
1 92 , 500 
1 95 , 300. 

Из сравнения координат исходных пунктов с получен­
ны м и  из свободного уравн ивания можно видеть , что рас­
хождения достигают 2 дм и более . 

Теперь координаты х ,  у исходных пунктов заменяются 
в файле их каталожн ы м и  зн ачен и я м и ,  неизме н н ы м и  
остаются геодезические высоты Н .  Эти координаты перевы­
числяются в геоцентрические прямоугольные координаты , 
и вы полн яется  уравн ивание  разностей коорди нат в 
общезе мной систе ме со всеми исходными  пунктами . 

Таки м образо м происходит разделен ие плановых  и 
высотных составляющих положения пункта. Плановые ко­
ординаты получают поправки , а высотн ые составляющие 
не были изменены по сравнен и ю  со свободны м  уравн ива­
нием, и поэтому сдвиг в плане почти не затронет высотную 
составляющую. 

П олученные  из уравнивания  геоuентрические коор­
динаты снова пересчиты ваются в систему координат исход­
н ых пун ктов .  И мея  нормал ьн ые высоты на  исходных 
пунктах , теперь  м ы м ожем вычисл ить для них  высоты 
квазигеоида . Естественно ,  что полученная система высот 
квазигеоида будет пригодна ли ш ь для дан ного частного 
уравнивания , так как они  могут иметь общий сдвиг и на­
клон . Н аклон ы  исключаются с помощью неизвестных  в 
результате " подгонки" к исходным пунктам в ходе уравни-
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ва н ия . Однако эта си стема  в ы сот вп ол н е п р и годн а  дл я 
расп ространения на определяемые пун кты . 

В табл . 6 . 5  приведены координаты пунктов после урав­
нивания .  Так как ключи местной системы были определены 
прибл иже н н о ,  то п роизош ел небольшой сдвиг  по вы соте ,  
что ни как не сказы вается на взаимном положении пунктов.  
Разность геодезических вы сот из уравн и ван ия и нормал ь­
н ых вы сот на исходных пунктах позвол яет выч исл ить на 
них высоты квазигеоида и использовать их для составления 

карты высот на район геодезических работ,  т. е .  получ ить 

карту местно го квазигеоида для данного случая уравнива­
н и я . Для другого варианта уравн иван и я  карта м ожет 
оказаться уже другой . 

Т а б л и ц  а 6 . 5  

Координаты пунктов из уравнивании 

Номер х у н 
пункта 

1 6 099 1 37,444 2 3 1 5  306,6 1 7  1 6 1 ,357 

2 6 099 1 40,025 2 3 1 5 309,906 1 6 1 ,554 

3 6 082 307,73 2 334 037,385 1 54,9 1 7  

4 6 092 800,524 2 3 1 8  036, 1 60 1 6 1 ,828 

5 6 1 07 837 ,609 2 3 1 3  803 ,90 1 1 80,6 1 8  

6 6 086 029,383 2 3 1 3  1 34,044 209,865 

7 6 1 00  377, 1 66 2 322 403 ,744 1 9 1 ,3 1 7  

8 6 092 464,094 2 297 978,545 1 94,66 

9 6 1 1 0 404,707 2 320 1 5 8,7 1 9  1 97,605 

1 О  6 097 857,363 2 322 903,797 1 88,562 

1 1  6 095 028,287 2 323 3 3 1 ,28 1 84,0 1 2  

1 2  6 092 3 34,55 1 2 330 227,783 1 64,73 

1 3  6 09 1 739,57 1 2 3 1 6  633, 1 95 1 54,097 

1 4  6 092 054,287 2 3 1 6  868,38 1 5 1 ,429 

1 5  6 095 453,088 2 320 479,5 1 7  1 54,39 1 

1 6  6 086 279,049 2 3 1  7 30 1 ,  1 45 204,692 

1 7  6 099 075,703 2 3 1 4  969,754 1 67,856 

1 8  6 094 855, 1 2 3 1 9  1 20,352 1 32,85 

1 9  6 085 89 1 ,448 2 308 628,329 1 82,744 

20 6 097 442,853 2 3209 85,224 1 85 ,972 
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6.2. Вычисление в использование ключей 
местной системы координат 

В работе [ 5 6 1  и зл ожен а  идея в ы ч исле н и я  кл юче й  
местной систе м ы  координат. Рассмотрим этот вопрос более 
детал ь н о ,  та к как и зл а гае мая  тех н ол о г и я  урав н и ва н и я  
геоде з и ч е с к и х  сете й п оз вол я е т  п опутно р е ш ить да н ную 
п робл е му .  Основой  иде и вы ч и сл е н и я  кл ю ч е й  я вл я ется 
сра в н е н и е  коорд и н ат и их фун к ц и й дл я одн их и тех же 
п у н кто в в р аз н ы х  с и сте мах  коорди нат ,  п р и ч е м  кл ю ч и  
одн о й  и з  си сте м с ч итаются и з вестн ы м и ,  н а п р и м е р  дл я 
систе м ы  координат Гаусса- Крюгера . Так как эти систем ы  
отл ичаются тол ько ключами ( п рое кция и элл и псоид одн и  
и т е  же ) ,  п о этом у  и воз н и кает возм ожность и х  о п ре ­
дел е н и я . В указан н о й  работе дл я реал изаци и этой иде и 
п редлагается испол ьзовать геодезические ази муты . 

Дл я о п редел е н н ости п ол ож и м ,  ч то Х 1 , У 1 , х2 , У2 -
координаты двух точек в системе 1 942 года, х' 1 ,  У' 1 , х'2 , i2 -
коорди наты этих же точек  в условной систем е  координат . 
Тогда геодезический ази мут равен 

(6 .2 . 1 )  

где ai = a rctg ( Yi+ J  - Yi )/(xi+ I - xi)  - д и р е к ц и о н н ы е  угл ы ,  
выч исляемые п о  координатам ; Yi - сбл ижение меридианов ,  
б i - п о п ра в ка за кр и в и з ну изображ е н и я  геодези ч е с ко й  
л и н и и  на плоскости в п рое кции Гаусса . 

Так ка к  параметр ы С и сте м ы  коорд и н ат 1 94 2  года 
и з вестн ы ,  сразу можно в ы ч исл ить геодезический  азим ут 
А .  Тогда сближе н и е  м е р идиа н о в  в усл о в ной с и сте м е  
определяется по формуле  

Уч иты вая , что 

у = / s inB [ 1 + /2 cos2B ( 1 + 3112 + 2114)/3 + /4 cos4B х 

х ( 2 - tg2B)/ 1 5 ] , 
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може м написать 

l = А__ а 2 + Б2  ' 
sin B(l + /2 cos 2 B(I + 3ri 2 + 21'\ 4 ) 1 3 + /4 cos 4 В(2 - tg 2 B) / 1 5] 

где / = L - L0 ; ТJ2 = е' 2 cos2B ; е ' 2 = e2/( l - е2) ; 

( 
2 ) ' 2 

Б = - ЛХ 
у -

Лу -� - е · у m
Лу sin 2B · 2 2R 2 "' 6 3R 2R .1 ' m m m 

R = а г.--71 - ' / ( 1  - с2 sin2B ) · Лх = х· - х· · Лу' - у' · m '\/ 1 - е· m , 2 1 ,  2 l • 

( 6 . 2 . 2) 

Ym = (у' 1 + у' 2)/2 ; B m  - геоде зическая ш и рота точки с 
координатам и  х = ( х 1  + х2)/2 ; у = (у 1 + Yz)/2 ; а ,  е 2 и е' 2 -

большая полуось ,  квадраты первого и второго эксцентри­
ситетов референц-эллипсоида соответственно. Геодезичес­
кие координаты В ,  L можно п олуч ить  в резул ьтате 
пересчета плоских прямоугольных координат по формулам 
раздела 1 . 8 . 3  главы 1 .  

Уравнение (6 .2 .2 ) решается приближениями,  если заме­
нять величину / значением из предыдущего прибл ижен ия ,  
в первом прибл ижен и и / = О .  После получ е н и я  / по  
критерию 1 � - (1 1 < Е ,  где Е - некоторая достаточно малая 
величина,  вычисляем долготу осевого меридиана 

Lo = L - /.  (6 .2 .3) 

После этого вычисляем плоские прямоугольные дейст­
вительные координаты точек I и 2 по их геодезическим 
координатам относительно найденного осевого меридиана L0• 

После  вычитания из условных координат точек I и 2 
их действительных знач е н и й  х\ ул и искл юч и в  номера  
зоны из ординаты , найдем координаты условного начала 

Хо = x'i - Xi4; Уо = Y'i - у л. i (6.2 .4) 

Из нескол ьких значений х0 берется среднее .  Таким 
образом , ключи условной системы координат найдены .  
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Изложим второй способ вычисления ключей условной 
с и сте м ы  коорд и н ат п о  разн остя м дл и н  л и н и й в р а з н ы х  
системах при тех же исходн ых условиях . 

Как извест н о [ 40 ] , дл ин а  л и н и и  S н а плоскости в 
проекции Гаусса определяется с помощью дли ны геодези­
ческой линии s на эллипсоиде по формуле 

[ 2 Л 2 е2 ЛХЛ 
S = s 1 + � + _У_ - у m у sin 2В + 2R 2 24 R 2 6R -1 m 

m ш m 

2 ' 

] + � (2у 2 - ЗЛу2 + лх 2 ) - �L (16лх2 + 5Лу2 ) ' 
48R 4 m 5760R 4 m m (6 . 2 . 5) 

где Х 1 ,  У 1 , х 2 , у2 - пл оские п ря м оугол ьн ы е координ аты 
концов линии , а остальные данные соответствуют обозна­
чениям в формуле ( 6 . 2 . 2 ) .  

Формула ( 6 . 2 . 5 )  позволяет получать плоскую л и н и ю с 
точностью 3 мм на удалении до 300 км от осевого мериди­
ана, т. е. на краю стандартной шестиградусной зоны. 

Так как нам известны только плоские координаты , то 
с помощью формулы (6 . 2 . 5 )  м ы  находим дл и ну геодези­
ческой линии, поделив длину плоской линии на выражение 
в квадратных скобках . Впроч е м ,  можно поступить и по 
другому. Перевычислим плоские координаты в геодезичес­
кие и решим обратную геодезическую задачу на эллипсоиде 
для получения s .  

Так как условная с истема коорди н ат отл ичается от  
систе м ы  1 942 года только кл ючом , то формул а  ( 6 . 2 . 5 ) 
относится и к н е й . Дл и ну плоской л и н и и  в усло в н о й  
системе вычисляем по  плоским координатам 

дл ина  геодезической л и н и и  остается той же ,  что и в 
предыдущем случае - Системы координат 1 942 года . Для 
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нахождения ординаты средней точ ки в усло вной с истеме 
координат из формулы (6 . 2 . 5 )  получим уравнение четвертой 
степени 

где 
1 1 2ЛХ 1 - ЗЛу1 А = -- · B = -- + ----24R 4 ' 2R 2 48R 4 n1 m m 

D = l - � + Лу1 
- Лу1 (l6ЛХ2 + 5Лу2 ) . 

s 24R � 5760R : 

Поделив это уравнение на А, получим уравнение 

(6 . 2 .6) 

где Р = 1 2 Rm2 + Лх2 - 1 , 5Лу2 ; Q = - 4Rm е2 Лх Лу sin2Bm ;  

( S),, л 2 
R = 1 - --;r

4R� + R �Лу 2  - 2�0 (1 6Лх 2 + 5Лу2 ) . 

Решение уравнения (6 . 2 . 6) методом Декарта в конеч­
ном виде рассматри вается в работе [ 6 7 ] , однако м ы  
применим итеративный метод решения в виде 

(6.2 .7) 

приняв в первом приближении под знаком корня Ym = О .  
Н айденному из решения уравнения значению Ym при­
сваивается знак " минус " ,  если точки находились в левой 
ч асти зон ы ,  и знак " пл юс " ,  есл и  он и распол агались  в 
правой части . 

После вычитания из условной ординаты средней точки 
найденного действительного значения и исключени я  
номера зоны найдем ординату у0 условного начала системы. 
Есл и отложить от средней точки условную ординату у0 в 
обратном направлении , то можно найти ординату точки 
на осевом меридиане условной системы .  Пересчитаем 
коорди наты этой точ ки х ,  у ,  где х - абсцисса  средней 
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точки в Системе координат 1 942 года; у = (NZ + О,5) ·  1 06 - у0; 
NZ - номер стандартной зоны проекции Гаусса- Крюгера, 
в геодезические с осевым меридианом Lm, где Lin - долгота 
с редне й точки . В резул ьтате п олуч и м  дол готу осево го 
меридиана условной системы координат . 

Вычислим действительные плоские прямоугольные ко­
орди наты точек l и/или 2 от нового осевого меридиана.  
Разность условного и действительного абсцисс точек даст 
абсциссу условного начала. Таким образом , элементы клю­
ча условной системы найдены. Так как первый способ опре­
деления ключей освещался в печати , приведем пример опре­
деления ключей вторым способом . 

П р и м е р  6 . 1 .  

Пусть координаты точек 1 и 2 (рис. 6 .2) ,  вычисленные от 
осевого меридиа на L = 40° с началом Хо = О ,  у0 = 500 ООО м 
(аналог с истемы 1 942 года) , равн ы  х , = 6 544 503 , 322 м ;  
у ,  = 1 385  058 ,447 м ;  х2 = 6 772 220 ,5 1 1  м ;  у2 = l 283 659,705 
м и соответствуют геодезически м  координатам , указанным 
на рис. 6 . 2 .  Координаты тех же точек от осевого меридиана 
L = 39° с началом х0 = 10 ООО м и Уо = 300 ООО м будут рав-

L = 39° L = 40° 

l (59 ° '  38 ° )  

ны соответвен но 

х· ,  = 6 533 2 1 3 ,424 м;  
у' 1 = l 242 525 , 1 1 6 м ; 
х· 2 = 6 759 328 , 88 1 м ;  
У' 2 = 1 1 37 7 1 4 , 1 78 м.  

Полагаем известны­
ми координаты точек и 
кл юч и первой систе м ы  
Хо , Уо и L = 40° .  Найдем 

Рас. 6.2. Схема располоаевu то•ек ключ и второй системы . 
В ы ч и сл и м  следующие 

вели ч ин ы  для п ервой  с исте м ы  Лх = 227  7 1 7 , 1 8 9 м ;  
Лу = - 1 0 1  398 , 742 м ;  Xm = 6 6 5 8  3 6 1 , 9 1 65 м ;  
Ym = - 1 6 5 640 , 924 м ;  S = 249 2 7 2 , 5 8 8  м .  Широта , 
соответствующая координатам средней точки ,  равна 
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В ," = 60°00' 1 4 , 675" ; Rm = 6 3 88  938 , 548  м .  Подставив эти 
вел ич и н ы  в в ы раже ние в квадратных с кобках формул ы  
( б . 2 . 5 ) , н аходи м  м асштаб m = 1 , 0003466295 . Дл ину 
геодезической линии находим из решения обратной задачи 
на эллипсоиде s = 249 1 86 ,2 14 м .  Поделив S на это значение ,  
находим контрольное значение масштаба m = 1 ,0003466252,  
т.  е .  расхождение масштабов составляет 4- J 0-9• 

Теперь  вычисляе м данн ые , необход и м ые дл я второй 
систе м ы ,  Лх = 226 1 1 5 ,457 м ;  Лу = - 1 04 8 1 0 ,938 м ; Ym = 
1 1 90 1 1 9 ,647 м ;  S = 249 225 , 867 м .  З начения  Bm ,  Rm те же . 
Из  решения уравне ния (6 .2 . 7 )  через четыре прибл ижения 
находим у' m = - 1 09 882 ,53  м ;  отсюда Уо = Ym - у' m - NZ = 
300 002, 1 77 м. После вычисления геодезических координат 
точки  с коо рди ната м и  х = 6 6 5 8  3 6 1 , 9 1 65 м ;  у = 
1 609 882 , 53  м находим L0 = 39°00'04,609" . Теперь от этого 
осевого меридиана вычисл и м  действительные координаты 
первой точ ки по геодезическим координатам В 1 = 5 9 ° , 
L 1 = 38 ° .  Получаем х = 6 543 2 1 3 ,424 м ;  у =  - 57 474 ,884 М ,  
откуда х0 = 9 999 ,9996 м . Кл юч и пол ностью вычислены .  

Рассмотрим ,  как эти методики могут быть использо­
ваны при уравнивани и  сетей ,  создаваемых относительны м  
методом космической геодезии .  Как было упомянуто ранее , 
для с о гл а с о в а н и я  координат Х ,  У, Z с " измере нн ы м и "  
разностями координат вначале необходимо выполнить сво­
бодное уравн ивание с одним исходным пунктом .  Получен­
ные  из уравнивания координаты перевычисляются в Сис­
те му координат 1 942 года с исп ол ьзован ие м  известн ых  
параметров ПЗ-90 [8 ]  ил и WG S-84 [70] . В зависимости 
от точности предварительных координат и учета высот ква­
зи гео ида эти координаты будут получены с некотор ым 
сдвигом по каждой координате х , у, Н , однако , это не бу­
дет значительно влиять на последующие вычи сл ения . 

Координаты и сходных пунктов в условной систем е  
обычно известны ,  координаты в системе 1 942 года берутся 
из результатов предыдущего пересчета геоцентрических ко­
ординат. По одной из изложенных методик определяются 
ключи условной системы координат, и с их помощью коор-
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динаты всех пунктов перевычисляются в условную систему. 
В полученном файле координаты х, у исходн ых пунктов 
заменяются на их каталожные значения , не изменяя при 
этом высотную составляющую. 

Далее  координаты всех пунктов перевыч исл я ются в 
общеземную геоцентрическую систему координат, и выпол­
няется уравнивание геодезической сети со всеми  исход­
ными пун ктами .  Уравненные координаты снова перевы ­
числя ются в условную систему с ис п ол ьзовани е м  ранее 
найденных ключей,  выполняется оценка точности резуль­
татов ,  и вычисля ются высоты квази геоида н а исходных 
пунктах . Н еобходимо отметить , что найденные кл ючи и 
высоты квазигеоида будут довольно грубо напом инать их 
действительные значения из-за и меющихся в спутниковых 
данных сдвигов .  Кроме того, эти величины могут в значи­
тельных пределах изменяться от реализации к реал изации , 
и по сути дела они являются одноразовыми ,  не пригодны­
м и  для применения  в других случаях . В програм мах 
уравн ительных выч ислений  в ыда вать их на  внешний 
носитель не и меет смысла. 

6. 3 . Получение нормальных высот 
определяемых пунктов 

В предыдуще м  разделе б ыло  сказано , что после 
уравн ивания геодезическо й  сети вычисля ются высоты 
квазигеоида на исходных пунктах по формуле 

(6. 3 . 1 ) 

где Н ;  - геодезические  высоты исходных пунктов ,  
полученные и з  уравни вания;  Н1; - и х  нормал ьные высоты , 
взятые из каталогов координат. 

Так как при уравнивании разностей координ ат пла­
новые и высотные  составляющие положения  пунктов 
разделены ,  в качестве исходных могут приниматься как 
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пункты тол ько с исходны м и  плановыми координатами , 
так и только с исходными высотами (реперы ни велирных 
сетей) , а не только пункты со всеми  составляющими поло­
жения .  

Теперь задача состоит в интерполяци и  высот квазигео­
ида на о пределяемые  пункты . П режде всего , высоты 
исходных пунктов не  должны изменяться , поэтому на них 
высота равна НУ; .  Чем бл иже о пределяем ы й пункт к 
исходному, тем ближе его высота квазигеоида к значению 
на исходном пункте , поэтому впол не естественно , что 
высота квазигеоида на определяемом пункте будет 
вычисляться как функция ,  обратно пропорционал ьная 
удалению от исходных пунктов .  

Следующее требование состоит в том , чтобы на  
выч исление  высоты квазигеоида о пределяемого пункта 
основное влияние оказывал и  пункты бл ижайшего окру­
жен и я ,  а дальние  пункты оказывали  бы ничтожное 
влияние . П оэтому в качестве веса для исходной высоты 
квазигеоида возмем вел ичину, обратную квадрату расстоя­
ния до определяемого пункта. Тогда 

(6.3 .2) 

где �; - высота квазигеоида на и сходном пункте , k - их 
число ;  �j - высота квазигеоида на определяемом пункте ; 
pij - расстояние между определяемым и исходными пунк­
тами,  которое вычисляется по уравненным плоским пря­
моугол ьн ы м  координатам . 

На рис .  6 . 3 приведен график изменения высот между 
двумя исходными пунктами с равными высотами ,  но об­
ратным и  знаками .  Как видно из графика, вблизи исходных 
пунктов высота изменяется медленно и достигнет нулевого 
значения на полпути между пунктами .  При большем числе 
исходных пунктов картина более сложная , но она вполне 
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будет отвечать поставленным условиям .  Если продолжить 
график на рис .  6 . 7  налево от пункта 1 и направо от пункта 
2 ,  то значение высоты при достаточном удалении  от ис­
ходных пун ктов будет стремиться к нул ю сверху и снизу 
соответственно, так как при увеличени и расстояний влия­
ние высот обоих пунктов уменьшается и уравновешивает­
ся .  Формулу ( 6 . 3 . 2 )  можно было бы усовершенствовать , 
так как к краям сети нач и н ают проявл яться краевые 
эффекты ,  однако п ростота выч ислений  впол не окупает 
некоторые недостатки способа интерполяции .  

2 

Рве. 6.3. График вэмевевв.11 высот паэиrеоида 
П осле получения высоты квазигеоида, которая изме­

няется очень плавно , на каждом определяемом пункте вы­
ч исляется нормальная высота по фор муле 

(6 . 3 .3 )  

где Hj - геодезическая высота пункта из уравнивания . 
Точность вычисления нормальных высот здесь  доволь­

но высокая , если имеется достаточное количество исходных 
вы сот, по возможности равномерно расп ределенных по 
всей сети . В этом случае она будет соответствовать уровню 
технического нивелирования или нивелирования IV класса . 

Этот метод откры вает путь для " чисто " геометри чес­
кого изучения фигуры квазигеоида с помощью спутнико­
вых методов . Несмотря на то,  что высоты местного квази -
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геоида могут иметь систематические ошибки , разности вы­
сот на парах точе к  будут на  уровне первых санти метров . 
Т. е .  имея  исход н ы е н и вели р н ы е  пу н кты с известным и 
высотам и  квази rеоида , можно п ередавать их с высокой 
точностью н а  удал е н ные определяемые  пун кты . Однако 
этот вопрос требует специал ьных исследований и экспери­
ментов , возможность проведения которых у авторов отсут­
ствовала .  

Приведе м карту высот квази геоида , составле н ную на 
осно ве высот кваз и геоида на  и сход н ых пунктах ,  
полученных как разность уравненных геодезических высот 
и нормал ьных высот из каталога исходных координат (рис . 
6 .4 , рядом с номерами пунктов показаны высоты квазигео­
ида в метрах ) .  В ысоты квазигеоида на этом небол ьшом 
уч астке сети меняются в пределах 27  см . Есл и п ровести 
л и н и и  равн ых высот через 1 О см , то на участке пройдут 
три горизо нтал и .  Н ормальные  высоты  о п ределяем ы х  
п унктов будут примерно  соответствовать этой карте ( с  
точ ностью и нтерполяции высот квазигеоида) . 

9 
s о � � 

7 0  
2 ,3 1 7  

60 
2 , 3 1 9  

Рве. 6.4. Карта вwсот мествоrо uаэвrеовда 

2 ,4 м 

3 
2 , 4 1 7  о 

2 6 9  



Для сравнения приведем результаты уравнивания (табл . 
6 . 6 ) .  В данной выдаче даются координаты , нормал ьные 
высоты, дирекционные углы и длины сторон с их средними 
квадратическим и  ошибками ,  полученными из уравни ва­
ния ,  как описано в разделе 5 .4 .  

Т а б л и ц а 6.6 

Каталоr уравненных величии 

( Местная систе ма коорди нат) 

Н о- Н азван ие х т у т х у 
мер пун кта н mн 

пун- на пункт Дире кцион - ffiA s ms 
кта № н ы й угол 

1 2 3 4 5 6 

1 20FY 6 099 1 3 7,444 0,029 2 3 1 5  306,6 1 7  0,020 
1 5 9 ,0 1 4  0,069 

2 5 1 °5 3 '02 ,05"  1 1 3 8 ,6 4 , 1 80 0,025 

2 2 0FX 6 099 1 40,02 5 0,03 3 2 3 1 5  3 09 ,906 0,02 3 
1 59 ,2 1 1 0,075 

3 0 1 5 2 6 082 3 07,73 0 0,000 2 3 3 4  03 7 , 3 8 5  0,000 
исход- 1 5 2 , 5 00 0,000 

н ы й  
4 3 03 ° 1 5 ' 1 7,4 1 "  0,0 19 1 3 4 ,73 1 0,000 
5 3 2 1 3 6  06 , 2 0  0,0 3 2  5 75 ,583  0,000 
6 2 80 05 4 2 ,79 0,0 2 1  2 3 2 ,060 0,000 

0 1 5 9  6 09 2 800, 5 2 4  0,000 2 3 1 8 036 , 1 60 0,000 
4 1 5 9 ,400 

и сход-
н ы й  5 344° 1 6 '49 ,77" 0,0 1 5  6 2 1 , 3 3 0  0,000 

6 2 1 5  54 1 2 ,54  0,0 8 3 5 9 , 3 7 1  0,000 

0,000 
0,000 

5 O BZ I  6 1  0 7  8 3 7 ,609 0, 000 2 3 1 3  803 ,90 1 0,000 
и сход - 1 78 , 3 1 4  0,000 

н ы й  
6 1 8 1 °45 '3 3 ,60" 0,0 2 1  8 1 8 ,5 1 1 0,000 

270 



1 2 3 4 5 6 
6 OBZ2 6 086 02 9 , 3 83 0,000 2 3 1 3  1 3 4 ,044 0,000 

и сход- 2 07,5 4  0,000 
н ы й  

2 9 '2 5 '2 2 ,82" 0,3  1 3  2 89 , 9 70 0,03 3 
1 9 2 4  3 9 , 0 1  0 , 3  1 3  2 86 ,886 0,03 0 

1 0  3 9  3 3  2 2 ,5 0  0 , 4  1 5  3 4 1 ,09 5  0,043 
1 1  4 8 3 4 1 9 ,5 3  0,4 1 3  6 00, 1 4 3 0,03 7 
1 2  69 4 5 1 1 , 1 0  0 ,3  1 8  2 1 9 , 5 2 3  0,02 3 
1 7  8 00 3 3 ,64 0,3  1 3  1 74 , 8 3 5  0,02 6 
1 3  3 1  2 9  5 8 , 5 2  1 ,0 6697,037  0,03 6 
1 4  3 1  4 7  2 8 ,77 1 ,0 7088 ,3 5 1  0,03 7 
1 9  2 6 8 1 4 4 7 , 5 2  2 , 7  4 5 07,826 0,03 8 
1 6  86 3 4  1 6 ,68 1 , 2 4 1 74 , 5 73 0,0 1 7 
1 8  3 4  08 5 3 ,75 0 ,8  10  664 , 3 87 0,04 7  
20 3 4  3 1  2 4 ,90 1 , 3 1 3  8 5 3 ,09 8  0,05 8 
1 5  3 7  5 6  06 ,94 0,8 1 1  9 4 8 , 3 1 3  0,040 

7 0 1 89 6 1 00 3 77, 1 66 0,000 2 3 2 2  403 ,744 0,000 
и сход- 1 89 ,000 0,000 

н ы й  
5 3 1 0'5 6 '3 0,98" 0,0 1 1  3 84 ,88 1 0,000 
6 2 1 2 '5 1 '5 5 , 3 3 "  0,0 1 7  08 1 ,  75 1 0,000 

8 
исход- 0 1 9 2 6 09 2 464 ,094 0,000 2 2 9 7  9 7 8 , 5 4 5  0 ,000 

н ы й  1 9 2 , 5 00 0,000 

5 4 5 °4 9 '47 ,04" о.о 22 06 3 ,2 4 7  0,000 
6 1 1 3 00 1 8 ,26 0 ,0  16  464 ,9 5 2  0,000 

9 0 1 9 5  6 1 1 0 404 ,707 0,000 2 3 20 1 5 8 ,7 1 9 0,000 
и сход- 1 9 5 , 3 00 0,000 

н ы й  
5 248'00'1 1 , 5 8" 0,0 6 85 3 , 7 3 6  0,000 
6 1 96 04 3 4 ,84 0,0 2 5  3 6 7 ,3 5 1 0,000 

1 0  03 0 1  6 097 8 5 7 , 3 6 3  0,04 1 2 3 2 2  9 03 ,79 7  0,03 1 
1 86 ,2 3 4  0,076 

0,03 5 
1 1 1 7 1  '24'26 ,7 1 " 2 , 0  2 86 1 , 1 9 1  

1 1  0303 6 09 5 02 8 , 2 87 0,03 7 2 3 2 3  3 3 1 , 2 8 0  0,02 9  
1 8 1 ,6 5 4  0,072 

1 2  03 07 6 09 2 3 34 , 5 5 1 0,030 2 3 3 0  2 2 7,783  0,02 1 
1 62 , 3 6 8  0,078 

2 2 94°3 1 '20 ,20" 0 ,5  1 6  3 9 6 ,876 0,02 6  
l 2 9 4 ° 3 0'3 3 , 5 0" 0,4 1 6  3 9 8 ,797 0,02 3 
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l 2 3 4 5 6 
1 3  03 1 5  6 09 1 73 9 , 5 7 1  0,040 2 3 1 6  6 3 3 , 1 9 5 0,02 8 

1 5 1 ,682 0,086 

1 4  03 2 8  6 09 2 05 4 , 2 87 0,04 1 2 3  1 6  868,3 80 0,028 
1 49 ,0 1 0  0,087 

1 5  4 6 "44'05 ,98"  1 , 8 49 59 ,048 0,03 3 

1 5  099 F  6 095 4 5 3  ,088 0,047 2 320 4 79 , 5 1 7  0,036 
1 5 2 ,0 1 1 0,099 

1 6  0440 6 086 279 ,049 0,02 5 2 3 1 7 3 0 1 , 1 45 0,0 1 7  
202 , 3 4 7  0,05 5 

1 7  349 °40'2 8 ,82"  0,3  1 3  007,295 0,02 8 

1 7  03 1 0  6 099 075 , 703 0,026 2 3 1 4 969 ,754 0,0 1 8 
1 6 5 , 5 1 3  0,05 6 

1 8  06 1 F 6 094 85 5 , 1 00 0,05 4 2 3 1 9 1 20,3 5 2  0,03 1 
1 3 0,445 о, 1 2 1  

1 9  2 2 9 °2 9 '3 0 , 2 5 "  0 , 8  1 3  799 , 6 2 3  0,04 8  

1 9  04 30 6 085 89 1 ,448 0,05 8 2 3 08 6 2 8 , 3 2 9  0,038 
1 80,426 0, 1 5 1  

2 0  089F 6 097 442 ,85  0,072 2 3 2 0  9 85 , 2 2 4  0,072 
1 83 ,6 3 2  0, 1 73 

Сравним высоты квазигеоида , получен ные из свобод­
н ого уравни ван ия и последнего пол ного урав н и ван ия  
(табл . 6 .7 ) . Так как при  свободном уравнивани и  за  исход­
ный был принят пункт 4,  то высоты квазигеоида на осталь­
ных пунктах определялись относительно него, т. е .  в табл. 6.7 
даны разности высот квазигеоида относительно пункта 4. 

Во второй колонке табл .  6.7 приведены высоты квази­
геоида из свободного уравнивания с исходны м пунктом 
4 ,  в третьей - из общего уравнивания с исходными пунк­
тами 3 - 9 ,  которы е  отмече н ы  точками .  В четвертой 
колонке даны разности высот квазигеоида из общего урав­
нивания относительно пункта 4.  В последней колонке по­
казаны расхожден ия между разностями высот квазигеоида 
из свободного и пол ного уравни ваний .  Все значен и я  в 
табл . 6 .  7 даны в сантиметрах . Среднее квадратическое 
расхожден ие двух решений равно 1 , 2 см .  
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Т а б л  и ц а 6 . 7  

Высоты квазиrеоида из сво6одвоrо и полвоrо ураввивавиl 

Номер �св � л�р �св - л�ур пун кта 
l 2 3 4 5 

l -7 , 1 234,3  -8 , 5  1 ,4 
2 - 7 , l 234 ,3  -8 , 5  1 ,4 
3 -4, l 24 1 ,7 - 1 ,  l - 3 , 0  
4 о 242, 8  о о 
5 - 1 0 ,4  230,4  - 1 2 ,4 2 , 0  
6 - 1 1 ,0 2 3 1 ,9 - 1 0 , 9  - 0 , 1 7 - 1 0 , 8  23 1 ,  7 - 1 1 ,  1 0 , 3  
8 -24,4 2 1 6 , 0  -26 , 8  2 ,4 
9 - 1 0 , 8  2 3 0 , 5  - 1 2 , 3  l , 5  

1 0 - 9 ,6 2 3 2 , 8  - 1 0 ,0  0 ,4 
1 1  - 7 , 1 2 3 5 , 8  - 7 , 0  -0, l 
1 2  - 7 , 8  2 3 6 , 2  -6,6 - 1 , 2 
1 3  - 1 ,  l 24 1 , 5 - 1 , 3 0 , 2  
1 4  -0,6 24 1 ,9 -0,9  0 , 3  
1 5  -4, 5  2 3 8 , 0  -4, 8  0 , 3  
1 6  - 8 ,9 234, 5 - 8 , 3 - 0 , 6  
1 7  -7 , l 234,3  - 8 , 5  1 ,4 
1 8  - 1 ,9 240 , 5  -2 , 3  0 , 4  
1 9  - 1 0, 7  2 3 1 , 8 - 1 1 ,0 0 , 3  
20 -8 , 2  234,0  - 8 , 8  0 , 6  

Как видно из табл . 6 . 7 ,  наибольшие расхождения воз­
никли на исходных пунктах , что свидельствует о недоста­
точно точном согласовании высот на этих пунктах . Кроме 
того , при пол ном уравнивании в качестве неизвестных 
определяются масштабная поправка и углы разворота вокруг 
осей Х ,  У, Z .  Однако достигнутая точность определе ния  
высот квазигеоида , а значит и нормальных высот пунктов 
может считаться вполне удовлетворительной для одночас­
тотного приемника спутниковых сигналов и данного класса 
точности исходных пунктов. 

Приведенные результаты позволяют утверждать , что 
высотную составляющую пунктов с точностью нескольких 
сантим етров можно определить по результатам как сво­
бодного уравнивания , так и полного уравн ива н ия гео -
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дезических сете й ,  создаваемых относительным методом 
космической геодези и .  Для изучения фигуры квазигеоида 
предпочтител ьно использовать разностный м етод относи­
тельно пунктов с известными высотами квазиrеоида . Если 
таких пунктов нескол ько , возникает задача уравни вания 
высот квазиrеоида как нивелирных сетей относительно 
поверхности эллипсоида. 

Если и сходн ы х пун ктов  с нормал ь н ы м и  высотами в 
сети нет или они не вызывают доверия , то для нахождения 
нормал ьн ы х  высот определяем ы х  пунктов ис пол ьзуется 
карта высот квазиrеоида.  При этом для определения гео­
центрически х пря моугол ьных координат исходн ых пунк­
тов используется эта же карта , а при свободном уравнива­
нии  коорди наты единствен ного исходного пункта могут 
перевычисляться в общезем н ую систе му коорди нат без 
учета в ысоты квази геоида . В это м случае норм альные  
высоты на определяемые пункты передаются с помощью 
раз носте й в ы сот квази геоида , приведе н н ых к этому 
исходному пункту . 

Если имеется карта высот квазигеоида над референц­
эллипсоидом Красовского ,  то сначала общеземные  коор­
динаты пунктов перевычисляются на эллипсоид Красов­
ского, затем учитываются высоты квазигеоида. Если имеет­
ся карта над общеземным эллипсоидом , то сначала учиты­
ваются высоты квазигеоида, а затем выполняется перевы ­
числение координат на референц-эллипсоид Красовского. 
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Г л а в а  7 

Н ЕКОТО РЫ Е АЛ ГО РИТМ ИЧ Е С КИ Е 
В О ПРО С Ы  РЕАЛ И ЗАЦ ИИ 
ОТНО СИТЕЛ ЬНО Г О М ЕТОДА 
КО СМ ИЧ ЕСКО Й ГЕОД Е З И И  

7 . 1 . О т  аJ1rоритмов к. проrраммам 

Из расс мотрения теоретических вопросов относи ­
тел ьного метода , приведенных в предыдущих главах,  вид­
но, насколько важны организация программ и последова­
тел ьность вы пол н е н и я  необходи м ы х  операци й ,  так как 
бол ьш и нство вкл юче нных  в них ал горитмов достаточно  
и звестны .  Расс мотр им , к при ме ру ,  вопросы пересч ета 
координат пунктов из одной с истемы в другую.  

Как известно ,  предварител ьн ые координаты пунктов 
в относ ител ьном м етоде п олуч аются после первичной  
обработки псевдодал ьностей  ф и рменн ы м и  п акетами  
п ро грамм в общезе м ной с исте ме коорди нат ПЗ -90 ил и 
WG S-84.  Это могут быть пространственные прямоуголь­
н ы е де картовы координаты Х , У, Z ил и геодезически е 
коорди наты В ,  L ,  Н .  Схема перевы ч исления  этих коор­
динат для российского потребителя может иметь вид, пред­
ставленный на рис.  7 . 1 . 

l .  X,Y, Z 2 .  X,Y,Z 6 . х ,  у ,  н 

3 . B , L, H  7 .  х ,  у ,  h 

Рис. 7.1.  Блок-схема проrраммw переаwчислеви.11 координат 
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На рис . 7 .  l координаты в блоках l и 3 даются в обще­
земной системе ,  в блоках 2 - 6 в системе 1 942 года и на 
референц-эллипсоиде Красовского, а в блоке 7 - в мест­
ной системе.  В последней система высот также может быть 
отличной от Балтийской , поэтому высота обозначена h .  

Для составления такой программы нужны следующие 
процедуры и исходные данны е .  

l .  Пересчет координат и з  общеземной системы (блок 1 )  
в систему, начало которой совмещено с центром референц­
эллипсоида Красовского (блок 2) и обратно .  При этом 
используются параметры WG S-84 или П З-90.  

2 .  П ересчет пространствен н ых прямоугольных коор­
динат ( l ) в геодезические (3 )  на общеземном эллипсоиде и 
обратно с использованием параметров этого элли псоида . 

3 .  Пересчет координат (2) на референц-эллипсоид Кра­
совского (4) и обратно с использованием соответствующих 
параметров эллипсоида. 

4. Пересчет геодезических координат с общезем ного 
эллипсоида на референц-эллипсоид Красовского и обратно 
при использовани и  их параметров и характеристик систем 
WG S-84 или П З -90 . 

5 .  П е ресчет геодезич еских координат с рефере нц­
эллипсоида Красовского в плоские прямоугольные в сис­
те ме 1 942  года ( 5 )  или 1 96 3  года ( 6) и обратно .  Кроме 
параметров референц-эллипсоида Красовского, использу­
ются соответствующие наборы коэффициентов и парамет­
ры прямоугольных систем координат. Для системы 1 963 
года последние параметры являются закрытыми . 

6 .  П е ресчет плоских пря моугол ьных коорди нат из 
системы 1 942 года (5)  в местную систему координат ( 7 )  с 
использован ием ее ключа .  Как видно из  приведен ного 
переч ня , для дан ной программ ы  необходимо создать , по 
крайней мере ,  1 2  подпрограмм.  Было бы нерациональным 
выполнять всю последовательность таких выч ислений с 
помощью программ , реализующих отдельные процедуры .  
П р и  соединении  процедур в одну п рограмму возникает 
довольно сложная логическая схема выбора пути вычис­
л е н и й  для р азных входн ых и выходных данн ых (вар и -
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антов) . В нашем примере между блоками l ,  2 и 4 возможен 
путь перевычисле ния через прямоугольные или геодези­
ческие координаты , и нужен разумный выбор пути с учетом 
различных обстоятельств. 

П ри выполнении геодезических работ для других стран 
схема значительно усложняется , так как могут отличаться 
как национальные референц-элли псоиды , так и разграфка 
и даже проекции . Кроме того, при переходе от геодезичес­
ких  к плоски м прямоугольным координатам и обратно 
приходится вычислять соответствующие кооэффи циенты 
перехода, т. е .  добавлять все новые процедуры .  Одним из 
авторов был а составлена программа пересчета координат 
между 1 8  различными с исте мами координат.  Она содер­
жала более 40 подпрограмм ,  и возникло около 1 20 вари­
антов пересчета координат из  одной системы в другую . В 
п рограмме использовались две проекции - Гаусса и Лам­
берта , кроме упомянутых, предусматривалась возможность 
пересчета в топоцентрическую и полярную системы, а также 
преобразования трехмерных координат на любые углы вра­
щения , смещения и масштаб . 

Конечно ,  для решения ограниченного круга задач мо­
жет оказаться достаточным и тот минимальный набор под­
программ ,  который предусмотре н на рис .  7 . 1 .  В любом 
случае программы должн ы  быть тщательно отлаже ны и 
снабжены четкими инструкциям и ,  потому что трудно даже 
п редставить себе , какие  тол ько ошибки не допускаются 
операторами при работе с чужими программами даже в та­
кой достаточно простой задаче .  

При составлении программ важно удачно установить 
вид входных и выходных данных, т. е .  их состав и формат. 
Было бы желательным, чтобы входные и выходные данные 
разных программ были согласованными и стандартными .  
Это позвол ило бы выходные данн ые одной  программы 
передавать другой программе в качестве входных, что было 
бы очень удобно при эксплуатации  программ.  Однако при 
обработке спутниковых данных , полученных относитель­
ным методо м  и обработанных фирменны м и  п акетами 
программ, входнЬ1е данные зависят в основном от форма-
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тов разнообразных файлов,  выдаваемых этими пакетами. 
Чаще всего это текстовые файлы,  поэтому стандарты могУt 
устанавли ваться лишь на промежуточные рабочие файлы. 
Например, для комплекса программ уравнивания геодези­
ческих сете й ,  создаваем ы х  относительным методом ,  из 
файло в ,  получ е н н ы х  фирменными п акетам и програм м ,  
необходи мо создать три рабочих файла ,  формат которых 
указан в главе 4 : измеренных разностей координат с их 
ковариационными матрицами ,  предварительных координа1 
пунктов и их названи й .  

Для пол учения необходимых рабочих файл ов прихо­
дится создавать программы с читыван ия  информации из 
текстовых файлов каждого типа аппаратуры и формата 
выходного файла . При этом на языке программирования 
должен быть достато ч н ы й  набор команд обработки 
строковых переменных. Очень удобным в этом отношении 
я вляется я зык программ и рования Basic . Остальные , 
выч ислительные , программы могут создаваться на любом 
языке программирования.  При обработке большого объема 
измерений желательно использовать такие языки, которые 
прим е н я ют для работы всю оперативную п амять , 
например ,  Ф О Р Т РАН 5 . 0 ил и Visual Basic . П оследни й  
пригоден для создания приложений в среде Windows. 

Стандартные типы р абочих файлов удобн ы  при 
обработке измерений , выполненных несколькими типами 
спутниковой приемной аппаратуры . Так как форматы 
п ервичных файлов для разных типов аппаратуры могут 
отличаться ,  то после их считывания имеется возможность 
объединить полученные рабочие файлы одного формата . 
Конечно ,  при  этом необходимо пр и н ять мер ы ,  чтобы 
разные пункты не получили одинаковые номера или один 
и тот же пункт разные номера в объединяемых файлах . 

В рассмотренном в начале раздела примере пересчета 
координат из одной системы в другую входной и выходной 
форматы данных имеют вид 

N ,  "название пункта " ,  Х, У, Z ,  
где вместо Х ,  У, Z могут быть подставлены В, L, Н или х ,  у ,  
Н .  Для последних двух систем координат высота Н может 
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отсутствовать. В зависимости от задач ,  которые решаются с 
помощью разрабатываемых программ ,  форматы входных н 
выходн ых данных могут изменяться . Например , при со­
ставлении списков или каталогов координат пунктов стро­
ковой величины "название пункта" может оказаться недо­

статочным, приходится добамять "тип знака и класс" , иногда 

добавляют "тип и номер центра" (нижний, верхний) . 
Конечно , программу считывания можно включить не­

посредственно в разрабатываемую програм му ,  но в этом 

случае она не будет универсальной для выполнения опре­

деленной вычисл ительной задачи , а будет ориентирована 

н а конкретны й  тип входного файл а .  При ме ро м может 

сл ужить программа пересчета коорди нат из  РТS - файла 

( рис . 7 . 2) , выдаваемого пакетом PRIZM (фирма Ashtech) ,  
в местную систему координат. 

В файл е приведе ны порядко вые номера пун ктов ,  их 

геодезические координаты и условные названия . Пункты , 

названия которых не содержат цифр , являются исходными,  

поэтому по ним можно определить ключи местной системы 

координат, затем с их помощью пере вы числить в местную 

с истему координаты остальных пун ктов .  Кроме того , на 

исходных пунктах известны нормальные высоты , поэтому 

п о изложе н н ой в главе 4 метод и ке м ожно в ы числить 

нормальные высоты определяемых пунктов . 

AS HTECH PO I NTS FILE 
PROG RAM: S D B M  v . 2 . 0  JAN 2 1  1 996 
C REATED FRO M :  Project Basharsk 
DATUM :  WGS84 World Geodetic Sys . 1 984 
E LLI PSOI D:  WGS84 World Geodetic Sys .  1 984 
S E M l- MAJOR AXIS : 6378 1 3 7 . 
I N VERSE FLATTENING:  298 .257223563  
H EIGHT: ELLIP Ellipsoidal 
UNITS: METER Meter 
POINТ LATITUDE LONGITU D E  H E I G HT S ITE 
0000 1 56 1 3  0 1 . 6735 1 N 49 59 30 .4 1 447 Е 1 1 5 . 2 3 9  AL23 
00002 56 1 1  54 .085 1 3  N 49 57 29 . 1 865 1 Е 1 3 5 . 004 AL25 
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00003 56  1 2  59 . 1 6649 N 49 59 34.02098 Е 1 1 1 . 974 AS24 
00004 56  1 1  45 . 9405 1 N 49 57 22 . 2 1 366 Е 1 30 .993  AS26 
00005 56 1 3  04.08740 N 50 00 1 4 .4 1 73 5  Е 1 1 3 . 668  LL39 
00006 56  1 1 50 .69777 N 49 56 48 .9 1 3 1 2  Е 1 40 . 779 LL4 1 
00007 56 1 2  2 3 . 36367 N 49 59  36 . 76 1 90 Е 1 3 1 . 996 LL43 
00008 56  1 0  27 . 2 1 455  N 49 58  1 1 . 9 807 1 Е 1 2 1 . 1 75 LL45 
00009 56  09 1 3 .42 1 40 N 49 58  49 . 1 4679 Е 1 1 1 . 087  L L47 
000 1 0  56 09 1 6 .6 1 1 55 N 49 57 30 .43732  Е 1 30 . 723  LL49 
000 1 1 56 1 2  5 5 . 00962 N 50 00 2 8 . 8 3 9 1 4 Е 1 3 2 . 002 RS40 
000 1 2  56  1 1  50 . 82686 N 49 57  03 . 5786 1 Е 1 36 .907 RS42 
000 1 3  56  1 2  02 . 37 1 76 N 49 59 24. 34994 Е 1 28 . 763 RS44 
000 1 4  56 1 0  27 .04894 N 49 5 8  1 4 .4 1 1 2 1 Е 1 1 7 .484 RS46 
000 1 5  56  09 06 . 27750 N 49 58 46 . 56536  Е 1 1 3 . 997 RS48 
000 1 6  56 09 20 . 35094 N 49 57 29 .27255  Е 1 34 . 3 1 1 RS50 
000 1 7 56  05 3 1 . 1 1 945 N 49 52  37 . 92650 Е 1 3 3 . 930 BAZA 
000 1 8  56 25 0 1 . 906 1 0  N 49 4 1  3 3 . 8 1 422 Е 1 85 . 774 2640 
000 1 9  56 22 1 2 . 84998  N 49 36 27 .43526  Е 1 5 7 .437 6309 
00020 56 1 8  00 . 396 1 1 N 49 43 1 9 . 8 3 1 89 Е 1 77 .043 2545 
0002 1 56 1 1 , 0 5 . 59336  N 49 35  1 2 . 5005 1 Е 1 8 1 . 3 50 U RN S  
00022 5 5  5 8  48 . 54700 N 49 42 0 1 . 93620 Е 1 7 1 .207 ККАМ 
00023  56  1 0  37 . 6 1 5 36 N 50 03 4 1 . 0 1 072  Е 1 70 .6 3 8  M M UY 
00024 56 08  45 . 8 5 1 98 N 50 1 2  02 .40063 Е 1 76 .47 1 TH U R  

Рве. 7 .2 . Вид РТS-фаЬа 
Однако указанные операции м ы  выполним для геоде­

зической сети , приведенной в разделе 6 . 1 . 2 ,  для которой 
имеются результаты уравнивания в разделе 6 . 3 . В табл . 7 . 1 
приводятся результаты пересчета координат в местную 
систему с использованием известных параметров разграфки 
и ключа местной системы.  

П р и  сравнении полученных  координат с исходными 
замечаем ,  что они  смеще н ы  в среднем на  следующие 
величины : dx = 0 , 862 м ,  dy = 1 , 3 5  м ,  dH = О ,  1 62 м .  

В табл. 7 . 2  приведены результаты пересчета координат 
и з  РТS -файла с определением ключей и интерполяцией 
высот.  Л егко заметить , что все смещения добавились к 
определяемым ключам и были исключены. Однако на ис-
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Т а б л и ц а 7 . 1 

Результаты пересчета координат с параметрами и ключом 

Н омер Н азвание 
Н , м  пvнкта пvнкта Х, М у, м 

1 20FY 6 099 1 3 8 ,346 2 3 1 5  3 07,942 1 5 9 , 260 

2 2 0FX 6 099 1 40,926 2 3 1 5 3 1 1 ,2 3 1 1 5 9 ,4 5 6  

3 0 1 5 2  6 0 8 2  08,607 2 344 03 8 ,72 3  1 5 2 , 7 1 8 

4 0 1 5 9  6 09 2 80 1 , 5 3 2  2 3 1 8  037 ,444 1 5 9 , 6 3 2  

5 OBZ I 6 1 07 8 3 8 ,6 3 1 2 3 1 3  805 , 1 39 1 78 ,43 1  

6 OBZ2 6 086 030 , 3 74 2 3 1 3  1 3 5 ,303 207 , 6 5 2  

7 0 1 89 6 1 00 3 78,03 5 2 3 2 2  405 ,079 1 89 ,2 2 1 

8 0 1 9 2 6 09 2 464 ,95 7  2 2 9 7  979,887 1 9 2 ,720 

9 0 1 9 5  6 1 1 0 405 , 5 74 2 3 2 0 1 60,05 1 1 9 5 ,5 2 2  

1 0  030 1 6 09 7 8 5 8 , 2 76 2 3 2 2  9 05 , 1 45 1 86 ,469 

1 1  0303 6 09 5 029 , 1 97 2 3 2 3  3 3 2 ,6 3 4  1 8 1 ,9 2 2  

1 2  0307 6 09 2 3 3 5 ,4 5 8  2 3 3 0  2 2 9 , 1 5 2 1 6 2 ,6 3 1  

1 3  03 1 5  6 09 1 740,459 2 3 1 6 6 3 4 , 5 3 6  1 5 1 ,994 

1 4 03 2 8  6 09 2 05 5 ,  1 78 2 3 1 6  869,72 1 1 49 , 3 2 4  

1 5  099 F  6 09 5 4 5 3 ,9 86 2 3 2 0  480,862 1 5 2 ,2 9 2  

1 6  0440 6 086 2 79 ,9 2 5  2 3 1 7  3 02 ,494 2 02 , 5 9 3  

1 7  03 1 0  6 099 076 ,604 2 3 1 4  97 1 ,08 1 1 6 5 ,75 9 

1 8  06 1 F  6 094 8 5 5 ,997 2 3 1 9 1 2 1 ,6 9 3  1 30,75 1 

1 9  04 3 0  6 0 8 5  89 2 , 3 09 2 3 08 6 2 9,660 1 80,6 3 8  

2 0  089 F 6 09 7 443 ,759 2 3 20 9 86 ,5 6 5  1 83 , 875 

ходных пунктах остались остаточные расхождения с ис­
ходными координатами ,  хотя взаимное положение пунктов 
сохранилось . 

Как видно из приведенных результатов, простой перес­
чет координат может при вести к значительн ы м  ошибкам 
даже при  всех известных параметрах и ключах .  Подбор 
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Т а 6 л и ц а 7 . 2 . 

Результаты пересчета к:оордиват из РТS-файла 

Номер Н азвание 
Н , м пункта пункта Х, М у, м 

1 2 0FY 6 099 1 3 7 ,4 1 8  2 3 1 5  3 06 , 6 3 8  1 5 9 ,06 3 

2 20FX 6 09 9 1 3 9 ,9 9 8  2 3 1 5  309 ,9 2 7  1 5 9 ,2 5 9  

3 0 1 5 2  6 082 307,678 2 3 34 037,4 1 9  1 5 2 ,5 00 

4 0 1 5 9  6 092 800,604 2 3 1 8 03 6 , 1 40 1 5 9 ,400 

5 OBZ l 6 1 07 8 3 7 ,  703 2 3 1 3  803 , 8 3 5  1 78 , 3 1 4  

6 OBZ2 6 086 029 ,446 2 3 1 3 1 3 3 ,999 2 07 , 5 4 6  

7 0 1 89 6 1 00 3 77,  1 07 2 3 2 2  403 , 775 1 89 ,000 

8 0 1 9 2  6 092 464 ,030 2 297 9 78 , 5 8 3  1 9 2 , 5 00 

9 0 1 9 5  6 1 1  о 404 ,646 2 320 1 5 8 , 74 7  1 9 5 , 3 00 

1 0  030 1 6 09 7 8 5 7  , 348 2 322  903 ,84 1 1 86 , 2 5 1 

1 1  0303 6 09 5 02 8 , 2 6 8  2 3 2 3  3 3 1 , 3 3 0  1 8 1 ,708 

1 2  0307 6 09 2 3 3 4 , 5 2 9  2 3 3 0  2 2 7 , 848 1 62 ,4 2 5  

1 3  03 1 5  6 09 1 739 , 5 3 0  2 3 1 6 6 3 3 , 2 3 2  1 5 1 ,770 

1 4  03 28 6 092 054,249 2 3 1 6 86 8,4 1 7 1 49 ,09 7 

1 5  099 F  6 095 4 5 3 , 05 8- 2 3 2 0  479 , 5 5 8  1 5 2 ,075 

1 6  0440 6 086 2 78 ,997  2 3 1 7  3 0 1 , 1 90 2 02 ,44 1 

1 7  03 1 0  6 09 9 075 ,676 2 3 1 4  969 ,777 1 6 5 ,5 64 

1 8  06 1 F  6 094 8 5 5 ,06 8  2 3 1 9  1 20 ,389 1 30 , 5 2 7 

1 9  04 30 6 085 89 1 ,3 8 1  2 3 08 6 2 8 , 3 56 1 80,500 

20 089 F 6 09 7 442 ,83 1 2 3 20 9 8 5 , 2 6 1 1 8 3 ,660 

ключей и выполнение интерполяци и  высот дают резуль­
таты , вполне пригодные для картографических целей и 
геодезических работ низкой точности . Однако наиболее 
точные резул ьтаты в государственной системе координат 
получаются только из уравнивания геодезических сетей , 
создаваемых относительным методом космической гео­
дезии .  
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7 . 2 .  ОпредеJiевие параметров 
травсформвровавв.и сетей. 
Метод Резави 

Метод Резави состоит в независимом уравнивании 
участка геодезической сети и в ее впи сывании в систему 

и сходных пунктов как целостного построения методо м  

н аи ме н ьш и х  квадратов . Применительно к участку спут­

н иковой геодезической сети он закл ючается в ее свободном 

уравнивании и вписывании в систему исходных пунктов ГГС.  
Из формулы ( 1 . 2 . 5 )  в результате линеаризации получаем 

три уравнен и я поправок 

m 

ЛУ 

лz 

Р, 

(7 .2 .  l ) 

где Х1 , У1 , Z 1  - координаты пункта в системе , от которой 
переходят в другую систему, где координаты того же пункта 
равны Х2 , У2 , Z2;  m - масштабная поправка; rox ,  ООу, OOz -
мал ы е  угл ы  поворота вокруг соответствующих осей ;  ЛХ, 
ЛУ, ЛZ - координаты начала первой системы во второй 
системе координат . 

Запишем систему уравнений поправок вида (7 . 2 .  l )  для 
всех общих пунктов сетей в виде 

Ах - / =  v, Р, 

где А - матрица с элементами вида 

(7.2 .2) 
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г; о zl i 

yl i -Z 1 i о 
z l i yl i -X 1 i � � �] , о о 1 о 

х = [ m rox rov Юz ЛХ ЛУ ЛZ ]т ;  / - вектор свободных членов 
с элементам и вида [ Х2 - Х1 У2 - У1 Z2 - Z 1 ] т  и найдем 
решение 

Весовая матрица в формуле (7 .  2 . 1 )  

Р = т2 (К1 + К2)- 1 , 

( 7 . 2 . 3 ) 

(7 .2 .4) 

где µ2 - априорная дисперсия единицы веса, подбираемая 

так , чтобы диагонал ьные элементы матрицы Р были как 

можно ближе к единице ;  К1 , К2 - ковариационные матри­

цы пунктов в первой и второй системах координат соответ­

ственно.  Решение с весовой матрице й  ( 7 . 2 .4) будет таким 

же , как при совместном уравниван и и  двух сете й .  Если 

одна из матриц отсутствует, то соответствующие координа­

ты принимаются за и сходны е - безоши бочные . Есл и  

отсутствуют обе матрицы, то координаты в обеих системах 

считаются одинаково исходными и весовая матрица должна 

быть приравнена к единичной . 
Так как в уравнениях (7 .2 . 2 )  нет поправок к координа­

там пунктов, то ни в одном из вариантов вычислений они 
поправок не получают. Поэтому после определения элементов 
трансформирования коорди наты пунктов из системы 1 
необходимо перевычислить в систему 2 ,  пользуясь 
полученными значениями элементов по исходной формуле 
(7 . 2 . 1 ) .  Так как формулы ( 7 . 2 . l )  получены в результате 
линеаризации исходных формул, то при больших ЛХ, Л У, ЛZ 
процедуру следует снова повторить дЛЯ исключения влияния 
производных высших порядков до полной сходимости реше­
ния.  После этого на общих пунктах останутся расхождения 
координат, равные остатку от вычитания из первоначальных 
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разностей координат вл ия ния о пределенных эл ементов 
взаимного трансформирования , характеризующих суммарную 
точность взаимного положения пунктов в каждой сети. В 
принципе в уравнениях (7 . 2 . 1 )  могут использоваться не все 
разности координат, однако координаты в той системе , откуда 
переходят, должны быть известны все , так как они 

используются в качестве коэффициентов во всех уравнениях 

поправок .  В этом случае обусловленность систе м ы  ( 7 . 2 . 2 )  

может ухудшиться .  Кроме того , из уравнений ( 7 . 2 . 1 )  могут 

определяться не все элементы трансформирования , тогда из 

уравнений поправок соответствующие элементы исключаются 

и считается, что эти параметры одинаковы в обеих сетях. 

Необходимо иметь в виду , что оп редел е н н ы е  таким 

образом ЭВТ соответствуют только данной совокупности 

общих пунктов. Например, привязка к некоторым пунктам 

КГС России участка спутниковой сети не означает перехо­

да к системе ПЗ-90 , так как эта система была вы ведена 
для всех пунктов КГС, расположенных на территории быв­
шего СССР. Во всяком случае это будет сделано в пределах 

о шибок координат привлекаемых пункто в КГС и ошибок 
пунктов привязываемого участка сети . 

Уравнения ,  аналогичные (7 . 2 . 1 ) ,  можно написать для 
геодезических координат В ,  L, Н .  В этом случае элементы 
м атрицы А берутся из формул ( 1 . 6 . 6 )  [Ne

2 
sin B cos В / ( М  + Н) ( Н  + а  

2 
/ N )  sin L / ( М  + Н) 

А =  О (N + H - Ne
2

) tgB cos L / ( N + Н) 

a�l - е 2  sin
2 

В +  Н Ne
2 

sin B cos B sin L 
2 

- ( Н  + а / N) cos L / (М + Н) 

(N + Н - Ne
2

) tgB sin L / (N + Н) 

N
2

. - е sш B cos B cos L 
О - sin В cos L / (М + Н) - sin В sin L / (М + Н) 

- sin L / (N + Н) cos В cos L / (N + Н) cos В 

о cos B cos L cos В sin L 
cos В / ( М  + Н)] 

о . 
sin В 
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Как можно заметить , в формулах ( 1 .6.6) коэффициенты 
при m и da/a оди наковы , и в таком случае неизвестные не 
разделяются . Однако в н ашей задаче поправки в большую 
полуось не определяются ,  так как эллипсоид один и тот 
же . Если же эта поправка определялась бы , то необходимо 
было бы искать суммарную поправку da/a - m, иначе такая 
система не имела бы решения . 

В данной задаче , как и в предыдущем  варианте , при 
привязке к пунктам ГГС возникают проблемы , связанные 
с неточностью получения геодезических высот пунктов ,  
которые участвуют в трансформировании .  В случае невоз­
можности получить хорошие геодезические высоты , 
несмотря на ухудшение обусловленности системы (7 . 2 . 2 ) ,  
их все  же целесообразнее исключить. Случай трансформи­
рования геодезических координат можно свести к предыду­
щей задаче ,  пересчитав их в прямоугольную геоцентричес­
кую систему координат ( референцную или общеземную) . 

Наконец, рассмотрим вариант, когда трансформируют­
ся плоские прямоугольные координаты . Здесь высотную 
составляющую сразу отбрасывае м .  В полной аналогии с 
формулами ( 1 . 2 . 5 )  можем написать 

(7 .2 .5)  

где 0 - малый угол поворота трансформируемого участка 
сети вокруг начала координат системы 1 .  Этим уравнениям 
соответствуют уравнения поправок вида 

[х , 
-y l 1 

о У 1 х 1 

2 8 6  

m 

�] 
е 

Хо  
Уо 

- [х, = x} [v · ] 
У2  У 1 v y  (7.2.6) 



ил и  в матричном виде 

Ах -/ = V, Р, 
решение этой системы находят в виде 

Здесь х0, у0 - поправки к предварительным координа­
там начала трансформируемой системы . За начало враще­
ния одной системы координат относительно другой можно 

принять любую точку участка сети , в том числе любой из 

пунктов ,  округленное значение координат или центр тя­

жести участка сети . Так как целью решения является впи­

с ы вание участка сети в систему окружающих исходн ых 

пунктов, то целесообразно за центр вращения систем коор­

динат принять центр тяжести сети, т. е. средние координа­

ты . В этом случае в коэффициентах уравне ний поправок 

из координат следует вычесть координаты принятого нача­

ла. В свободных же членах добавление или вычитание по­

стоянной части не оказывает никакого влияни я .  При вы­

числении преобразованных координат сдвиг начала должен 

уч итываться . 
Если общих пунктов только два, то избыточных изме­

рений нет, задача уравнивания отпадает, и решение един­
ственное . Уравнения (7 . 2 .6 }  можно записать в виде 

x 1 m - y 1 0 + x 0  = Лх 1 ; 
Y 1 m + Х 1 0 + У о  = Лу 1 ; 

x 2 m - y 2 0 + х 0 = Лх 2 ;  
Y 2 ffi  + Х 2 0 + У о  = Лу 2 , 

где Лх; = Х; - х' ; ;  Лу ; = У; - у' ; - разности одноименных 

координат общих пунктов . 
Из последних уравнений следует 

и далее 

ЛХm - Лу0 = ох; 

Луm + Лх0 = оу; 
лхох 

т - . - Лх2 + Лу 2 ,  0 = Лхбу - луох 
; Лх 2 + Лу 2 
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Хо = [ (y l + У2) 0 - (Х 1  + Х2) m + (ЛХ1 + Лх2) ]/2 ; 

Уо = [ (ЛУ 1  + Лу2) - (Х 1 + Х2) 0 - (У 1  + У2) m]/2 . 

В пространствен ной системе координат для трансфор­
мирования сети необходимо не менее трех общих пунктов. 

Задача трансформирования плоских координат имеет 
нескол ько важных и и нтересных приложений , которые 
будут рассмотрены в следующей главе . 

7 . 3 .  Алrоритм решения системы 
нормальных уравнений по схеме Гаусса 

При решении любой задачи по методу наименьших 
квадратов необходимо иметь удобную программу решения 
системы линейных уравнений вида Ах = Ь с плотными 
матрицами А коэффициентов при неизвестном векторе х и 
вектором свободных членов Ь. До сих пор не найдено 
алгоритмов решения таких систем ,  для которых доказано , 
что они  лучше по времен и  или по точности , чем методы 
последовательного исключения Гаусса [ 5 8 ] . Однако часто 
ограничиваются нахождением решения указанной системы, 
не вычисляя обратной матрицы, необходимой для оценки 
результатов ,  ил и  используя для этого устаревшие алгорит­
мы обращения  матрицы с привлечением начальных еди­
ничных матриц, как, например, в способе Ганзена. В выше­
указанной работе отмечается , что существуют компактные 
способы выч исления обратных матриц в схеме Гаусса без 
хранения исходной единичной матрицы в памяти ком­
пьютера, однако эти способы не приводятся из-за труднос­
ти их понимания . Здесь приводится полный алгоритм 
решения системы нормальных уравнений с одновременным 
получением обратной матрицы в методе исключения Гаусса. 

Пусть система уравнений поправок имеет вид 
Ах - / =  v, Р, (7 .3 . 1 )  

где А - матрица размером n х k коэффициентов уравнений 
поправок; n - число измерений;  k - число неизвестных; /, 
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v - векторы свободных членов и поправок к измерениям 
размером п ;  Р - весовая матрица измерений размерностью 
n х п ,  необязательно диагональная . 

Систе ма нормальных уравне н и й ,  соответствующая 
уравнению ( 7 . 3 . 1 ) ,  будет и меть вид 

АТРАх - АТР/ = О, (7 .3 .2)  

где АТРА - симметричная матрица k х k коэффициентов 
нормальных уравнений ;  А1Р/ - вектор свободных членов 
размера k .  

Кроме того , из уравнения ( 7 . 3 . 1 )  следует 

(7. 3 . 3) 

Так как матрица АТРА симметричная , то в памяти 
компьютера можно хран ить л иш ь верхний  треугольни к  
матрицы в виде вектора 

1 2 4 7 " .  
3 5 8 . .  . 

6 9 . .  . 
1 0 . . " 

где цифры обозначают номер элемента матрицы ,  храня­
щейся в векторе. Элементы матрицы, которые находятся перед 
диагональными элементами , берутся в столбце выше 
диагонального элемента. Размер такой матрицы k (k + 1 )/2 .  
Если вместо k подставить номер неизвестного в векторе 
х , получим номер диагонал ьного элемента соответствую­
щей строки , например ,  диагональн ы й  элемент третьего 
неизвестного равен 6 . Если строки обрабатываются подряд, 
как в прямом ходе алгоритма Гаусса, то номер диагональ­
ного элемента может быть подсчитан как сумма номеров 
строк, например , для третьего неизвестного 1 + 2 + 3 = 6 . 
Остальные необходимые для вычислений элементы легко 
находятся вверх по столбцу ил и  справа от диагонального 
элемента. Если среди неизвестных есть исключаемый эле­
мент ,  например , поправка в ори е нтирующий угол при 
уравнивании направлений в наземных сетях, то в матрицу 
нормальных уравнений добавляется лишний столбец,  кото-
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ры й исключается сразу после составл е н ия нормальных 
уравнений  для направлений с данного пункта . 

Нормальные уравнения  составляются поочередно для 
каждого измерения , для чего используются файлы измере­
н и й  с их ковариацион н ы м и  матр и цами ил и средними 
квадратическими ошибками и предварител ьных координат 
пунктов. Вызвав очередное измерение по номерам пунктов, 
между которы м и  оно выпол н е н о ,  вызы ва ются их 
предварительные координаты , вычисляются коэффициенты 
и свободные члены уравнений  поправок,  которые умно­
жаются на  коре н ь  из веса,  и составля ются нормальные  
уравн е н и я  для дан ного измерения . Затем эти частн ые 
нормал ьн ые уравн е н ия для  него сум мируются в обшую 
систему уравнений в соответствии с их порядковыми номе­
рами .  Эти порядковые номера задаются порядком располо­
же ния  пун ктов в массиве предварител ьных координат 
пунктов,  хотя их номера могут не совпадать с соответству­
ющим порядковым номером . Н априме р ,  третьи м  п о  
порядку в этом масс иве может быть расположен  пункт, 
имеющий номер 1 0 .  

В векторе свободных чле нов нормальных уравнени й  
целесообразно и меть допол нител ьн ый элемент для 
вычисления дисперсии единицы веса по формуле ( 5 . 3 . 3 ) ,  в 
которой п р и  составлении  нормальных уравнений 
накапл иваются суммы взвешенных  квадратов свободных 
чле нов уравнений  поправок [р/ 2 ] .  Поэтому этот вектор 
будет иметь размерность k + l .  

В алгоритме Гаусса вначале выполняется так назаваемая 
" прямая горка" - приведение нормальных уравнений к 
треугольному виду при поочередном исключении  неиз­
вестных. Надо помнить, что запись исходных нормальных 
уравнений в треугольном виде еще не означает их разло­
жения  н а  две треугольные матрицы - это тол ько прием 
для экономии памяти компьютера. Целью "прямой горки" 
является получение  верхней треугольной м атрицы при  
умножении которой на  нижнюю треугольную м атрицу с 
единичными диагональными элементами будет получена 
исходная система нормальных уравнений . Пусть исходные 
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нормальные уравнен ия имеют вид 

ffi1 1X 1  + ffi 12X2 + Ш 1 3Х3 + · 
ffi2 1X 1  + ffi22X2 + Ш2зХз + . 

+ Ш 1kXk = /i ;  
+ ffi2kXk = '2 ;  

(7 .3 .4) 

rде Щj = щ; ; i - номер строки ; j - номер неизвестного . 
Если системе ( 7 . 3  .4) добавить строку 

то видно , какие  преобразования в ы полняются с /Т/ для 
получения vтPv. 

Для исключения первого неизвестного из всех уравне­
н и й ,  начиная со второго , складываем первое уравнение с 
п оследующим и , умножая е го на - mi 1 /m 1 1 .  В результате 
получаем следующую систему 

ffi 1 1 X 1  + Ш 1 2Х2 + ffi 1 3X3 + . . .  + m,kxk = '1 ;  
m'22X2 + m'2зХз + . . . + m'2kxk = /' ; 

2 
m' 32х2 + m' 33х3 + . . .  + m' зkxk = /' з ;  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ' 
m' k1X2 + m' k3хз + . . .  + m' kkxk = /' k ;  

f2X2 + /3Х3 + · · . + /kXk = fTf , 
rде m' ;j = m;j - m; 1  m 1/m 1 1 .  

Аналогично исключаются второе и посл едующие 
неизвестные до получения верхней треугольной матрицы,  
после преобразования нормальных уравнений по формуле 

m';j = m'- 1 ;j - m'- 1 ;, m'- 1 ,/mrr, (7 . 3 . 5 )  
rде r - номер преобразования ; r < i ,  j ,  j � i .  

П олучен ная систе ма нормальных уравнени й будет 
эквивалентна начальной с точностью до ош ибок вычис­
ле ний ,  поэтому необходимо предпринимать меры для 
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ослабления накопления ошибок вычислений .  Как правило, 
вычисления выполняют с повышенной точностью. В случае 
плохой обусловленности системы нормальных уравнений  
переставляют строки и столбцы для поиска главного эле­
ме нта строк и , н а  котор ы й  дел ится эта строка , а также 
осуществляют другие меры подобного рода. Новая система 
очень удобна для решения , так как теперь последнее урав­
нение содержит тол ько одно неизвестное , предпоследнее 
- два и т .  д. П р и  последовател ьно й  подста новке ле гко 
найти все неизвестн ы е ,  что и я вляется содержание м 
"обратной горки " . Кроме того ,  величина ,  обратная коэф­
фициенту п оследне го нормал ьного уравнения , является 
послед н им элеме нтом обратной матрицы . И менно это 
обстоятельство можно использовать для последовательного 
вы ч ислени я элементов обратной  матрицы в " обратной 
горке " .  

Итак , " обратная горка" начинается со следующих 
операций:  

1 )  определяется вел и ч и на ,  обратн ая коэффициенту 
mk-\k при неизвестном xk и записывается в матрицу вместо 
этого коэффициента ; 

2 )  вычисляется значение посл еднего неизвестного 
xk = /k- \/mk- t kk и записывается вместо последнего свобод­
ного члена.  

При переходе ко второй с конца строке из свободного 
члена  этого уравнения вычитается значение последне го 
не известного ,  умноже нное на коэффицие нт при нем 
/k-2k- t k- 1 = /k-2k- t k- t  - mk-2k- t k- t xk .  Затем вычисляется значе­
ние второго с конца неизвестного .  Для определе ния 
элементов обратной матрицы на всех последующих шагах 
испол ьзуем формулу Фробениуса для обращения блочных 
матриц 

[ А 
B]-i 

вт с 
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= [А-' - А-1в(с - втА-1в( втА-1 
-(с - вт А-'в( вт А-1 

-А-1в(с - вт А-1 в)-' ] 
(с - втА -1В) -1 

(7 .3 .6)  

После выполнения " прямой горки" каждая последую­
щая строка нормального уравнения является преобразован­
ной за исключение всех предыдущих неизвестных . Поэтому 
при вычислениях с использованием формулы ( 7 . 3 .6) доста­
точно иметь дело с уже обращенной частью матрицы нор­
мальных уравнений и строкой ,  для которой вычисляются 
элементы обратной матрицы . 

На втором шаге вычисления элементов обратной мат­
рицы мы имеем дело только с последним элементом обрат­
ной матрицы Qkk и с предпоследней строкой преобразован­
ных нормальных уравнений, для которых формула Фробе­
н иуса принимает вид 

-mk-1k  q kk ] , 
q kk 

элемент Qн был получен на первом шаге "обратной горки" ,  
а верхние индексы номера преобразования дл я  удобства 
опущены .  

Н а  последующих шагах матрица А из формулы ( 7 . 3 .6 )  
будет равна квадратичному элементу вычисляемой строки, 
матрица В станет ве ктором,  состоящим из остальных 
элементов данной строки , а элемент Qkk превратится в ту 
часть обратной матрицы , которая уже найдена на  предыду­
щих шагах вычислений Q = (С - втл-1в)- 1 • Эта матрица 
имеет ту же размерность , что и вектор В. Кроме указанных 
величин ,  целесообразно ввести вспомогательный вектор 
Е размерности k - 1 ,  в котором размещаются отрицательные 
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элементы вектора В, поделенные на квадратичный элемент 
данной строки . Тогда вычисления на л юбом шаге выпол­
няются в следующей последовательности : 

- вычисляется величина, обратная квадратичному эле­
менту очередной строки , и зап исы вается на место этого 
элемента ; 

- вычисляются элементы вектора Е; 
- из свободного чле на данной строки вычитаются все 

ранее найден ные неизвестные,  умноженные на соответст­
вующие коэффициенты вектора В; 

- вычисляется значение неизвестного в данной строке 
при делении исправленного свободного члена на квадра­
тич ный элеме нт; 

- определяются элементы обратной матрицы , соответ­
ствующие вектору В , как произведе н ие вектора Е на 
матрицу Q; 

- вычисляется скалярное произведен ие найденного в 
предыдущем пункте вектора на вектор Е и вычитается из 
диагонального элемента .  

Переходим на следующую строку и повторяем вычис­
ления до тех пор , пока не будут вычислены все не извест­
ные и вся обратная матрица. Резул ьтаты вычислений мож­
но проверить умножением обратной матрицы на прямую. 

" П рямую горку" Гаусса можно прекратить на любом 
шаге , задав номер завершающего шага или последнего иск­
лючаемого неизвестного .  Это позволяет реализовать мно­
гогрупповой метод Пранис-Праневича решения больших 
си стем норм альн ых уравнени й . Для этого в коне ц  пре ­
образуемой системы уравнений помещаются неизвестные 
из суммарной системы. Частично преобразованные системы 
нормальных уравнений складываются и решаются тем же 
методом ,  а обратный ход в частных системах продолжается 
с ис пользованием результатов из суммарного решения . 
Кроме того ,  этот алгоритм легко может быть дополнен 
подпрограммой перестановки строк и столбцов системы 
уравнений для поиска на каждом шаге главного (наиболь­
шего) элемента строки . В этом случае для восстановления 
исходного порядка элементов при составлении нормаль-
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ных уравнений вводится вектор порядковых номеро 
в строк в котором элементы в ходе ре шения переставляются одно -

временно с перестановкой самих строк , как и в вектор о 
свободных членов.  Для восстановления первоначального 
порядка расположения строк после решения системы доста­
точ но переставить строки в порядке возрастания номеров 
в этом векторе .  

При решении оче н ь  боль ш их систем  нормальных 
уравнений , например в АГС, иногда применяют групповой 
метод исключения неизвестных ,  которы й в л итературе 
называют методом Гаусса- Вол ьфа. В этом случае систе му 
нормальных уравнений разбивают на блоки равного раз­
мера ( " ящики " )  и пребразования ведут поблочно.  Пусть , 
например, такая система имеет вид 

М 1 1Х1 + М12Х2 + М1зХз + . . . + M1kXk = L1 ; 

М12Х 1  + М22Х2 + М2зХз + . . .  + M2kXk = L1 ; 
М1зХ1 + МвХ2 + МззХз + . . . + MзkXk = Lз ; (7 . 3 . 7)  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ' 

M1kX 1  + M2kX2 + МзkХз + . . . + Mkkxk = Li.; 

X1TL1 + Х2т� + х?Lз + . . .  + xkTLi. = (TPf. 
Тогда преобразования ведутся в соответствии с 

формулой мг - мr-1 мr-1 м-1 мr-1 
ij - ij - ik kk kj• 

где индексы имеют те же значения , что и выше . 

(7 . 3 .8)  

Таким образом , алгоритм фактически не изменяется , 
но позволяет проводить решение при ограниченной опера­
тивной памяти компьютера . 

П одсчитае м ,  сколько памяти требуется дл я  решения 
системы нормал ьных уравнений .  М атрица систем ы нор­
м ал ьных уравне ний занимает n ( n  + 1 )/2 ячее к  памяти , 
вектор свободных членов n + 1 ,  вспомогательный вектор 
Е n - 1 - итого [n (n  + 1 )  + 5 n ] /2 ,  где n - порядок 
ре шаемой систем ы . Как известно , память компьютера 
разбита на  сегменты по 64 кбайта. Если каждое число имеет 
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двойную точность , т .  е .  8 байт, то количество чисел в 
сегменте будет 8000 . Определим максимальн ы й  порядок 
системы нормальных уравнений ,  которая может быть ре­
шена в одном сегменте . Это число может быть найдено из 
решения квадратного уравнения 

n2 + 5n - 8000 = О,  

откуда n = 90 , что соответствует трехмерной геодезической 
сети из 30 пунктов. Современные языки программирования 
позволяют использовать больше , чем один  сегмент. Напри­
мер , многие языки (Ассемблер,  Паскаль,  некоторые версии 
Бейсика) дают возможность использовать прямую адреса­
цию,  задавая адрес сегмента и смещения данных относи­
тельно начала сегмента. Другие языки делают то же самое с 
помощью встроенных расширителей памяти (ФОРТРАН 5 .0) 
или специальных параметров массивов данных типа HUGE 
( куча) ( Паскаль ,  ФО РТРАН 4 .0 ) . Если программы снаб ­
жаются электронным ключом,  то оверлейные программы 
с расширителями памяти требуют использования специаль­
ных программ кодировки . Во всяком случае при решении 
систем нормальных уравнений необходим наибольший 
объем памяти в любой программе обработки данных. Если 
другие алгоритмы, благодаря последовательной обработке 
данных или считыванию и записи промежуточных резуль­
татов в файлы на диске , позволяют освобождать некоторую 
часть памяти , то данная задача занимает необходимую па­
мять от начала составления нормальных уравнений и до 
конца их решения с выдачей результатов , так как проис ­
ходит непрерывное обращение ко всем частям данных.  

7 . 4 . Комплекс проrрамм ураввивавия раэвостей 
координат в прямоуrол•воl rеоцевтрвческоl 

системе координат 

Комплекс программ уравнивания разностей пря­
моугольных геоцентрических координат имеет следующую 
структуру .  
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1 .  Вначале запускаются программы считывания исход­
ной измерительной информации и формирования рабочих 
файлов измерений izm, предварительных координат koor 
и названий пунктов nazv. Эти программы ориентированы 
на определенный тип выходных текстовых файлов после 
пе рвичной обработки измере н н ых псе вдодальностей до 
спутников навигационной системы фирменными пакетами 
производителя приемной аппаратуры ,  такими , как PRIZM 
(Ashtech) , S KI ( Leica) и т. п .  

Так как каждый потребитель и меет свой тип аппара­
туры ,  то он должен выбрать программу, соответствующую 
данному типу приемника. Хотя эту программу можно было 
б ы использовать в качестве подпрограм м ы ,  запускаемой 
из других программ, рассматриваемых ниже , это нецелесо­
образно , так как рабочие файлы формируются только раз 
для данного состава измерений. Уравнивание может выпол­
няться в разных вариантах с разным составом исходных 
пунктов ,  поэтому при подключении  этой программы в 
качестве подпрограммы к другим программам пришлось 
бы каждый раз повторять процесс формирования рабочих 
файлов. 

Программы составлен ия рабочих файлов для разных 
типов аппаратуры можно было бы объединить в единый 
пакет считывания исходной информации со своим меню 
типов аппаратуры и постоянно пополнять его, но большин­
ство программ этого пакета будет у данного потребителя 
бездействовать, и бесполезно будет занимать оперативную 
память компьютера. Однако для центра обработки спутни­
ковых измерени й  крупного ведомства или территориаль­
ного управления ,  куда приходят материалы н аблюдений 
различными типами аппаратуры,  такой пакет будет весьма 
полезен . 

Основное назначе ние  таких  программ - найти во 
входном текстовом файле необходимые данные , считать 
их и на основе этих данных сформировать вышеуказанные 
стандартные рабочие файлы,  необходимые для дальнейшей 
обработки .  Поиск данных осуществляется по ключевому 
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слову , расположенному в начале строки , с которой начи­
нается блок необходимых данных в считываемом файле .  
Считывание самих данных происходит по  позициям их  
расположения в тексте , поэтому входной файл должен 
быть строго стандартным - нельзя пытаться его редакти­
ровать . 

Так как координаты пунктов и их названия могут по­
вторяться в разных файлах , то в качестве предварительных 
берутся значения координат, найденные в первый раз при 
считывании .  Опознавание пунктов происходит по их на­
званиям , содержащимся во входном файле , и им присваи­
ваются порядковые номера в очередности их считывания,  
которые  затем используются для обозначения  пунктов 
наблюден ий в файле i zm . Н едопустимо при полевых 
наблюдениях присваивать одним и тем пунктам разные 
названия , отличающиеся хотя бы на один символ (цифру 
или букву) , так как они будут восприниматься как разные 
пункты. Необходимо учитывать при этом,  что в аппаратуре 
фирмы Ashtech пунктам присваиваются четырехсимволь­
ные названия,  из которых только последние три символа 
входят в название файла стороны после обработки пакетом 
PRIZM. Однако это не означает, что первый символ может 
быть произвольным ,  как это иногда встречается на прак­
тике , так как в программе формирования рабочих файлов 
из соответствующего файла считываются все четыре симво­
ла. В то же время нельзя разным пунктам давать одинако­
вые названия , так как в этом случае один из них выпадет 
из рабочего файла.  

2 .  Далее используется управляющая программа для 
запуска программ пересчета координат и вычисления 
ключей  местной системы координат .  Эта программа 
обращается сначала к программе пересчета предварительных 
общеземных координат в геодезические на  референ ц­
элли псоиде Красовского и в плоские прямоугольные 
координаты в системе 1 942 года.  После этого , используя 
координаты исходных пунктов в местной системе  
координат, их геодезические и плоские предварительные 

298 



координаты в системе 1 942 года, полученные в предыдущей 
операции,  вычисляются ключи местной системы координат 
по методикам, изложенным в главе 4. При этом происходит 
обращение  к программе вычисления  де йствител ьных 
плоских координат пунктов по геодезическим.  

П осле выч исления ключей коорди наты исходны х  
пунктов в массиве координат заменяются н а  их исходные 
значения и выполняется обращение к программе перевы­
ч исления в общеземную систему координат, в которой и 
выполняется уравнивание геодезической сети . Первая за­
пускаемая программа содержит следующие подпрограммы 
перевычисления :  

- общеземных прямоугольных коорди нат к центру 
референц-эллипсоида Красовского ; 

- полученных координат в геодезические ; 
- геодезических координат в плоские прямоугольные 

в системе  1 942 года ( необходимые для этой операции 
коэффициенты для референц-эллипсоида Красовского 
заранее вычислены и " загружаются " в массив коэффици­
е нтов) .  

Вторая программа аналогична последней подпрограмме 
первой программы с ординатой начала координат у0 = О км. 
Третья программа содержит следующие подпрограммы 
перевычисления: 

- плоских прямоугольных координат в геодезические 
с использованием вычисленных ключей местной системы 
координат, готовые коэффициенты просто "загружаются" 
в массив ;  

- геодезических координат в прямоугольные простран­
ственные  с началом в центре рефере нц-эллипсоида 
Красовского ; 

- полученных координат к центру общеземного эллип­
соида . 

3 .  Наконец, управляющей программой запускается про­
грамма составления уравнений поправок , нормальных 
уравнений и их решения , а также пересчета уравненных 
геоцентрических координат в местную систему ,  оценки 
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точности результатов и выдачи их на внешний носитель 
(экран, бумага,  файл) .  Здесь снова используется программа 
пересчета геоцентрических прямоугольных координат в 
м естную с истему . Состав и назначение  испол ьзуемых в 
третьей программе подпрограмм показаны на общей блок­
схеме комплекса (рис .  7 . 3 ) . 

Входные данные 
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isxod 

koorЫ 
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определяемых устройства местных 
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ко вариационной - точности " величин из ра- устройств 
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1 Конеu 

Рве. 7.3. Блок-схема 11:омПJ1е11:еа проrрамм ураввиаави• 
rеодеэичееш еетеl, еоздвввмх отвоеительвым методом 

Н а рис . 7 . 3 в качестве входных и выходных  данных  
показаны имена файлов, с помощью которых происходит 
обмен  информацией между программами и/или подпрог­
раммами . Кроме упоминавшихся ,  содержание файлов сле­

дующее : 
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- koor42 , koorm, koorЫ - координаты в системе 1 942 
года , в местной системе и координаты исходных пунктов 
соответственно,  а также другие данные ;  

- Ы - геодезические координаты ; 
- koori - координаты исходных пунктов из каталогов;  
- isxod - вспомоготельные данные и высоты исходных 

пунктов .  
В конце работы программы все файлы могут быть унич­

тожен ы ,  здесь  о н и  приводятся л и ш ь для наглядности и 
определения , на каком шаге произошел сбой ком ьютера.  
Блок " Перевод координат в исходные" выполняет обнуле­
ние столбцов и строк для координат исходных пунктов и 
проставление  на соответствующих диагоналях еди ницы .  

Хотя , судя по блок-схеме,  комплекс программ полу­
ч ился довольно сложным,  работа с н им достаточно проста. 
Оператору необходимо л ишь указать источник  первичных 
разностей координат (название файла или идентификатор 
объекта) , сформировать в любом текстовом редакторе файл 
координат исходных пунктов и указать внешнее устрой­
ство , на которое выводятся результаты уравнивания . Это 
может быть только экран, принтер,  файл или одновремен­
но все устройства .  При выводе на принтер и файл 
одновременно результаты выводятся на экран для контроля 
процесса вывода и управления им .  Например ,  при выводе 
на принтер запрашивается готовность устройства для выво­
да следующей страницы,  что позволяет начать вывод с но­
вого листа, если они оказались нестандартными, или прек­
ратить вывод после любой страницы .  

7 . 5 . О возможности уравнивани• разностей 
координат в rеодезической и пJJоской 
пр•моуrоJJьвой системах координат 

В предыдущем разделе был рассмотрен комплекс 
программ уравнивания разностей координат в прямоуголь-
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ной геоцентрической системе координат, т. е .  в той системе, 

где выполнялись измерения .  Такое уравнивание позволяет 

ограничиться перевычисление м  координат исходных 

пун ктов в геоцентрическую систем у  координат,  а затем 

обратны м  пересчетом уравнен н ых координат пунктов в 

нужную плоскую систему координат. В принципе , уравни­

в а н и е  разностей координ ат может вы полняться в любой 

системе координат при соблюдении определенных правил 

преобразования измерительной и нформации , направлен­

ных на исключение потери информации,  содержащейся в 
измерениях.  

Наиболее вероятной альтернативной системой коорди­
нат, в которой могут быть уравнен ы  разности координат, 

полученные относительным методом,  является геодезичес­
кая . Астронома-геодезическая сеть России уравнивалась 

и мен но в этой систе м е ,  поэтому ,  если  спутниковая 
технология будет внедрена при геодезических работах по 
развити ю АГС , то совместное уравн и вание назе м н ых и 
спутниковых данных наиболее целесообразно выполнить 
в геодезической системе координат. Для такого уравнива­
ния необходимо будет измеренные разности геоцентричес­
ких координат перевычисл ить в геодезическую систему 

на референц-эллипсоиде Красовского .  Возможно также 

nеревычисление разностей геодези ческих координат,  

которые получаются большинством пакетов фирме н н ых 

п рограмм ,  с общеземного эллипсоида на  референ ц ­

эллипсоид Красовского. 
Итак,  для перевычисления спутниковых данных в 

геодезическую систему координат на референц-эллипсоиде 
Красовского воспользуемся формулой ( 1 .2 . 5 )  пересчета гео­
це нтрических прямоугольных координат на центр рефе­
ренц-эллипсоида Красовского [�' ] = -1 [-� �z ' l + m  

z 
Z ro -rox i ре ф у 
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где m ,  rox,  roy, roz, 8Х,  8У, 8Z - параметры трансформиро­
вания референцных координат в общеземные . 

В свою очередь эти координаты связаны с геодезичес­
кими координатами на референц-эллипсоиде Красовского 
формулой ( 1 . 6 . 2) 

Приравняв правые части этих уравнений и взяв затем 
их разность для пунктов 1 и 2 ,  получим 

= l +1 т [ - � z 
(1) у 

(1) z 
l 

- (1) х 
(7 . 5 . 1 )  

Учитывая, что В2 = 81 + ЛВ, L2 = L1 + ЛL, Н2 = Н 1 + ЛН, 
продифференцировав последнюю формулу по разностям 
геодезических и прямоугольных координат, находим фор­
мулу связи дифференциалов соответствующих разностей 
координат r-(M 2  + HJ s�n B2 c�s L2 

-(М 2  + HJ sш B2 sш L2 
(М2 + H2 ) cos В2 
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cos В2 cos L2 JrdЛBl l r 1 
cos B2 sin L2 dЛL = i + m  -ro z 

sin В2  dЛН ro v -(О
х 

-ro l[dЛXl �" � '  

(7.5 . 2) 

где матрица в левой части является произведением диаго­
нальной матрицы на ортогональную 

1- sin В2 cos L1 
- sin В2 sin L1 

cos B2 

о 
Nz + Н2 

о 

- cos В2 sin L1  
cos В2  cos L1 

о 

cos В2 cos L1 l 
cos В2 sin L2 · 

sin B2 
Отсюда, учитывая , что при обращении диагональной 

м атриц ы  берутся обратные величины к диагональным 
элементам , а обратной к ортогональной матрице является 
транспонированная , легко находим 

где 

дЛВ 
дЛХ 

dЛL = дЛВ dЛУ , rdЛBl rdЛXl dЛН дЛХ 
d

ЛZ 

- sin В2 cos L1 
М 2 + Н2 
- sin L2 

(N2 + H2 )cos В2 
cos B2 cos L2 

- sin В2 sin L1 
М 2 + Н2 
cos L2 

(N2 + H2 ) cos B 2 
cos В2 sin L1 

(7. 5 . 3) 
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Х [ �' _:'х �' J 
Вычислив математическое ожидание векторного произ­

веде ния , [dЛВ] dЛL х [dЛВ 
dЛН 

dЛL dЛН] 
найдем ковариационную матрицу вычисленных разностей 
геодезических координат 

( )т 
К = 

дЛВ 
К 

дЛВ 
Л ВЛLдН дЛХ ЛХЛУЛZ дЛХ ' (7 . 5 .4) 

где Клхлvлz - ковариационная матрица разностей геоцен-
трических координат. 

Если обозначить 

дЛВ - [а " а 12 a " l дЛХ - а 21 а 12 а 1з · а Зl а з2 а зз 
то 

Г' ь 12 ь" 1 КлвлLлн = Ь 2 1  ь22 ь2з (7 .5 . 5) ' 
ьз ,  ь з2 ь зз 

где Ь 1 1 = а 1 1 2Клхлх + 2а 1 1а 1 2Клхлv + 2а 1 1 а 1 зКлхлz + а 12
2Клvлv + 

+ 2 а 1 2а 1 зКлvлz + а 1 з2 Клzлz ; 
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Ь 1 з = а , , аз 1 Клхлх + (а 1 2а з 1  + а 1 1 аз2)Клхлу + (а 1 3а3 1 + а1 1а33)КЛХАz+ 
+ а 1 2аз2КлvлУ + (а , заз2 + а , 2азз ) Клvлz + а 1 3а33Клzлz; 
Ь 22 = а2 1 2 Клхлх + 2а2 1 а22КлхдУ + 2а2 1 а 23 Клхлz + а222Клvлv + 

+ 2а22а23 Кдvлz + а2з 2 Клzдz ; 

Ь23 = а2 1аз 1 Клхлх + (а22аз 1 + а1 1аз2) Клхлу + (а2заз 1 + а2 1азз )Клхлz + 

+ а22аз2Клvлv + (а2заз2 + а21аз з ) Клvлz + а2зазз Клzлz ; 

Ьзз = аз 1 2 Клхлх + 2а32аз 1 Клхлv + 2аззаз 1 Клхлz + а322 КлУлv + 

+ 2а32азз Клvлz + азз 2Клzлz ·  

Вычисление самих разностей геодезических координат 

удобнее выполнять не по формулам (7 . 5 . 3 ) ,  а в следующем 

порядке . Один из пунктов геодезической сети принимается 

в качестве базового . Для ослабления накопления ошибок 

вычислений и измеренных разностей координат желатель­

но выбирать базовый пункт бл иже к центру тяжести 

геодезической сети . Если есть его каталожные координаты 
и высота квазиrеоида , то они перевычисляются в геоцен­

трическую прямоугольную систему. Если высота квазигео­
ида неизвестна ,  то ее  можно принять равной нул ю .  
Геоцентрические координаты базового пункта можно взять 
не посредственно из спутниковых определений ,  так как 
возможные общие смещения координат будут устранен ы  
при уравнивании .  

По сторонам , наблюдавшимся с базового пункта , при 
добавлении измеренных разностей координат получают ко­
ординаты пунктов на других концах линий .  Если наблю­
дения были сделаны на базовый пункт (ведомый) , то раз­
ности координат из координат базового пун кта вычита­
ются. Теперь координаты каждой пары пунктов на концах 
линий перевычисляются в геодезическую систему на рефе-
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ренц-эллипсоиде Красовского и о пределя ются разности 
соответствующих координат.  Одновременно формируется 
файл предварительных геодезических координат пунктов. 

Приняв каждый вновь полученный пункт поочередно. 
например , в порядке возрастания их номеров, в качестве 
базового ,  повторяем те же действия для других сторон,  
проходя по  ходовы м линиям все пункты геодезической 
сети . Таким образом формируются файл ы измерений и 
предвар ител ьных  коорд и нат в геодезической с исте м е .  
Структура и х  такая же , как и в прямоугольной геоцентри­
ческой с исте ме коорди н ат.  Однако здес ь  приходится 
перевычислять в другую систему не тол ько координаты , 
но и измерения . Уравнения поправок как для разностей 
координат, так и для наземных измерений в геодезической 
системе можно найти в работе [ 1 3 ) .  

Аналогичное п реобразование данных может быть вы­
пол нено и для плоской прямоугольной системы коорди­
нат. Однако при уравнивании на плоскости высотная со­
ставляющая отбрасывается , так как для получения превы­
шений из разностей геодезических высот необходимо при­
влекать высоты квазигеоида и при этом , естественно, точ­
ность спутниковых данных значительно снижается.  Таким 
образо м ,  при  уравнивании на плоскости информация о 
третьей координате теряется или значительно понижается 
ее точность. Еще большая потеря измерительной информа­
ции происходит при уравнивании на плоскости дальностей. 
вычисленных по разностям координат и отредуцированных 
на плоскость . Фактически при этом спутниковая аппа­
ратура используется лишь как дальномер, что недопустимо 
с экономической точки зрения .  При  таком уравнивании,  
кроме расстояний должны привлекаться дирекционные 
углы с совместной ковариационной матрицей дальностей 
и дирекционных углов . Необходимые для этого формулы 
могут быть взяты из раздела 5 .4 .  
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Г л а в а  8 

И С П ОЛ ЬЗ О ВАН И Е  М ЕТОДА Р Е ЗАВ И 
В ПЛ О С КО Й  С И СТЕ М Е  КООРД И НАТ 

Значение использования метода Резави в плоской 
системе  координат особенно возрастает в совре менной 
ситуации .  Он  применим как один из методов уравнива­
ния локальных геодезических сетей повышенной точнос­
ти и может оказаться особенно полезным для сохранения 
н е изменности местных  систем координат при введении 
новой государственной системы.  Рассмотрению этого кру­
га задач посвящена данная глава . 

8. 1 .  Анализ результатов уравнивания 
1 995 rода астровомо -rеодезическ.ой 
сети России 

К 1 995  году закончено совместное уравнивание 
геодезических сетей 1 и 2 классов с исходным пунктом 
П улково ,  К ГС ,  доплеровской геодезической сети и 
гравиметрических данных в виде радиусов-векторов части 
пунктов .  Так как предыдущее уравнивание АГС , резуль­
татом которого явилось введение Системы координат 1 942 
года,  было выполнено по некоторым причинам с рядом 
методических и технических нестрогостей,  то координаты 
1 942 года при новом уравнивании получили поправки от 
О до 30 м, возрастающие к краям сети . Фактически создана 
новая система координат 1 995 года (СК-95) с взаимным 
п оложением пунктов 3 - 5  с м .  В результате изменения 
координат местности в С К-95 часть карт масштабов 
1 : 10 ООО - 1 : 50 ООО , составленных в Системе координат 
1 942 года , потребуется пересоставить. 
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Так как поправки к координатам х и у в системе 1 942 
года возрастают в целом с запада на восток, то восточный 
край уравн енного АГС загнулся на  север в среднем на  
0 , 5 " , а масштаб возрос на  1 : 300 ООО ,  что  сравнимо с 
точностью самой сети . Эти величины являются средними 
( - 2 , 5  м на 1 000 км по каждой коорди нате ) ,  поэтому на  
некоторых участках сети эти искаже ния могут оказаться 
как меньше , так и больше указанных велич и н .  П оэтому 
первая из задач , которая может быть решена методом 
Резави, - это уточнение ключей местных систем координа1 
так , чтобы местные координаты изменились  как можно 
меньше .  

Переуравнивание сетей более низких классов с новыми 
координатам и  исходных пунктов вряд л и  возможно в 
современных условиях как из-за утери части материалов 
наблюдений на пунктах 3-4 и более низких классов (раз­
рядных, специальных и съемочных) , так и по соображени­
ям финансирования . Поэтому использование ДJIЯ трансфор­
мирования координат пунктов н изших классов из системы 
1 942 года в новую систему С К-95 является второй важной 
задачей ,  которую позвол ит решить метод Резави . 

8 . 2 .  Методика уточвевви ключей 
местных систем координат 

Существующие ключи местных систем координат 
связывают местные координаты с координатами тех же 
пунктов в системе 1 942 года. Новые ключи должны связать 
те же местные координаты с их значениями в С К-95 . 
Следовательно ,  отличие  старых и новых  ключей будет 
обусловлено отличием координат одних и тех же пунктов 
в системах координат 1 942 года и 1 995  года, т. е .  поправ­
ками к координатам 1 942 года, которые они получили при 
новом уравнивании . Таким образом,  поправки к старым 
ключам можно найти в виде элементов трансформирования 
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координат пунктов из системы 1 942  года в систему 1 995  
года, а это уже задача, подвластная методу Резави . 

Преобразование плоских координат за поворот осей 
координат и перенос начала осуществляется по формулам 
(рис .  8 . 1 )  

Хл = х0 + х'л cos0 - у'д sin0 ; 
(8 .2 . 1 ) 

Ул = Уо + Х'л sin0 + У'л cosO , 

где х0,  у0 - координаты начала системы х' , у' относительно 
системы х ,  у ;  0 - угол поворота с исте м ы  х' , у' вокруг ее 
начала против хода часовой стрелки до положения паралель­
ности осям системы х, у. Учитывая малость угла 0 и воз­
можное отличие масштабов по осям х и у, можем написать 

[хл ] = [ 1  -О][х� (1 + m. )] + [х0 ] , У А е 1 У А (t + ffiy ) У о 
(8 .2 .2)  

где угол 0 вы раже н в радианах ; mx и my - п о п равки в 
масштабы по осям х' и у' соответственно.  

Ура в н е н ию связи ( 8 . 2 . 2 ) соответствуют уравнения  
поправок вида 

Х'; mx 

у'; ffiy + Х' ; 0 

- (Х· - Х'·) = V ' 1 1 х '  
(8 .2 . 3) 

Система нормальных уравнений будет иметь вид, пока­
занны й в формуле ( 8 . 2 . 4 ) ,  где квадратные скобки обо­
значают гауссовское суммирование , n - число всех тран­
сформируемых пунктов.  Из решения системы ( 8 . 2 .4) полу­
чаются параметры трансфорМИрОВаНИЯ ffix, my, 0 , Хо , Уо · 
Если величины m" my или 0 настолько малы, что на грани­
це территории (х' , у '  максимальны) их влияние не превы­
шает ошибки накалывания точки на наиболее крупномас­
штабный план , то они принимаются нулевыми и выполня­
ется переопределение параметров трансформирования без 
них. В предельном случае , если х0 и у0 также пренебрежимо 
малы ,  то ключи остаются неизменными. 
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о· :  

Уо 

у' 

Рве. 8.1 .  Параметры преобраэоаавu uосш систем коордиват 

[х'/ ] о -[ x'i y'i ] [xi ] о mx о [у/ ] [ x'i y'i ] о [y'i ]  my -[ x'i y'i ] [ x'i y'i ] [х/ + у'/ ] -[y'i ] [ x'i ] 0 = 
[x'i ] о -[y'i ] n о ХО  

о [y'i ] [x'i ] о Уо  n 
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В общем случае преобразование координат из местной 
с истемы в С К-95 осуществляется в два этапа.  Сначала со 
старыми ключами координаты преобразовываются в систе­
м у  1 942 года , зате м с помощью н айде н н ы х  параметров 
осуществляется переход в СК-95 . Обратное преобразование 
выполняется в обратном порядке . Чтобы не усложнять вы­
ч ислен и й ,  найденные параметр ы  могут быть "зашиты " в 

программы пересчета координат для данного субъе кта РФ, 
т а к  как старые ключи все равно остаются секретными .  

Такая методика определения параметров трансформи­
р ования поправок к координата м  1 942 года (свободн ы е  
ч л е н ы  уравнений ( 8 . 2 . 3 ) )  пригодна для городских систе м  
коорд и н ат ил и когда субъе кт Феде рации помещается в 
одной координатной зоне.  Если субъект РФ расположен в 
нескольких координатных зонах , то необходимо выбрать 
це нтр трансформирования и от него отсчитывать коорди­
наты х' и у' . В качестве такого центра можно выбрать точку 
с координатами 

Вн = ( B';]/n, Lн = (L';}/n, (8 .2 .5) 

которые перевычисля ются в плоские прямоугол ьные Хн , 
Ун с осевым меридианом Lн . Тогда x· i ,  y ' i  будут равняться 
разности координат соответствующих пунктов,  вычислен­
ных в широкой зоне , охватывающей всю территорию субъ­
е кта РФ, и координат центра трансформирования .  Хотя 
такая мера позволит определить параметры трансформиро­
вания , но пользоваться и м и  будет не очен ь  удобно,  так 
как для каждого пункта при преобразованиях координат с 
помощью ключей придется сначала вычислить его коорди­
н аты в широкой зоне . Для этого от плоских прямо­
угольных координат (в  местной или СК-95 в зависимости 
от направления преобразования) следует перейти в геоде­
зическую систему координат, и по ним вычислить плоские 
прямоугольные координаты в широкой зоне . 

Вычисление плоских координат в широкой зоне целесо­
образно также " заш ить" в программы преобразования ко­
ординат каждого субъекта РФ. В этом случае пол ьзова-
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тели  даже не почувствуют разницы между пересчетом от 
местной систе м ы  координат к с и сте ме 1 942  года или и 
системе 1 995 года и обратно, так как в обоих случаях будут 
пользоваться только старыми ключами . 

8 . 3 .  Алrорвтм опредеJ1енвя новых к:J110чеl 
местных систем к:оордиват 

Новые ключи местных систем координат определя­
ются в следующей последовател ьности . 

1 .  Выбор пувк:тов, участвующих в вычисJ1енив новых 
КJПОчеl. Так как на территории субъекта РФ могут оказаться 
тысячи и даже десятки тысяч пунктов ( в  экономически 
освоенных регионах) , то необходимо выбрать равномерно 
распредел е н ное на этой территории ограниченное число 
пунктов для вычисления кл юче й .  И наче на уточ нение  
ключей может оказать влияние с куче нность пунктов на  
небольшой части территории . 

Для этого по карте масштаба l : l ООО ООО определяем 
р азмер субъе кта РФ п о  широте и по дол готе с учетом 
необходимой зоны перекр ытия с соседними субъе ктами . 
Затем разбиваем образовавшуюся трапецию на десять рав­
ных полос и десять равны х  столбцов ( ша г  сетки м ожет 
подбираться в зависимости от размера территории субъекта 
РФ) . В узлах этой сетки находим ближайшие пункты 1 и 
2 кл.ассов ( 1 00 пунктов) , с кото р ы м и  и имеем дело в 
дальнейшем . 

Z. ВычвсJ1ение координат начuа трансформировании. 
Координаты выбранных пун ктов 1 и 2 классов в С К-42 
перевычисляются в геодезические и из них берутся средние 
значения 

Вн = [ B; ]/n, Lн = [ L;]/n .  

Теперь координаты В н ,  L н  и В ; ,  L; перевычисляются в 
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плоские прямоугол ьные х' , у' в ш ирокой зоне с осевым 
мер идианом Lн и началом х0 = Хн , Уо = О м . 

3. Составление уравнений поправок в ы пол няется по  
формул а м  ( 8 . 2 . 3 ) ,  однако в свободных чле н ах х' ; , у' ;  
означает координаты не в ш ирокой зоне,  а в системе 1 942 
года, в отличие от координат Х; , У; в СК-95 . Следовательно , 
свободные чле н ы  равны поправкам к коорд и н атам 1 942 
года , п олученным из уравни вания 1 995  года . 

Если и х  нет,  то свободные члены в ы ч и сляются как 
разности координат в С К-95 и С К-42 .  Для п олуче н и я  
поправок в единицах шестого знака и в секундах дуги ко­
эффицие нты при масштабах умножаются н а  1 о-6 , а при  
угле разворота делятся на р" . Если поправки к координатам 
1 942 года имеются ,  то необходимо проконтролировать, как 
вычислялись свободные члены при уравнивании 1 995 года. 
Дело в том , что в некоторых организациях уравнения по­
правок записывают в виде Ах - / = v, где / = измерение -
вычисленное значение, а в других - в виде Ах + / = v, где 
/ = вычисленное значение - измерение . Во втором случае 
поправки х приходится вычитать из предварительных зна­
чений не известны х ,  следовательно,  х - не поправки ,  а 
ошибки , что вносит тер минол огическую путаницу.  П ра­
вильнее первый вариант, который и принят в данной рабо­
те . Поэтому, есл и  при уравнивании 1 995  года " поправки" 
вычитал ись из предварительных координат 1 942 года , то 
с вободные члены в формуле ( 8 . 2 . 3 )  берутся с обратным 
знаком , а если прибавлялись, - то со своим знаком.  

4.  Составление и решение нормuъных уравнений. 
Н ормал ьные уравнения соответствуют формуле (8 . 2 .4) . Из  
их решения получаются все пять неизвестных.  Если какие­
л ибо неизвестные будет решено исключить после анализа 
их влияния, то соответствующие строки и столбцы матрицы 
нормальных уравнений и их свободные члены обнуляются, 
а вместо квадратичных коэффицие нтов нормальных 
уравнений запис ываются единицы , чтобы матрица могла 
б ыть обращена . 

Анализ влияния неизвестных оценивается по величи-
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нам (х , y)m и (х ,  у)0 , где х, у - координаты угловых точек 
сетки на ш ирокой полосе . Так как нормальные уравнения 
не меняются,  то их можно сохранить для организации 
итеративного процесса уточнения определяемых параметров. 

8 .4 . Алгоритм пересчета координат пунктов 
из местных систем в СК-95 и обратно 

Пересчет координат пувк:тов из мествых систем в СК-95 
Исходные данные : х" , у" - координаты пункта в местной 

систе ме ; Хе , Ус ,  Lc - старые ключи местной с исте м ы  
координат - координаты условного начала и долгота осевого 
меридиана первой зоны ; Хн , Ун ,  Lн - координаты начала  и 
осевой меридиан центра трансформирования поправок 
координат 1 942 года (Ун =  О м) ;  mx,  ffiy, 0, х0 , Уо - параметры 
трансформирования . Необходимо получить х, у в С К-95 . 

1 .  С использован и е м  старых кл ючей перевычисл я е м  
х" , Ум в геодезические координаты В ,  L и в С К-42 Х42 , у42 . 

2 .  Перевычисляем В , L в ш ирокую зону с осе вым 
мерид ианом L н  и усл о в н ы м  началом хн ,  Ун и получаем 
координаты х· ,  у· . 

3 .  Вычисляем координаты пункта в СК-95 по формулам 

Х95 = Х42 + Хо + х· т. - у· 0; 

Y9s = У42 + Уо + у' ffiy + х' 0 ,  
(8 .4. l )  

где угол 0 берется в радианах, если координаты - в метрах. 
Пересчет координат из СК-95 в местную систему 

координат 
Исходные данные: х, у - координаты пункта в СК-95 ;  

Хе ,  Ус, Lc, х" '  Ун ,  Lн - старые ключи и параметры центра 
трансформирования поправок координат; m" my, 0, Хо, у0 -
параметры трансформирования. Необходимо получить коор­
динаты пункта в местной системе . 
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1 .  П о  координатам в С К-95 выч исляем геодези ческие 

координаты пункта В ,  L.  
2 .  П еревыч исляем В, L в ш и р о кую зо ну от осевого 

м ер ид иана Lн с усло в н ы м  нач алом Хн ,  Ун и получ ае м 
координаты х' , у' . 

3 . Вычисляем координаты пункта в С К-42 по формулам 

Х42 = Х - Хо - Х' ffix + у' 0;  
(8 .4 .2) 

У42 = У - Уо - у' ту - х' 0. 

4 . Со старыми кл ючам и пе ревыч исляе м коорди наты 
из  С К-42 в местную систему координат. 

Здесь  мы пренебрегл и  разл и ч и е м  долгот п у н кто в ,  
получаемых п о  координатам в СК-42 и в СК-9 5 ,  равн ым 
средне й  поправке в ординату у0 • Эта величина ,  входящая 
затем в координаты в широкой зоне , умножается на мал ые 
велич и н ы  m" my и 0 , и поэтому ее можно не учитывать. 
Для более строгого учета этой вел и ч и н ы  при обратно м 
пересчете следует вычислять геодезические координаты по 
разностям х - Хо , У - Уо · 

8 . 5 . Методика преобразования координат 
пунктов виэmих классов в СК-95 

Для сохранения координат пунктов в местных сис­
темах необходимо уточнить их ключи для каждого субъекта 
Российской Федерации под условием минимума сумм ы  
квадратов остаточных расхождений координат в двух сис­
темах, как это описано выше . 

Однако эта мера не устраняет индивидуальные смеще­
н ия отдельных пунктов в результате уточнения их взаим­
ного положения в ходе последнего уравнивания АГС .  После 
подбора дополнительных ключей между СК-42 и С К- 9 5 ,  
устраняющих региональные искажения геодезической сети 
на территории каждого субъекта РФ, координаты пунктов 
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АГС из уравнивания необходимо пересчитать с новыми 
ключами в местные системы координат.  Таким образом будут 
устранены ошибки взаимного положения пунктов АГС на 
территории субъектов РФ. 

Так как уравнивания сетей сгущения 3 и 4 классов в 
ближайшие годы не предвидится , возникает задач а приве­
де ния координат пунктов этих классов в соответствие с 
результатами уравненных координат АГС.  После выполне­
ния этой задачи потребуется такое же преобразование ко­
орд и н ат пунктов более н изких кл ассов - разрядных, 
специальных и съемочных сетей.  

Остаточ ные искажения в сетях низш их классов могут 
искл ючаться некоторы м и  а п прокс и м и рующ и м и  фун к­
циями или полиномами.  Однако, так как остаточные укло­
нения на уровне сантиметров носят случайный характер ,  
т о  никакая аналитическая функция не сможет понизить 
их до приемлемого уровня.  И чем больше параметров ап­
проксимации будет определяться , чем на более обширной 
территории это будет выполняться , тем больше будут оста­
точные уклонения в координатах. Следовательно, площадь 
трансфор мируем о й  территории должна быть как можно 
меньше, а на этой минимальной площади должно опреде­
ляться п о  возможности наибол ьшее ч исло п араметров ,  
чтобы выйти за  пределы случайных величин и преобразова­
ние координат происходило однозначно.  

Такому требованию удовлетворяет каЖдый треугольник 
сети АГС.  Тогда преобразование треугол ьника из С К-42 
в С К-95 будет аналогично решению задач и Резави дл я 
вписания свободно уравненной сети (в  С К-42) в систему 
исходных пунктов (в  СК-95) по методу наименьших квад­
ратов .  Для этого метода связь координат общих пунктов 
выражается формулой 

[;1К-95 = (l + m{� -1°][;1К-42 + [;: ] . <8 · 5 · 1 )  

где m - масштабная поправка ; 0 - угол разворота коорди­
натных сеток в двух системах относительно друг друга ; 
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Хо, Уо - смещение сеток относительно друг друга. Именно 
эти параметры определялись в исследованиях ЦНИИГАиК. 

Одн ако мы буде м испол ьзо вать более рас ширенную 
форму зависимости ( 8 . 5 . 1 )  в виде 

[х] [ 1 -0
J
[(l + m, )x] [х0 ] 

у С К -- 95 
= 

0 1 {I + my )y СК -42 
+ Уо ' 

(8 . 5 .2) 

дл я которой можем написать уравнения поправок вида 

Х ffix - У 0 + Хо - (ХсК-95 - Хск-42) = Ух; 

у ffiy + х 0 + Уо - (Уск-95 - Уск-42) = Vy , 
(8 . 5 . 3) 

где m " my - мас штаб н ы е  поправки по соответствующим 
осям .  

Коорди наты х ,  у ,  служащие в уравне н иях ( 8 . 5 . 3 )  в 
качестве коэффициентов, отсчитываются от центра тяжести 
трансформируемого треугольника,  которым в общем слу­
чае является точка пересечения медиан . Для этого вначале 
вычисляются координаты начала трансформирования как 
средн ие из координат пун ктов в С К-42 на верши н ах 
треугол ьника,  зате м эти значения в ы ч итаются и з  всех 
координат.  

Таки м  образом,  для трех пунктов треугол ьника можем 
написать три пары уравнений ( 8 . 5 . 3 )  - всего шесть , а опре­
деляемых параметров пять, т. е .  фактически преобразование 
треугольника в треугольник будет происходить однозначно 
п ри одном контрольном избыточ ном измере н и и .  Теперь 
с полученными параметрам и  пункты 3 и 4 классов, попа­
дающи е в нутрь данного треугольника , пересч итываются 
в СК-95 .  При этом неважно, какие наблюдения в ыполня­
л ись между и сход н ы м и  и о предел я е м ы м и  п у н ктами ,  -
предполагается , что искажен ия внутри треугольни ка ока­
зы вают одинаковое влияние на всей его площади.  

Если геодезические сети 1 и 2 классов создавались сис­
темой полигонометрических ходов ,  то треугол ьники выби­
раются из числа смежных параллельных ходов (рис .  8 . 2) .  
Н а  краю АГС мо гут оказаться пункты 3 и 4 классов ,  не  
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входя щие в треу гол ьн и ки 1 и 2 классов . В этом случае 
они включаются в систему бл ижайшего треугольника .  

Рве:. 8.2. Вwбор треуrо.11•ввков 
между полвrовометрвчес:пмв ходами 

При составлении программы преобразования координат 
пун ктов 3 и 4 классо в в С К-95  критерие м попадан и я  
данного пункта внутрь исходного треугольника может слу­
жить сумма площаде й треугольников.  Например,  на рис.  
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Рве:. 8.3. Полоаевве пувпов 
отвос:пельво треуrольввu 

8 . 3  пун кт 4 находится 
внутри треугол ь н ика 
1 23 , и для него 
Sш = S 124 + S 1 з4 + S2з4 , 
пункт 5 находится вне 
н е г о ,  и дл я этого 

5 пункта 
Sш < S ш + S ш + Sш.  
Следовател ьно ,  для 
пунктов внутри треу-
гольника соблюдается 
условие 
s ijk = s ij/ + s ik/ + sjk/ , 

(8 . 5 .4) 
где i ,  j, k - номе ра 



исходных пунктов ;  / - номер пункта 3 или 4 класса. 
Площади треугольников вычисляются по формуле 
S = 0 ,5  [ х , (У2 - Уз) + Х2 (Уз - У 1 ) + Хз (У1 - У2) ] ,  (8 .5 . 5) 

где х , , у , , х2 , у2 ,  х3 , Уз - координаты вершин треугол ьника.  
Для того , чтобы не иметь дела с бол ьш и м и  числами , 

все коорди н аты могут быть поделе н ы , например на 1 0 3 • 
Так как знак величины S зависит от порядка обхода вершин 
треугольника, то при вычислениях лучше использовать ее 
абсолютное значе ние .  

Необходимо иметь в виду, что координаты пунктов АГС 
не должны переводиться из С К-42 в С К-95  до тех пор , 
пока не будут трансформированы все пункты 3 и 4 классов 
во всех треугольниках, связанных с данным исходным пунк­
том,  иначе результаты преобразования будут искажены. При 
этом определяемые параметры преобразования для окружа­
ю щих пун ктов будут утеряны ,  поэтому после тра нсфор­
м ирования координат окружающих пунктов 3 и 4 классов 
координаты исходны х пунктов в С К-42 л и ш ь  заменяются 
координатами в С К-95 . В п равомерности тако й заме н ы  
координат пунктов АГС можно убедиться п р и  пересчете 
координат АГС из СК-42 в С К-95 с помощью найденных 
элементов трансформирования - остаточные ош ибки окру­
гления  не превышают 1 мм.  

П реобразо ван и е  координат пунктов 3 и 4 классо в  
удобнее всего выполнять и з  С К-42 в СК-95 , так как будут 
существовать параллельные каталоги в обеих системах. Ко­
ординаты пункто в более низких классов м огут преоб ­
разовываться непосредственно в местной системе коорди­
нат после получения в ней координат ГГС 1 - 4 классов ,  
особе н но ,  есл и  их спис ки и м е ются тол ько в отдельных 
ведомствах и те рриториал ьных о р га н изациях Роскарто ­
графии.  В о  всяком случае координаты всех пунктов, имею­
щихся в каталогах координат в С К-42 , могут быть преоб­
разованы в новую с и стему и пересчитан ы  в требуему ю  
местную систему. Последовательность преобразования ко­
ординат пунктов 3 и 4 классов не и меет значен и я .  Коор-
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д ин аты пунктов более  н изкого класса должны пре ­
образовываться по треугольникам пунктов 1 - 4 классов ,  
так как они являются для них исходн ыми . 

П р и м е р 8 . 1 .  

В ы полним преобразовани е  коорди нат пун ктов 3 и 4 
классов , приведенных на схеме геодезической сети (рис .  
8 .4) . 

х 8 9 

Рве. 8.4. Схема rеодезвческоl сети 

У с л о в н ы е о б о з н а ч е н и я :  

О - Пун кты АГС - - Сторона АГС 

О - Пун кты ГГС 3 и 4 классов 
- Сторона ГГС 3 и 4 классов 

3 2 2  



В каждый треугол ь н и к  исходных  пун ктов попадает 
один пун кт 3, 4 класса , и к нему относится еще один на­
ружн ы й  пункт .  Предполагается , что на всех пун ктах вы­
полнены угловые набл юдения - их значения  легко опре­
делить, так как  все треугольники равносторонние . Вначале 
эта сеть была уравнена без внесе ния  каких-л ибо ошибок 
в координаты или измере н и я .  П олуче н н ы е  знач е н и я  
координат соответствуют уравниван и ю  1 995 года.  

Затем коорди наты и сходных пунктов были изменены 
н а следующие величины (табл . 8 . 1 ) .  

Т а б л и ц а 8 . 1 

Ошибки координат исходных пунктов в СК:-42 

Ошибка, Номер пункта 
см 1 2 3 4 5 6 7 

бх 1 5  1 2  1 0  1 1  5 10  1 0  

бу 1 0  7 1 3  1 1  5 9 1 0  

Здесь предусмотрены и общие смещения,  и разброс п о  
х н а  1 0  см,  п о  у н а  8 см . После этого сеть была переурав­
нена с теми же измерениями ,  что и в предыдущем случае , 
а п олуче н н ы е коорд и н аты п р и няты соответствующими 
каталогу С К-42 . 

В табл . 8 . 2  п р и веде н ы  резул ьтаты преобразования  
п унктов 3 и 4 кл ассов п о  треугольни ку 1 -2-4 ,  а в табл . 
8 . 3  - сводка преобразованных координат и С К О  преоб­
разования координат пунктов 3 и 4 классов,  выч исленых 
по исти н н ым ошибкам , т .  е .  по разностям уравнен ных и 
преобразованных с п омощью п араметров координат .  В 
табл . 8 . 2  и 8 . 5  угол разворота осей дан в угловых секундах, 
остальные величины в таблицах данного раздела - в мет­
рах. В данном тип и ч н о м  случае регулярных поправок к 
координатам С К-42 из уравнивания АГС С КО получились 
н а  уровне нескольких м илли метров.  
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П араметры преобразования координат в треугольнике 
1 -2-4 приведены ниже . 

Масштабная поправка к х ,  м . . .  - 2 ,666660074 1 4709· 1 0-06 
Масштабная поправка к у ,  м . . .  -2 , 694294527 1 1 542 · 1 0-06 
Угол разворота осей . . . . . . . . . . . . .  0 , 148 1 4550275 1489" 
Сдви г начала координат по х ,  м . . . -0 ,  1 26666666667000 
Сдвиг начала координат по у,  м . -9 ,333333 333 1 7 326 ·  I 0-02 

Т а б л и ц  а 8 . 2  

Преобраэоваввые координаты 

Номер х у н 
1 30 000 ,000 1 7  320, 508 0 ,000 
2 22 500,000 4330, 1 27 0 ,000 
о 0,000 0 ,000 0,000 
4 1 5  000 ,000 1 7  320 , 508 0,000 
о 0,000 0 ,000 0 ,000 
о 0,000 0 ,000 0,000 
о 0 ,000 0 ,000 0,000 
8 30 000 ,003 8660, 260 0 ,000 
о 0,000 0,000 0,000 
1 0  2 2  499 , 999 1 2  990 , 380 0 ,000 
о 0,000 О ООО 0,000 

Т а  6 л и ц а 8 . 3  
Преобразованные координаты и и :х  оценка точности 

Номер х у н 
1 2 3 4 

1 30 000,000 1 7  320, 508 0 , 000 
2 22 500,000 4330, 1 27 0 , 000 
3 22 500,000 30 3 1 0 , 889 0 , 000 
4 1 5  000,000 1 7  320,508 0 ,000 
5 7500,000 4330,  1 27 0 , 000 
6 7500 ,000 30 3 1 0 , 8 89 0 ,000 
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1 2 3 4 

7 0,000 1 7 320,508 0 , 000 
8 30 000 ,003 8660 , 260 0 , 000 
9 30  000 ,002 25  980 , 765 0 , 000 

1 0  22 499 ,999 1 2  990 , 3 80 0 , 000 
1 1  22 499 ,997 2 1  650 ,634 0 ,000 
12  14  999 ,996 -0,008 0 , 000 
1 3  1 5  000 ,006 8660 ,253  0 , 000 
1 4  1 5  000 ,000 25 980 ,76 1 0 ,000 
15 1 5  000 ,005 34 64 1 ,0 1 4 0 , 000 
16 7499 ,996 1 2  990 , 3 85 0 , 000 
1 7  7499 ,998 2 1  650,637 0 , 000 
18  -0,009 8660 ,255 0 , 000 
19 0 , 0 1 5 25 980 ,766 0 , 000 

с ко 5 ,9858 ·  l 0-03 3 , 6223 · l 0-03 

Пр•мечавие. С КО вы ч и слял и сь п о исти н н ы м  ош ибкам тол ько для 
о пределяе мых пун ктов 8 - 1 9 . 

Дл я исследования вл ияния  более  неблаго п риятного 
распределения ошибок в координатах СК-42 в координаты 
исходных пунктов были введе ны ошибки, приведенные в 
табл . 8 .4 .  

Т а б л и ц  а 8 .4  

Неблаrопр•твое распределение ошибок исходных пувкто1 
Ошибка, Номер пункта 

см 1 2 3 4 5 6 7 

ох 10  1 0  о 1 0  о 1 0  - 10 
оу 1 0  1 0  о 1 0  1 0  - 1 0  1 0  

Здесь разброс п о  каждой координате составляет до 20 
с м .  Кроме того , ошибки был и введен ы  так и м  образо м , 
чтобы в каждом треугольнике проявлялось влияние опре­
дел е н ных параметров преобразования координат .  
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Например,  в треугольнике 1 -2-4 действует влияние только 
смещений центра трансформирования координат, влияни­
е м  других параметров можно пре небречь .  В треугольнике 
1 - 3-4 с казы вается в основном вл ияние параметра my, в 
треугольнике 3-4-6 - угла разворота и т. д .  

Снова пункты 3 и 4 классов были переуравнены п о  тем 
же измерениям . Резул ьтаты трансформирования треу­
гольника представлены в табл . 8 .5 ,  итоговые результаты -
в табл . 8 . 6 .  Из  табл . 8 . 6  видно,  что С КО преобразования 
координат не превышает 3 - 4 см.  

Таким образом , предлагаемая методика преобразования 
координат в новую систему может быть принята в основу 
программно-математического обеспечения такой работы . 
Проблемы,  описанные в данной главе , возн икают также 
при моде рнизации учас-rков геодезической сети относи­
тельным методом космической геодезии,  так как сети низ­
ших классов, как правило,  не участвуют по тем или ины м 
причинам (не сохранились материалы наблюдений и т. п . )  
в сов местном уравн ива н и и  н азе м н ы х  и спутн и ковых 
данных . 

Параметры преобразования координат в треугольнике 
1 -2-4 приведены ниже . 

Масштабная поправка к х , м . . . . . 1 , 2 1 26586764627 8 · 1 0- 1 6  
Масштабная поправка к у ,  м . . . . .  7 , 00 1 2650620555 3 ·  l 0- 1 1  
Угол разворота осей . . . . . . . . . . . 7 , 2205707933 1 674- I 0- 1 2"  
Сдвиг  начала координат по х ,  м -9 , 9999999999 1 5 1 1 · 1 0-02 
Сдвиг начала координат по у,  м . . . .  -0 ,099999999998 848 

Т а б л и ц а 8 .5 
Преобразоваввые координаты 

Номер х у н 
1 2 3 4 

1 30 000,000 1 7  320 , 508 0 ,000 
2 22 500,000 4330, 1 27 0,000 
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1 2 3 4 

о 0,000 0,000 0 ,000 

4 1 5  000,000 1 7  320, 508 0 ,000 

о 0 ,000 0 ,000 0 ,000 

о 0 ,000 0,000 0 ,000 

о 0,000 о ,ооо 0 ,000 

8 30 000,0 1 3  8660,262 0 ,000 

о 0,000 о ,ооо 0 ,000 

1 0  22  499 ,993 1 2  990 , 3 83 0 ,000 

о 0 ,000 о ,ооо 0,000 

о 0,000 о ,ооо 0 ,000 

о 0,000 о ,ооо 0 ,000 

о 0,000 о ,ооо 0,000 

о 0 ,000 о , ооо 0 ,000 

о 0,000 о ,ооо 0 ,000 

о 0 ,000 о ,ооо 0,000 

о 0,000 о ,ооо 0,000 

о 0,000 о,ооо 0 ,000 

Т а б л и ц  а 8 .6  

Преобра:1оваввwе коордвватw в оцевs• и х  точности 

Номер х у н 
1 2 3 4 

1 30 000,000 1 7  320 , 508 0 ,000 

2 22 500 ,000 4330 , 2 7  0 ,000 

3 22 500,000 30 3 1 0 , 8 8 9  0 ,000 

4 1 5  000,000 1 7  320 ,508 0 ,000 

5 7500,000 4330, 1 2 7 0 ,000 

6 7500,000 30 3 1 0 , 8 8 9  0 ,000 

7 0,000 1 7  320 , 508 0,000 

8 30 000,0 1 3  8660,262 0 ,000 
9 29 999 ,982 25 980,774 0 ,000 

10 22 499,993 1 2  990 , 3 8 3  0 ,000 

1 1  22 499,990 2 1  650,63 3 0 ,000 
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l 2 3 4 

1 2  1 5  000,0 1 5  -0,030 0 , 000 
1 3  1 5  000,002 8660 ,249 0 , 000 
14 14 999 ,993 25  980 ,765 0 , 000 
1 5  1 5  000,030 34 64 1 ,0 1 5 0 , 000 
1 6  7 500,007 1 2  990 , 362  0 , 000 
1 7  7500 ,0 1 1  2 1  650 , 664 0 , 000 
1 8  0 , 029 8660 , 2 3 5  0 , 000 
1 9  0 ,098 25  980 , 795 0 , 000 

с ко 3 , 2287  . 1 0-02 1 ,  7 88 1 . 1 0-02 

Прв11е"1авве. С КО в ы ч и сл е ны п о исти н н ы м ош и б кам тол ько для 

определяе мых пун ктов 8- 1 9 .  

8 . 6 .  Вычисление rеодезвческоrо азимута, 
дврекцвонноrо уrла и рассто•н•• 
по разностям пространственных 
пр•моуrол•ных координат 

В разделе 5 . 5  говорилось о возможности уравнива­
ния разностей координат в геодезической и плоской пря­
моугольной системах координат. Для этого разности прост­
ранственных прямоугольных коорди нат необходимо пере­
вычислить в разности геодезических или плоских прямо­
угольных координат или в длину линий и азимуты в соот­
ветствующих системах координат .  В геодезической систе­
ме , кроме того , должны использоваться и разности геоде­
зических высот, чтобы не происходило потери информации 
при ее преобразовании.  В данном разделе рассматриваются 
некоторые вопросы преобразования разностей пространст­
венных прямоугольных координат в длины линий и азиму­
ты (дирекционные угл ы ) .  

В с е  фирменные пакеты программ позволяют получать 
пространствен н ы е  прямоугольные координаты Х ,  У, Z 
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концов базиса и вычислять их разность в общеземной 
системе координат. При этом координаты одного из пунк­
тов (опорного) считаются известными, а координаты дру­
гого пункта определяются относительно опорного (отсюда 
название метода - относительный) .  Поэтому перед обра­
боткой наблюдени й  координаты опорного пункта необхо­
ди мо перевыч ислить в общезе м ную систе му координат с 
помощью заранее известн ых параметров трансформи­
рования коорди нат из  местной системы в общеземную. 

Итак , есл и пространствен ные прямоугол ь ные коор ­
динаты концов базиса определены, то они могут быть пере­
вычислены в геодезические на требуемом элл и псоиде и 
плоские прямоугольные в заданной проекци и  по схеме 

Х, У, Zозз � Х, У, Zp � В , L, Нр �  х ,  у,  ( 8 . 6 . 1 )  

где индекс р означает референцную систему координат. 
Далее из решения обратной геодезической задачи на 

референц-эллипсоиде по методу Бесселя могут быть найде­
н ы  азимут и дли н а  геодезической л и н и и , а и з  решения 
обратной геодезической задачи на плоскости - дирекцион­
ный угол и расстояние в проекции Гаусса. 

Здесь мы представим другой способ решения той же 
задачи более соответствующий уравнивани ю  пространст­
венных геодезических сетей .  Из относительных наблюде­
ний навигационных спутников с двух пунктов получают 
разности геоцентрических декартовых координ ат ЛХ, Л У, 
ЛZ . По ним непосредственно на физической поверхности 
Земли можно получить азимут между набл юдав ш и м и с я  
пунктами.  Предполагается при этом,  что разности коорди­
нат ЛХ, Л У, ЛZ приведены к центрам пунктов .  

Рассмотрим топоцентрическую с истем у  координат с 
началом в центре пункта l (рис.  8 . 5 )  и осью n ,  совпадаю­
щей с направлением нормали к общему земному эллипсо­
иду ( ОЗЭ) . Центр ОЗЭ совмещен с началом декартовой 
системы координат, а главные оси совпадают с ее  осями х, 
у, z. Оси s и v направлены в сторону возрастания широт и 
долгот, т. е .  в точки севера и востока соответственно ,  и 
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систе м а  координат является горизонтальной (с м .  раздел 
1 .  7 ) .  Н аправляю щи е коси нус ы направл е н и я  между 
пунктами 1 и 2 равны 

m = (� л; �) , (8 .6 . 2) 

где D = J лх2 + л У2 + ЛZ,2 - наклонное расстояние между 
пун ктам и . 

v 

1 

Рве. 8.5. Топоцевтрll"lеекu ropвэoll'l'Ultш система координат 

Вычислим косинусы углов между вектором m и осями 
s ,  v, п как произведения соответствующих направляющих 
косинусов 

-ЛХ sin Bcos L - Л У sin Bsin L + ЛZcos В coso: = ----------------
D 

� -ЛXsin L + ЛYcosL cos = . 
D 

, 

ЛХ cos Bcos L + Л У cos Bsin L + ЛZ sin В cos z = ---------------
D 

(8 .6.3) 

Теперь спроектируем наклонное расстояние  D на  оси 
s и v 1 В = D coso:; 1 С = D cos� . Из рис . 8 .5  легко заметить, 
что 1 В и 1 С являются также проекциями горизонтал ьного 
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п р оложе н и я  l A  р асстояния  D н а  те же ос и ,  причем 
1 В = lA  cosA; 1 С = lA sinA, где А - искомый азимут. 

Следовательно ,  

tgA = cos � = -ЛX sin L + ЛY cos L 
cos a -ЛX sin Bcos L - ЛУ sin B sin L +  ЛZcos B 

(8.6.4) 

Формула ( 8 . 6 . 4) позволяет определить азимут по изме­
ренным относительным методо м  разностя м  п ространст­
венных декартовых коорди нат и геодезически м координа­
там пункта l .  Координаты Х 1 , У1 , Z 1 пункта l могут быть 
получены абсол ютн ым навигацион н ы м  методом при тре­
буемой точ ности ази м ута l - 2" , а затем п ересч итан ы  в 
геодезическую с исте м у .  П р и  более высокой требуе мой 
точности азимута пункт l должен быть привязан к пунктам 
геодезической сети или его координаты должны быть опре­
делены из астрономических наблюдений,  если недоступны 
точные эфемериды навигационных спутников.  Для оценки 
точности азимута , вычисляемого по формуле ( 8 .6 .4 ) ,  легко 
получить соответствующую формулу, продифференцировав 
ее по всем пере м е н н ы м  ЛХ , Л У, ЛZ ,  В ,  L и п одстави в 
производные в формулу Гаусса. 

Так как при наблюдениях навигационных спутников 
направление отвеса  не испол ьзуется ,  а п р и  вычислен и и  
азимута ( 8 . 6 .4) испол ьзуются геодезические координаты , 
то этот азимут является геодезическим . Для приведения  
этого азимута с поверхности Земли на эллипсоид необхо­
димо ввести поправки за высоту наблюдаемого пункта 

оа н = 0,108" cos' B sin2A , 

где Н - высота пункта визирования в километрах;  В -
широта пун кта наблюдения ,  и за переход от нормального ( сечения к геодезической линии 

оа , = -0,0000028"s' cos' B sin2A , 

где s - расстояние между пунктами в километрах. 
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Аналогично можно вычислить азимут на любом эллип­
соиде , есл и  перевыч ислить координаты Х1 , У1 , Z 1  в геоде­
зические на соответствующем элл и псоиде . При переходе 
от полученного относительным методом азимута к астроно­
мическому в азимут необходимо ввести поправку за укло­
нение отвесной линии 

где � . 11 - составл я ющие укл о н е н и я  отвесной линии в 
пункте набл юдения .  

Если составляющие уклонения  отвесной линии  даны 
на поверхности геоида или эллипсоида, то в составля ющую 
в меридиане неоходимо ввести поправку за приведение ее 
на поверхность Земли 

� = �, + 0,1 7 1"H sin2B , 

где В и Н - ши рота и высота пун кта набл юде н ия в 
километрах соответственно. 

При этом ,  конечно, значение азимута по сравнению с 
азимутом на ОЗЭ изме н ится . 

Практический и нтерес представля ют возм ожн ость 
пересчета азимута с ОЗЭ на другие элл и псоиды без 
повторе н ия всей обработки первич ных наблюде н и й ,  а 
также оценка величины расхождения азимутов на  ОЗЭ и 
другом элл и псоиде .  Есл и координаты 80 , L0 пун кта 1 и 
азимут на ОЗЭ известны,  то В0, L0 необходимо пересчитать 
на соответствующий эллипсооид ВР, Lp, с использованием 
элементов трансформ ирования m , ro" roy , ro" ЛХ , Л У, ЛZ ,  
где т - масштабная поправка ; ro" roy, ro, . - углы поворота 
вокруг соответствующих осей ;  ЛХ,  Л У, ЛZ - л и нейные  
элементы смещения центра нового эллипсоида относитель­
но начала декартовой системы координат. Тогда геодези­
ческий азимут на новом эллипсоиде будет равен в общем 
случае 

А =  a - (L0 - LP)sin B0 - (rox cos L0 + ООу sin L0)cos B0 - ro2 sin B0 
( 8 .6 .5) 
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и 
А =  а - {L0 - LP ) sin B0 , (8 .6 .6) 

если ы, = Ыу = ы, = О ,  т .  е . малая ось нового эллипсоида и 
ось Z, а также плоскость начального меридиана и плоскость 
XOZ общеземной де картовой систе мы координ ат парал ­
л ельн ы .  

Здесь углы Ы ;  считаются положительными п ротив хода 
часовой стрелки при взгл яде на начало коорди нат с конца 
соответствующей оси . Т.  е .  при преобразовании коорди нат 
из общезем ной системы в референцную, например,  в сис­
тему 1 942 года элементы трансформирован ия ПЗ-90 будут 
иметь обратн ый знак,  чем при пребразовании коорди н ат 
из референцной в общеземную систему. Для вывода форму­
лы ( 8 . 6 . 5 )  и спользовался следующий метод. 

8 .  7 .  Метод вращений на сфере 

В о  многих задачах сфероидической  геоде з и и  
элл и п с оид заменя ется сферой , так к а к  с жати е З е м л и  
настолько мало, что многие задачи можно решать на  сфере , 
а зате м при необходимости добавить небол ьш ие поправки 
за эллиптичность. Предлагаемый метод состоит в вычисле­
н и и  координат точе к окруж носте й ,  проведе н н ы х  н а  
поверхности сферы .  Такой метод ш ироко применяется н е  
тол ько в сфероидической геодези и ,  но и в астр о н ом и и ,  
космической и назем ной геодези и .  

Н а  рис . 8 .6 н а  сфере проведена окружность с радиусом 
СВ и центром в точке С, координаты которой В, L отсчи­
тываются от начального меридиана РХ и плоскости эква­
тора.  Точка В на окружности задается азимутом РС В .  При 
известных параметрах окружности и азимута точки В тре­
буется найти ее коорди наты . 

Из сферического треугольника РСВ по теореме косину­
сов н аходим 
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cos(90° - Вь) = cos(90° - В) cosp + sin ( 90 ° - В) sinp cosA, 

где р = СВ - радиус окружности ; А - азимут точки В .  

Рис. 8.6. 01qtY]Docn. ва сфере 
Из того же треугольника по теореме синусов находим 

sin(90° - Вь) s in( Lь - L) = sinp sinA, 

а по формуле пяти элементов получаем 

sin(90° - Вь) cos( Lь - L) = cosp s in(90° - В) -

- sinp cos(90° - В) cosA. 

После преобразований полученных формул имеем 

соsВь cosLь cosL + соsВь sinLь s inL = cosp cosB -

- sinp s inB cosA; 

соsВь sinLь cosL - соsВь cosLь sinL = sinp sinA; 
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sinBь = sinB coso + cosB sinp cosA. ( 8 . 7 . 1 )  
Умножив первое из  уравнений  ( 8 . 7 . 1 ) на cosL,  второе 

на - si n L  и сложив их, найдем 
соsВь cosLь = (coso cosB - sinp sin B cosA) cosL -
- sinp s inL sinA. 
Аналогично, умножив первое уравнение на sinL, второе 

на cosL и сложив их, получим 
соs Вь s inLь = (cosp cosB - s inp  sin B  cosA) sin L  + 

+ sinp cosL sinA. 
Окончательно для выч исления координат точки В по-

лучаем формулы 
соsВь cosLь = ( cosp cosB - sinp sinB cosA) cos L -
- sinp s inL sinA; 
соsВь sin Lь = (cosp cosB - sinp sin B  cosA) sin L + 

+ sinp cosL sinA; (8 . 7 . 2) 
sinBь = sin B cosp + cosB sinp cosA. 
Есл и пове рнуть точку В по окружности в сторо ну 

возрастания азимута , то в правой части уравнен ий ( 8 . 7 . 2 )  
изменятся только функции азимута А +  cr .  П ри необходи­
мости поворота точки В против хода часовой стрелки прира­
щени ю  азимута cr придается обратн ый знак ,  т. е .  А - cr.  
Раскрыв в формулах ( 8 . 7 . 2 ) фун кции азимута , для ново й  
точки D найдем 

cosBd cosLd = [ cosp cosB - sinp sinB ( cosA coscr -
- sinA sincr) ] cosL - sinp sinL (sinA coscr + cosA sincr) ; 
cosBd sin Ld = [cosp cos B - sinp sinB (cosA coscr -
- sinA sincr) ] s inL + s inp cosL (sinA coscr + cosA sincr) ; 
sinBd = s inB cosp + cosB sinp (cosA coscr - sinA sincr) . 

(8 .7 .3) 

3 3 5  



При малом угле поворота cr можно применять прибли­
жен н ые формул ы  

cosBd cosLd = соsВь cosLь + cr s inp (sinB cosL s inA -
- sin L cosA) ; 
cosBd s inLd = соs Вь sin Lь + cr s inp (sinB sin L s inA + 

+ cosL cosA) ; (8 .7 .4) 
s inBd = sin Bь - cr sinp cosB sinA. 

При малых углах поворота формулы (8 . 7 .4)  позволяют 
вычислить координаты новой точ ки добавлением мал ых 
приращений к координатам предыдущей точки , что находит 
применение во многих задачах геодезии .  

Получе н н ы е  формул ы  можно испол ьзовать для 
исследования изменений координат точки на поверхности 
Земли под влиянием малых углов поворота ro при преобра­
зовани и  координат с помощью семи элементов из рефе­
ренцной в общеземную систему координат и обратно. Ука­
зан н ые угл ы  считаются положител ьными в направлении 
против хода часовой стрелки при взгляде с конца соответ­
ствующей оси декартовой системы на начало координат.  
Пусть точка С - исследуемая точка , ось Х направлен а  в 
точку А, ось Z в точку Р,  ось У вправо под прямым углом 
к плоскости XOZ. В таком случае угол ffix - это поворот 
точки Р вокруг оси ОХ влево,  угол ffiy - поворот той же 
точки вокруг оси ОУ в плоскости начального меридиана в 
сторону точки А. Угол ffiz - это поворот точки А вокруг 
полюса Р в сторону возрастания долгот, т. е .  все повороты 
осуществля ются по большому кругу.  Рассмотр и м ,  как 
изменяются координаты точки С при осуществлении пово­
ротов на указанные малые угл ы .  

Вращевие ва  уrол mx. Координ аты полюса вращения 
В =  L = 0° ;  радиус вращения АС; азимут А = РАС. Вычис­
лим з начения радиуса вращения и начального азимута 
точ ки С. Из треугол ьника АРС по теореме косинусов 
н аходим 

3 3 6  



cos p = cos90°cos(90°-Bc) + sin90° sin(90°-Bc)cos Lc = cos Bc cos Lc 

по теореме синусов 
sin p sinA = sin Lc sin(90°-Bc) = cos Вс sin Lc . 

Из треугольника ACD по теореме синусов определяем 
sinp sin(90°-A) = sin Bc sin90° или sin pcos A = sin Bc -

Teпepь, используя формулы ( 8 . 7 .4 ) , находи м  

COS В0 COS L R = COS Вс COS L c ;  

cos В0 sin L R = cos В с  sin Lc  - ffix sin Вс ;  
sin B0 = sin Bc + ro x cos Bc sin L c .  

(8 .7 .5 )  

Умножив первое из уравнений (8 .7 .5 )  на cos Lc, второе на 
sin  Lc и сложив их, находим cos BR = cos Вс - Ы х sin Вс sin Lc . 
С учетом третьего уравнения получаем 

sin Bc + rox cos Bc sin Lc [ . В )] tgB0 = . . = tgBc l + Ых sш Lc( ctgBc + tg с . 
cos Вс - Ых sш Вс sш Lc 

(8 .7.6) 
sin(B - В ) Учитывая, что tgB0 - tgBc = 

В 
0 � и cos В0 "" cos Вс , 

cos o cos с 
из ( 8 . 7 . 6 )  получаем 

sin (B0 - В с )  . tgBc s i n  Lc  --"'""-------- = ro х sш L с = ro х 2 cos В0 cos Вс  sin Вс cos  В с  cos  Вс 

откуда 
(8 .7 .7) 

Разделив второе из уравнений (8 . 7 . 5) на первое,  анало­
гично получаем 

L _ cos Вс sin Lc - Ы х sin Вс  _ L 
( i tgBc  ) 

tg о - - tg с - OJ х . ' 
cos Вс cos Lc sш Lc 

откуда 
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или 

sin(L0 - Lc) 
= -rox 

tgBc 

COS L0 COS Lc COS Lc 

L0 = Lc - ffi x tgBc COS LC ' (8 .7 .8) 
Вращение ва yroJI m,. Координаты п ол ю с а  вращения 

В = 0° ; L = 90° ;  радиус б = СУ; азимут А =  360° - РУС. Из 
треугол ь н и ка РУС по теореме косинусов находим 

cos(90°-Bc) = cos90° cos p + sin 90° sin pcos(360°-A) 
или 

sin p cos A = sin Bc , 
по теореме си нусов 

или 

sin p sin(360°-A) = sin(90°-Bc) sin(90°-Lc) 

sin p sin A = - cos Bc cos Lc . 

Из формул ( 8 . 7 .4)  определяем 

cos В0 cos L 0  = cos Вс cos L c  + ro v  sin Вс ; 

cos В0 sin L0  = cos В с sin L c ;  

sin В0 = sin В с  - ffi v  cos Вс cos L C ' 

(8 .7 .9) 

Умножив первое из уравнени й ( 8 . 7 . 9) на cos L0 , второе 
на sin L0 и сложив их, наход и м  

cos В0 = cos Вс + ffiv sin Вс cos Lc , 
а с учетом третьего уравнения 

в _ sin Bc(l - rovctgBc cos Lc) _ В 
(i rov cos Lc ) tg о - - tg с - . . 

cos Bc(l + ffiy tgBc cos Lc) sш Вс cos Вс 

Отсюда 
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и:л и 

(8 .7 . 1 0) 

Поделив второе из уравнений (8 . 7 .9)  на первое, находим 

L 
_ cos Bc sin Lc _ 

L 
(i tgBc ) 

tg о - - tg с -{l) y ---
( 

tgB ) cos Lc 
cos Вс cos Lc 1 + ffi y  с 

cos Lc 

(8 .7 .  l l ) 

Вращев•е на уrол mz• Коорди наты полюса враще ния 
В = 90° ;  L = 1 80° ;  р = 90° - Вс ;  А = 360° - Lc .  Из формул 
( 8 .  7 . 4) получаем 

cos В0 cos L0 = cos Вс cos Lc - roz sin(90°-BJ sin Lc = 
= cos В, cos Lc - roz cos В, sin Lc; 

cos В" sin L0 = cos В" sin Lc + roz sin(90°-Br) cos Lc = 

sin В. = sin Вс. 

Аналогично предыдущим случаям находим 

cos В0 = cos Вс ; tgB0 = tgBc , 

откуда 

Поделив второе уравнение на первое , находим 

(8 .7 . 1 2) 

(8 .7 . 1 3) 
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или 

откуда 

sin(L0 - Lc) roz 
cos L0 ��s Lc 

= �-�S2 Lc ' 

(8 . 7 . 1 4) 

Суммарное влияние всех углов поворота на геодезичес­
кие координаты можно найти , сложив малые член ы  в фор­
мулах ( 8 . 7 . 7 ) ,  ( 8 . 7 . 1 0 ) ,  ( 8 . 7 . 1 3 ) и ( 8 . 7 . 8 ) ,  ( 8 . 7 . 1 1 ) ,  ( 8 . 7 . 1 4) 

В0 = Вс + rox sin Lc - ro v  cos Lc;  
L0 = Lc - ( rox cos Lc + rov sin LJtgBc + roz .  (8 .7 . 1 5) 

Формул ы  ( 8 . 7 . 1 5 )  при водят референ цные координаты 
Вс ,  Lc в общеземную систему, так как вращения на углы ro 
вы полнялись вокруг осей референцной систе м ы .  При об­
ратном пересчете вращения будут выполняться вокруг осей 
общезем ной с исте м ы  на  углы -ro. Влияние  углов rox , roy 
аналогич но вл иянию координат пол юса у ,  х с переме ной 
направления осе й ,  поэтому о н и ,  кроме  геодез ических 
координат ,  оказывают влияние на геодезические азимуты. 

На рис.  8 .6 положения полюса после поворотов на углы 
ro" roy  обозначены Р, и Ру соответственно. В треугол ьнике 
РР,С угол Р,СР равен разности азимутов при старом полю­
се Р и новом полюсе Р" поэтому по теореме синусов можем 
написать 

откуда 
sin(a0 - a) sin(90°-Bc) = sin rox sin(90°- Lc) , 

cos Lc 
а = а +  rox . 0 

cos Bc 
(8 .7 . 1 6) 

Аналогично для угла  ООу по теореме синусов находим 

sin(a0 - a) sin(90°-Bc) = sin roy sin Lc ,  
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откуда 

и л и  суммарно 

sin L 
а = a + rov с 0 

cos Bc 

а0 = а + (rox cos Lc + ro v sin Lc) sec Bc .  

(8 .7 . 1 7) 

(8 .7 . 1 8) 

При переходе от астрономического азимута к геодези­
ческому оба фактора (изменение координат полюса и дол­
готы точ к и  н аблюде н и я ) воздей ствуют одн овременно ,  
поэтому 

А0 = A - [(rox cos Lc + rov sin Lc )tgBc - roz ] sin Вс + 

+ (rox cos Lc + rov sin Lc) secBc = А +  (ro x cos Lc + Юу sin Lc) x 

х cos Bc + ro2 sin Bc , (8 .7 . 1 9) 

где А - геодезический азимут на рефере н ц-элл и псоиде , 
выч исленный по формуле Л апласа. 

П р и м е р 8 . 7 . 1 .  

Как известно, элементами трансформирования коорди­
нат из С К-42 в общеземную систему в соответствии с па­
раметрам и ПЗ-90 являются масштабная поправка m = О ,  
углы поворота вокруг соответствующих осей де картовой 
общеземной систе м ы  координат ro x  = 0" , roy = 0 , 3 5 " , 
ro, = 0,66" и линейные элементы ЛХ = 25 м, Л У = - 14  l м ,  
лz = 8 0  м .  

Так как координаты пунктов КГС при выводе системы 
С К-95 остались неизменными , а оси вращения З е мл и  и 
референц-Эллипсоида Красовско го б ыл и  п р и веден ы  в 
п араллел ьное положе ние , л и не й н ы е  эле менты СК-95  
относительно П З - 90 стали равны ЛХ = 25 ,9  м ,  
ЛУ = - 1 30,94 м ,  ЛZ = - 8 1 , 76 м .  Следовательно, референц­
эллипсоид Красовского был развернут на величины углов 
ffiy = 0 ,35", 001 = 0,66". 
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Для подтверждения  в ы ш е п р иведенных  формул рас­
смотрим численный пример вычисления азимутов на раз­
личны х эллипсоидах относимости . И з  решения обратной 
геодезической задач и на ОЗЭ между точ ками l и 2 
координатами В 1 = 50° ,  L ,  = 50° ,  82 = 50° l О', L2 = 50° 1 5' 
находим ази мут а = 4 3 °  53 '  20 ,  7478 ", который принимаем 
за астрономический .  Уклонение отвесной линии считаем 
в этой точке рав н ы м  нул ю ,  кром е  того , геодезическую 
высоту второй точки берем равной 5 2 , 0 1 2 1  м, что соот­
ветствует зен итному  расстоя н и ю  z = 90 ° . П е ресч итаем 
координаты этих точек в с истемы С К-'-42 и С К- 9 5  и по 
полученным координатам снова решим обратны е  задачи .  

В результате получаем на ОЗЭ 
В , = 50° ,  L1 = 50° ,  Н 1 = О м, а =  43°  5 3 '  20 ,7478 ", 
s = 2 5  764 , 8 8 8  м ; 

в С К-42 
в , = 49· 59' 59 ,5228", L, = 50· оо' 05, 1 698", Н1 = 9,8 149 м,  

А = 43° 5 3 '  25 , 3 864", s = 25 764 , 8472 м ,  � ·  = 0,4772"; 
11· = - 3 , 3 2 3 1 "; а·= 43°5 3 '2 1 ,426 1 "; 

в С К- 9 5  
в, = 49° 59' 59,540 1 ", L, = 50· оо' 05,2223", н ,  = 5 ,8 146 м,  

А = 43 ° 5 3 '  24 ,7485" ,  s = 25 764 , 8634 м, �· = 0,4599"; 
11 = - 3 ,3568"; а' = а =  43°53'20 ,748". 
П осле учета непараллельности осей вращения и 

плоскостей начальных меридианов по формуле ( 8 .  7 . 1 9) в 
С К-42 получаем � = 0 , 7 0 2 2 " ;  ТJ = - 3 , 54 1 9" ;  
а = 43°53'20, 7482". Как видим, переход к астрономическому 
азимуту осуществляется с высокой точностью, но составля­
ющие уклонения отвесной линии и в СК-95 , и в С К-42 
остаются относительными . Для пересчета уклонений отвес­
ных линий с эллипсоида на эллипсоид неоходимо исполь­
зовать формулы ( 1 . 6 . 5 )  для перевычисления координат и 
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п рименять полученные координаты для вычисления укло­

не н и й отвесных лини й на соответствующем эллипсоиде . 
П р и  уравнивании геодезических сете й  н а  плоскости 

дл я оцен ки точ ности азимута и расстояния , полученных 
относительным методом , проди фференцируем формулу 
( 8 . 6 . 4 )  по ЛХ, ЛУ, ЛZ , В и L.  Для удобства запишем эту 
формулу в виде 

tgA = а/� , 

где а = - ЛХ sin L + ЛУ cosL, � = - ЛХ sinB  cosL -
- Л У s inB si nL + ЛZ cosB .  

Тогда 

_dA_2 - = _tgA_ (da - d�) ; da = - sinL dЛХ + cosL dЛУ -
cos А а 
- (ЛХ cosL + ЛУ sinL) d L; 
d� = - sin B  cosL dЛХ - sinB sin L  dЛУ + cosB dЛZ -

- (ЛХ cosB cosL + ЛУ cosB sinL+ ЛZ s inB) d B  + 

+ (ЛХ s inB  sin L  - ЛУ sinB cosL)dL. 

Дифференциал азимута равен 

dA = sin A 
{- (cosA sin L - sin Asin B cos L�ЛX + - ЛХ sin L + Л У cos L 

+ (cosAcosL +  sinA sin B sin L�ЛY - sin AcosBdЛZ + 
+ (ЛX cos B cos L + ЛУ cosB sin L +  ЛZsin B )sin AdB -

- [(cos A cos L + sin A sin B sin L)ЛX + (cosA sin L -

- sin A sin B cosL)л У }iL} (8 .7 .20) 

Дифференциал расстояни я D = J ЛХ2 
+ Л У2 + ЛZ2 будет 

равен ЛХ ЛУ ЛZ -dЛX + -dЛY + -dЛZ . D D D (8 .7 .2 1 ) 
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Обозначим коэффициенты при независимых аргумен ­
тах в вы ражении  (8 . 7 . 20 )  а ; ,  i = ЛХ, ЛУ, ЛZ , В ,  L , в 
выражении ( 8 . 7 . 2 1 )  Ь ; .  Тогда можно написать 

[dD] = [ах 
dA Ьх 

ау 

Ьу 

az о 

bz ьв 

dЛХ 

ь:] 
dЛУ 
dЛZ 
dB 

(8 .  7 .22) 

dL 

Математическим ожиданием вектора ( 8 . 7 . 22)  является 
ковариационная матрица 

[" 
ау az о 

�] х K DA = 
Ьу bz Ьв Ьх 

Клхлх Клхлу Клхлz о о ах Ьх 

Клхлу Клуду КдУХдZ о о ау Ьу 

х Клхлz Клулz Клzлz о о az bz = [С оо Сол ] . 
о о о Кв о о Ьв 

Сод Сдд 
о о о о KL о bL 

(8 .7 .23) 

где с00 = а�Клхлх + 2ахауКдхлУ + 2ахаzКлхлz + а�КлvлУ + 

+ 2avazKлvлz + aiKлzлz ; 

Сод = ахЬхКлхлх + (axbv + а уЬх )Клхлv + (axbz + azbx )Клхлz + 

+ а у Ь у К лvлv + (avbz + azby )Клvлz + azbzKлzлz ; 

Слл = Ь�Клхлх + 2ЬхЬvКлхлv + 2ЬхЬzКлхлz + Ь�Клvлv + 

+ 2bvbzKлvлz + ЬiКлzлz + Ь�Кв + b�KL ; 

Клuлv - элементы ковариационной матрицы разностей 
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координат, выбираемые из протокола первичной обработки 
наблюдений;  Кв, KL - дисперсии геодезических координат 
пункта наблюдений ,  которые считаются некоррелирован­
н ыми .  Если для В, L известна ковариационная матрица, 
то она берется в полном виде . 

В уравнивание на плоскости расстояние и азимут долж­
ны включаться с полученной ковариационной матрицей . 

П р и м е р 8 . 7 . 2 .  

По изложенному алгоритму была составлена програм­
ма, которая позволяет считывать измерительную информа­
цию из /-файла (аппаратура фирмы Ashtech , см . рис. 4.3 и 
4.4)  и вычислять азимут, дирекционный угол и расстояние 
на плоскости (табл . 8 . 7 ) .  

Направлен и е  
с пункта 
на пункт 

1 200-2200 

1 200-2290 

1 200-22 1 8  

1 200-2227 

1 200-2300 

Т а б л и ц а 8 .7 
Список орвевтврвых ваправлевий 

Азимут Дирекционный угол Расстоя ние 
a/m. a/k.o D/mo 

2 7 1 5  440, 94 2 7 2 5  9 1 8 ,98 5 1 ,429 

± 3 , 6 7  0 , 2 2  ± 0,00 1 

2 7 1 5  5 1 1 , 33 2 725 949 , 3 6  5 1 ,42 1 

± 7 , 3 5  0 , 1 9  ± 0,00 1 

2 7 1 5  449 , 86 2 7 2 5  927 , 89 5 1 ,429 

± 8 , 3 6  - 0 , 0 8  ± 0 , 00 1 

2 7 1 5  524, 1 6  2 730002,  1 9  5 1 ,428 

± 5 , 47 -0 , 5 0  ± 0 ,00 1 

2 7 1 5  539,48  2 7300 1 7 , 5 1 5 1 ,436 

± 1 9 ,76  -0 , 92 ± 0 , 004 

В строке ниже азимутов и расстояний даются их С КО 
(считается , что ошибка хорды равна ошибке расстояния на 
плоскости) , а между ними (под дирекционными углами) -
коэффициент их корреляции .  В последней строке видно , 
что при k.0 большем 0,9 СКО азимута резко увеличивается , 
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хотя измерения  вы пол нены на  одном и том же базисе 
В идимо , здесь сказы вается ухуд ше н ие геометр и ческого 
фактора вследствие  неоптимального расположения базиса 
и спутников . 

Данная программа позволяет исследовать эксцентри­
ситет фазового центра антенны , если между сеансами на­
блюдений поворачивать его на определенный угол ф ( на­
пример , на 60° или 90° ) .  В табл . 8 . 7  приведен пример об­
работки таких наблюдений с поворотом диска антенны на 
90° по ходу часовой стрелки между сеансами .  

Так как последний  часовой сеанс набл юде н ий был 
вы полнен при начальном положении антенны с замыкани­
ем круга , то образовавшуюся невязку можно считать след­
ствием постепенного ухудшения геометрии расположения 
базиса и созвездия спутников и ее надо разбросать между 
сеансами пропорционально дл ительности сеансов . Так как 
все сеансы был и приблизительно равны 1 ч ,  то невязки 
полученных в табл . 8 . 7  величин можно разбросать пропор­
ционал ьно номерам сеансов по формулам 

а; = ai + Ла (n - i) ; D; = D; + ЛD (n - i ) ,  (8 .7 .24) 

где Ла = an - а , ;  Л D  = Dn - D 1 ; n = 5 при  повороте 
антенны на 90° , n = 7 при повороте антенны на 60° . 

Координаты положения фазового центра исследуемой 
( ведомой ) антенны относ ительно  первой станции н а  
каждом сеансе наблюден ий могут быть выч ислены в 
проекции Гаусса по формулам 

Х; = D; cos <lj; У; = D; sin а;. (8 .7 .25)  

Так как фазовый центр вращается от сеанса к сеансу 
вокруг геометрического центра, его координаты равны сред­
нему из значений фазового центра без последнего сеанса 

х. = L x;/(n - 1 ) ; Уг = L y;f(n - 1 ) . (8 . 7 . 26) 

Теперь можем вЬ1числить линейный и угловой элемен­
ты эксцентриситета в начальном положении антенны по  
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формулам 

с = I c ;/(n - 1 ) ; � = I �;/(n - 1 ) , (8 .7 .27) 

где С;  = --/(х; - Xr) 2 + (у; - Уг)2 ; �i = arctg(yi - Уг)/(Х; - Xr) -
- ф ( i  - 1 ) ; коорди н аты фазово го центра анте н н ы  
относительно геометрического центра равны 

"Ф = с cos Ь; УФ =  с sinb. (8 .7 .28)  

Для оценки точности получе н ия координат фазового 
центра вычислим сначала их теоретические значения в каж­
д о м  сеансе, кроме последнего ,  которое уже использовано 
для исключения ошибки зам ы кан ия,  по формулам 

u; = Xr + с cos [� + ф ( i  - l )] ;  

V; = Уг + С sin [�  + ф ( i  - 1 )] , 

а затем СКО фазового центра по формулам 

m, = �(xi - u;)2/(n  - 1 ) ;  

ffiy = "1(у; - vY/(n - 1 ) .  

( 8 . 7 . 29) 

(8 .7 . 30) 

Результаты,  полученные по данным табл . 8. 7 , следую­
щие : координаты фазового центра равны :  хФ = 0 ,0006 м ; 

уФ = -0 ,0049 м ; С КО m, = 0 ,006 м ;  my = 0 ,005 м .  
Как види м ,  в данном случае коорди наты фазового 

центра совn'адают с геометрическим центром в пределах 
С КО определения . 
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Г л а в а  9 

УРАВ Н И ВАН И Е  РАЗ Н ОРОДН ЫХ 
И З М ЕРЕ Н И Й  ПРИ НЕИЗВЕСТНОМ 
С О ОТ Н О Ш Е Н И И  ИХ ВЕСОВ 

Если при  развитии геодезической сети относитель­
н ым методом испол ьзовалась аппаратура разного класса 
точности (одно- и двухчастотные приемники) или наряду 
со спутниковыми измерениями привлекались и наземные 
измере ния ,  то качество полученных из уравни вания ре ­
зультатов во многом будет зависеть от правил ьности уста­
новления соотношения весов различных видов измерений .  
Очевидно ,  что веса  разносте й координат , получе н н ы х  с 
помощью спутни ковой аппаратур ы ,  будут значител ьно 
бол ьше весов назе мных измере н и й .  Но наскол ько? На­
сколько будуr различаться веса разностей координат, полу­
ченных  одночастотной и двухчастотной аппаратурой? С 
другой стороны совре менные электронные  дал ьномеры 
(например типа Геодиметр) позволяют измерять длины ли­
ний в наземных геодезических сетях с точностью, сравни­
мой с точностью относительных измерений  спутниковой 
аппаратурой .  

Если уравнивается один вид измерений , то безразлич но, 
какой вес им будет назначен - результат будет один и тот 
же , лишь бы не было потери значности при вычислительных 
операциях. При уравнивании разнородных измерений , как 
правило , веса устанавливают по априорным данным : 

- паспортным данным приборов ;  
- результатам предварительной обработки измерений 

(уравнивание направлений на  станции ,  по невязкам фигур , 
аппроксимации спутниковых данных полиномами и т. п . ) ;  

- результатам предыдущих уравни ваний геодезических 
сетей и т. д. 

Однако все эти способы обладают присущим и  им не­
достатками .  
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Например ,  паспортные данные устанавливаются , каи 
правило,  на испытательских заводских стендах и не учиты­
вают вл ия ния реальных внешних условий набл юде ний .  
Результаты предварительной обработки не  учитывают влия ­
н ия источ ников ошибок,  действующих на совокупности 
пунктов (фазность визирны х целе й ,  региональны е поля 
рефракции и т .  п . )  и орбит спутни ков. Например, в триан ­
гуляции известен "парадокс отдельного треугольника" ,  со­
стоящий в том ,  что реальная невязка треугольника всегда 
оказывается больше той ,  которая подсчитана теоретически 
по резул ьтатам обработки угловых наблюдений на станции. 

Последний способ является более надежны м  из пере­
ч исленных,  но и он не учиты вает возможное различие со­
става измере н и й ,  влияния ошибок исходных данных .  К 
тому же предыдущих уравниваний просто может не быть, 
как это имеет место сейчас при работе с геодезическими 
сетями,  созданными относительным методом космической 
геодезии . Некоторое представление о соотношении весов 
разнородных измерений может дать ее предварител ьное 
пробное уравнивание. Но на его результаты большое влия­
ние оказывают те априорные веса, которые при этом были 
назначены .  

Поэтому наиболее надежны м  способом установления 
соотношения весов различных видов измерений было бы 
их вычисление в ходе самого уравн и вания .  Такая идея 
выдвигалась еще Ф. Р .  Гел ьмертом [75 ] . В последее время 
разработаны подобные способы [ 5 ,  44, 74, 76] ,  основанные 
на применении  метода максимал ьного правдоподоб ия 
( М М П )  Фишера для получения так называемых достаточ­
ных статистик для выборок с известными законами 
распределения вероятностей . М М П  включает в себя метод 
наименьших квадратов ,  как частный случай , и позволяет, 
наряду с неизвестными параметрами ,  определять ковариа­
ционные матрицы измерений .  При испол ьзовании  М М П  
для определения ковариационных матриц и неизвестных 
параметров необходимо продифференцировать функции 
по матрицам и векторам (см . приложение 2) .  
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9 . 1 .  Сущность метода маiсвмаJJьноrо 
правдоподобия в достаточные статвствiв 

М етод максимального правдоподобия был предло­
жен Р .А .  Фи шером в работе [7 3 ]  и служит дл я проверки 
статистических гипотез и доверительного и нтервального 
оценивания в больших выборках. Если известна плотность 
совместного распределения выборочных значений случай­
ных вел и ч и н  Х; и параметров 8 f(x 1 ,  "" xn; 8) ,  то оце н ки 
максимал ьного правдоподобия находятся из  услови я 
Л.(0; Х) = supЛ(8; Х) ,  где 0 - вектор ( 0 1 ,  " "  0к) , фун кци я  
правдоподобия А(0 ; Х) пропорционал ьна функции  плот­
ности вероятности ,  т. е. Л.(8 ; Х) = k(x) f(x , , " . , xn; 8) . Здесь 
выборочные значения х = (х 1 ,  " "  Xn) являются реализацией 
случайных  величин Х = (Х 1 ,  " . ,  Хп) .  Условие нахожден ия 
верхней грани функции правдоподобия означает нахожде ­
ние ее максимума.  

Оценки метода максимального правдоподобия облада­
ют следующими свойствами [ 25 ] .  Если рассматриваемое 
семейство распределений удовлетворяет определенным ус­
ловиям регулярности, то оценки максимального правдопо­
добия являются наилучшими аси мптотически нормальны ­
ми оценками .  Кроме того , вследствие свойства инвариант­
ности ,  если 8 - оценка максимального правдоподобия па­
раметра 8, то g(8) - оценка максимального правдоподобия  
для л юбой  функции g(8 )  параметра 8 .  Этим свойством 
инвариантности не обладают другие оценки . 

При определенных условиях регулярности оценки мак­
симального правдоподобия являются строго состоятельны­
ми, а при условиях регулярности и состоятельности ее асим­
птотически эффективная дисперсия совпадает с нижней 
границей Крамера- Рао. И, наконец,  если семейство .Р веро­
ятностных мер принадлежит k-параметрич'ескому экспонен­
циальному типу, к которому относится и нормальное распре­
делени е ,  то оценка максимального правдоподобия всегда 
будет минимальной достаточной статистикой .  
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Понятие достаточных статистик было введено в работе 
(72]  Р .А. Фишером , который указал , что статистика доста­
точна для целей статистических выводов, если она содержит 
в некотором смысле всю " информацию" о функции рас­
пределения, в соответствии с которой порождены выбороч­
ные значе ния . Если Т(Х) - достаточная статистика 
(функция наблюдаемых случайных величин Х) , то условное 
ожидание любой другой  статистики Z(X) не зависит от Р 
Е .Р и она не добавляет ничего, относящегося к статисти­
ческой информации о .Р. Более того , знание выборочного 
значения достаточной статистики дает исследователю всю 
эмпирическую информацию, необходимую для моделиро­
вания эквивалентной выборки . Это может быть сделано , 
например ,  методами моделирования Монте- Карло.  

Условия достаточности статистики даются С.Р.  Рао [50] 
в трех эквивалентных формул ировках : 

а )  функция распределе н ия условной вероятности 
P(A/t )  не зависит от 8 для любого А Е 8, 

в)  математическое ожидание М(У /t) не зависит от 8 
для любой случайной величины У такой , что М(У) < оо ; 

с) условное распределение любой случайной величины 
У при фиксированном Т = t ,  которая всегда существует, 
не зависит от 8. Следовательно, один из методов проверки, 
является л и  Т(Х) достаточной статистикой , состоит в 
нахождении условного распределения случайных величин 
Х1 , • • •  , Xn при заданном Т(Х) . Однако в общем случае этот 
метод труден для применения на практике . 

Достаточно простой критерий определения существова­
ния для семейства .Р функций распределения достаточной 
статистики и ее вида дает факторизационная теорема 
Неймана-Фишера , строгое доказательство которой дано 
только в 1 949 году Халмошем и Сэвиджем . Пусть случай­
ные величины Х 1 , • • •  , X n  имеют нормальное распределение 
А'{8, 1 ) , -оо < 8 < оо , т. е .  

f(X 1 , . . .  , Xn ;  0) = (21t)-n/l ехр{ - 1 /2 L (Х; - 8)2 } = 
= ( 21t)-n/l exp{- 1/2L,(x; - Хп)2} exp{-n/2(Xn - 8)2} , (9 . 1 . 1 ) 
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где 0 :- истинное значе ние не известного параметра ,  
оценкои которого является выборочное среднее Xn. В данном случае совместная плотность распределения 
факторизуется в произведение  двух неотрицательных 
функций ,  первая из которых не зависит от параметра 0 ,  а 
вторая зависит от выборки х 1 , • • •  , Xn только через доста­
точную статистику Xn .  Здесь н е  при водятся теоре ма 
факторизации и ее доказательство (см .  работу [25 ) ) .  

Отметим лишь, что минимальные достаточные статис­
тики тесно связаны с экспоненциальным семейством фун­
кций распределений, что вытекает из работы [23 ) , в которой 
важную роль играет логарифм функции правдоподобия.  В 
этом случае для существования достаточной статистики 
необходимо, чтобы функция распределения принадлежала 
k - параметрическому типу Купмена-Дар муа и объем 
выборки n был больше k.  

Таким образом,  обработка измерений по М М П дает 
достаточные статистики (значения неизвестных и их кова­
риационные матрицы),  которые содержат всю статистичес­
кую информацию о первичных измерениях в сжатом без 
потерь виде. Если полученные результаты будут подвергаться 
дальнейшей обработке , то достаточные статистики обес­
печивают идентичность результатов двухэтапной обработки 
с результатами непосредственной одноэтапной обработки. 

9 . 2 .  Ураввивавие раэвородвwх иэмеревий 
с веиэвествwми весами методом 

максимал•воrо правдоподоби• 

Плотность совместного распределения n измере­
ний для нормального распределения равна 

f(l; х) = (27t)-n1200-n 1 Р �12 ехр {- 1 /2cr0 (Ах - l)тр(Ах - l) } ,  (9 .2 . 1 )  

где cro2 - дисперсия единицы веса;  Р = сr02к- 1 - весовая 
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матрица измерений;  1 Р 1 - определитель весовой матрицы; 
К - ковариационная матрица ошибок измерений ;  

Ах - / = v (9.2 .2) 

- система уравнений поправок с матрицей А, вектором 
уточняемых параметров х, векторами свободных членов / 
и поправок к измерениям v. 

Если есть сомнения в типе распределения ,  то выпол­
няется проверка нормал ьности распределения методами,  
изложенными в работе [ 3 3 ] .  

Натуральный логарифм функции правдоподобия равен 

lnL = - n/2 ln21t - n lncr0 + 1 /2 Inl. P 1- l /2cr02 (Ах - l)тр(Ах - 1). 
(9.2 .3 )  

Для нахождения достаточных статистик вычислим про­
изводные от этой фун кции по неизвестым х, cr0 , Р и 
приравняем их к нул ю  

д ln L 

дх 

2 
(АТРАх - ATPI) = О; 

2cr 2 о 
-- =  

д ln L n 2 -- = - - + -- vTPv = Q · 
да 0 cr 0 2cr � ' (9 .2 .4) 

Из первого уравнения выражений (9 .2 .4) находим сис­
тему нормальных уравнений 

(9.2 .5) 

откуда , учитывая уравнение ( 9 . 2 . 2 ) ,  находим ATPv = О , а 
также 

(9 . 2 .6) 
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И з  второго уравнения следует 

о"о2 = vтPv;n. (9.2.7) 

Несмещенная оценка дисперсии единицы веса может 
быть найдена по формуле 

Оо2 = vтPv/(n - k) , (9.2 .8) 

но для вычисления достаточных статистик не рекомендует­
ся убирать смещен ие и формула (9 . 2 . 8 ) должна использо­
ваться лишь после окончания уравнивания . 

Из  третьего уравнения получаем 

(9.2 .9) 

Так как матрица пт является особенной и не подлежит 
обращению, то в работе [ 5 ]  для вычисления математичес­
кого ожидания указанного векторного произведения М(пт) 
рекомендуется использовать многократные выборки вектора 
v. Однако на практике это трудно реализуемо, а, кроме то­
го, до уравнивания вектора v вообще не существует. Поэтому 
для получения вектора v вначале  используют априорно 
назначенные веса , но в этом случае вектор v получается в 
соответствии с назначенными весами . Если уточнение весов 
выполнять методом итераций , то результат будет зависеть 
от выбранного метода приближений.  

Для преодоления всех этих трудностей в работе [44] было 
предложено принять некоторые априорные ограничения. Во­
первых, предполагается, что в уравнивании участвуют незави­
симые группы равноточных измерений.  В геодезической 
практике обычно так и принимается. Например, угловые изме­
рения , выполненные с помощью приборов одного типа по 
единой программе, считаются равноточными . Внутри групп 
измерения могут иметь корреляционные связи , но меЖду 
группами измерений таких связей быть не должно. 

Во-вторых, сформулируем понятия модели уравнивае­
мого объекта и оценки его состояния. Совокупность коор­
динат исходных пунктов и предварительных коорди нат 
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определяемых пунктов образует математическую модель 
геодезической сети . Качество математической модели оце­
н ивается степенью ее п р и ближения к измерительн ы м  
дан н ы м .  

Отклонение измеренной величины от вычисленной по 
модельным данным характеризуется свободным членом 
соответствующего уравнения поправок или невязками ус­
ловных уравнений соответствующих фигур . В целом ка­
чество модели характеризуется ковариаuионной матрицей 
параметров модели ,  т.  е . координат пунктов и других вели­
чин, включенных в модель. Степень приближения модели 
к совокуп ности измерени й характеризуется дисперсией 
единицы веса,  зависимость между эле ментами модел и  -
корреляционной матрицей .  

Из анализа вида уравнений поправок ( 9 . 2 . 2 )  видно ,  
что если процесс уравнивания повторять методом прибли­
жений , то вектор поправок к параметрам модели х будет 
стрем иться к нулю по мере приближения  уточ няе мой 
модели к состоянию оптимального соответствия совокуп­
ности измерений . В этом случае v = - /, т .  е .  те кущее 
состояние модели должно оцениваться величинами - /, а 
конечное v = - l Следовательно , в ходе приближений 
поправки , вычисленные из предыдущей итерации ,  служат 
отрицательными свободными членами уравнений поправок 
для следующего приближения . 

С учетом указанных двух предположений теперь можем 
вычислить ковариационную матрицу измерений в виде 

(9 .2 . 1 0) 

где 0;2 = ///,· / n; для i - ro вида измерен ий ; Е; - единичная 
матрица размером ni х n; (n i  - число измерений i -ro вида) . 

Ковариационная матрица К является квазидиаrональ­
ной, содержащей блоки вида О;2Е; . Теперь весовая матрица 
может быть вычислена по формуле 

р = { v т Pvn i Е } , 
/ т Р/n , (9 .2 . 1 1 ) 
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однако в первом приближении вектор v еще неизвестен и , 
кроме того , определяемая матрица Р входит в обе части 
уравнени я .  П оэтому вектор v здесь  также заменяется 
вектором - / по вышеприведенным соображениям . Кроме 
того , известно (26 ] , что а02 = а;2 Pi · В этом легко убедиться , 
вычислив квадратичную форму 

v;тP;V; = (хт.л;т - f;Г) Р; (А;х - /;) = //Р;/; - хт.л;тР;/; = 

= Tr (/;  1;тР; )  - Tr[A?P; /; FРА(АтРА) - 1 ] = 

= Tr(K;Pi ) - Тr[А;тР; :Кi РА(АтРА) - 1 ) = 

= <Jo2 { n ; - Tr[Aiтp;Ai(AтPA)- 1 ) } .  

Откуда 

2 v � Р, v,  2 
0 11 

= n-- Tr[A { P1A 1 (A т PA( ] = а ; Р ; . (9 .2 . 1 2)  

П ри выполнении вычислений имелось в виду, что бло­
ки матриц А, Р, :К, и вектора /, не относящиеся к i-й группе 
измерений равны нулю, а измерения в группе равноточны .  

Теперь вводим третье ограничение на измерения [44) . 
Устанавливаем, что весовая матрица одной из групп изме­
рений , например первой ,  равна Е1 и не  меняется в ходе 
уточнения соотношения весов.  Следовательно ,  дисперсия 
единицы веса а02 = а12 • С учетом третьего условия весовая 
матрица измерений перед уравниванием вычисляется по 
формуле  

(9.2 . 1 3) 

Практическая реализация процесса уточнения соотно­
шения весов осуществляется по следующему алгоритму. 

1 .  Для каждой группы измерений составляются уравнения 
поправок и отдельные системы нормальных уравнений с 
весом измерений 1 . Одновременно при составлении урав­
нений поправок для каждой группы измерений подсчи ­
тываются суммы квадратов свободных членов L. f. 
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П 1 П; 
2 .  По формулам р; = П; 'L l/jn 1 'L 1/ вычисляются веса 

1 1 

каждой группы измерений и соответствующая система нор­
мальных уравнений умножается на свой вес . 

3 .  Приведенные к единому масштабу весов системы 
нормальных уравнений складываются и решаются совместно. 

4 . Используя уточненные значения искомых неизвест­
ных из последнего решения повторяют пункты 1 - 3 
алгоритма .  Приближения заканчиваются при выполнении 
условия Х; < Е ,  i = 1 ,  . . .  , k ,  Е - установленная точность 
вы числения  не известн ы х .  Н априм е р ,  при урав н ивании 
геодезических сетей можно принять Е = 1 мм.  

Как види м ,  отличие уравнивания М М П  от обычного 
метода наименьших квадратов заключается в предваритель­
ном вычислении весов измерен и й  и раздельном состав­
лении нормальных уравнений каждой равноточной группы 
измерений .  Дальне йшее  рассмотре н ие свойств такого 
урав нивания выполнено  ниже на примере  линейно­
угловой плановой геодезической сети . 

9 .3 .  Сравнение способов опреде.пенн.я 
весов измерений иs уравнивания 

В работах [44, 74, 76] приводится один и тот же пример 
уравнивания линейно-угловой сети (рис. 9 . 1 ) , что позволяет 
сравнить эффективность предлагаемых в этих работах способов 
уточнения весов измеренных величин. На рис. 9. 1 а - исходная 
сторона между исходными пунктами ,  Ь - стороны с 
измеренными направлениями и длинами линий , с - стороны 
с измеренными направлениями. Значения измеренных 
величин приведены в табл . 9 . 1 .  

Здесь не рассматривается способ вычисления ковариа­
ционной матрицы из многократной реал изации вектора 
измерений [ 5 ] , так как он почти не реализуем на практике . 
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Рве. 9.1 .  Схема 
лввеlво-уrловоl сети 

Как известно из статистики ,  уверен­
ная оценка математического ожида­
ния случайной величины возможна 
лишь при 25  - 30  независимых 
реализациях,  что не выполняется в 
основных видах геодезических работ. 

Т а б л и ц а  9. 1 

Измеренные величины в сети 

Сторона 
Направление, Длина 

(градусы) стороны, м 
1 - 6 о 865 ,  1 1  
1 - 5  2 , 89485 
1 - 4 3 7 ,43 1 18 1 - 3 60 ,868 1 7  
1 - 2  96,  1 7769 88 1 , 596 
2 - 1 о 
2 - 3 90, 77274 630,493 
2 - 4 96, 1 38 9  
3 - 2 о 
3 - 1 53 ,9 1 792 
3 - 6 1 0 2 , 3 7464 1 009 , 6 59 
3 - 5 1 28 , 1 9 1 95 
3 - 4 1 88 , 30592 1 1 49,437 
4 - 2 о 
4 - 3 2 , 939967 
4 - 1 25 , 1 1 46 8  
4 - 5 66,997 5 3 1 204 , 5 27 
5 - 4 о 
5 - 3 55 , 82835  
5 - 1 1 0 3 , 58082 
5 - 6 1 08 ,08739 556,057 
6 - 1 о 
6 - 5 1 87 ,40 1 24 
6 - 3 289 ,32489 
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В работах [ 74 , 76]  предпринимается попытка реали­
зовать способ 2 при вычислении вектора поправок к изме­
рениям по формуле 

у =  А(АТРА)-1АТР/- /, (9 . 3 . l ) 
которая получается после подстановки значения х из (9 .2 .6) 
в выражение (9 .2 . 5 ) .  Однако этот вектор относится к урав­
ненным измерениям и является зависимым с ковариацион­
ной матрицей К, = К - µ2А(АТРА)- 1Ат, (9. 3 . 2) 
где µ2 - апостериорная дисперсия единицы веса, в то время 
как сами измерения в [76]  предполагаются независимыми . 

Таким образом , ковариационная , а значит и весовая 
матрица, полученная с помощью вектора (9 . 3 . 1 ) , не имеет 
отношения к весам измерений и однозначно задается апри­
орными значениями весов , что признается в работе [74] . 
П опытка применить такой способ к определению весов 
отдельных измерений ,  а также их ковариаций окончательно 
запутывает алгоритм и приводит к появлению отрицательных 
дисперсий , усложняет вычисления и затрудняет отбраковку 
некачественных измерений .  Для направления алгоритма в 
разумное русло в работе [76] предлагается ввести в решение 
дополнительные неравенства вида cr;2 > О,  где cr? - диспер­
сия i-го вида измерений .  В табл . 9 .2  приведены результаты, 
полученные разными авторами.  

В варианте способа [44] было принято t = 0 ,00 1 "2 • Для 
координат в табл . 9 . 2  приведены только доли метра,  так 
как метры во всех вариантах совпадают. Величины cr2 
выч ислялись  по формул е  ( 9 . 2 . 7 ) , m - их  несмещенн ые 
оценки , - по формуле (9 . 2 . 8 ) .  

Как видно из сравнения средних квадратических оши­
бок направлений mн в вариантах уравнивания только углов 
и способа [44] , в поледнем варианте она несколько увели­
чилась из-за естественного несогласия угловых и линейных 
измерений.  В первом варианте это несогласие отразилось 
в С КО линейных измерений m, = 3 ,0 1  см, хотя элементы 
ковариационной матрицы координат определяемых пунк­
тов уменьшил ись (табл .  9 . 3 ,  9 . 4) вследствие добавления 
линейных измерений .  

3 6 0  



Т а б л и ц  а 9 .2  

Резу л•татu уравввваввя разлвчвымв епоеобамв 

Способ уравнивания 

Обозначение Только 
[76] углы [44] 

v/Ун 1 7 , 5 1 *  1 2 , 70 1 3 ,03 
'YsTVs 1 7 ,29* 34,67* 29,40 

о"о2 = О'н2 1 ,00 0 ,53 0 ,54 

O'
s2 2,56 4,95* 4,20 

Ps 0,39 О ,  1 1 * О, 1 3  
Х2 , М , 335  , 330 , 3 3 1 

У2 ,408 ,4 1 1  ,4 1 0  
Хз , 1 63 ' 1 63 , 1 63 
Уз ,778 ,788 ,785 
Х5 , 1 30 ' 1 3  l ' 1 3 l 
Ys ,400 ,407 ,405 
"6 , 84 1 , 846 , 845 
Уб ,983 ,992 ,989 
mн" l ,  1 5* 0,98 0 ,995 

ms, см i2 , 1 4* 3 ,0 1  * 2 ,77  

Првме.апе. • Величины , вычисленные п о  измеренным величинам 
и уравне н н ы м  в данном варианте координата м .  

Т а б л и ц  а 9. 3 

:Коварвацвоввая матрица к:оордвват (епоеоб [44]) 

х2 У2 Хэ Уз Xs Ys х6 у6 

х2 0,09 -0,04 0,04 -0,06 0 , 0 1  -0, 0 1  0 ,00 -0,03 

У2 0, 1 2  -0,02 0,06 0 ,0 1 -0,0 1 0,02 0,0 1 
Хэ 0,05 0,0 1 0 ,0 1 0,00 0,02 0,0 1 

Уз 0, 1 3  0 , 0 1  0,03 0,05 0,08 
Xs 0,08 0,00 0 ,04 -0,02 Ys 0, 1 5  0 ,00 0 ,07 

х6 0,09 0,06 

у6 0, 1 6  
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Т а б л и ц а 9 .4 

Ковариациовва• матрица координат (способ [76]) 

х2 У2 Хз Уз Xs Ys хб у6 
х2 0, 2 2  0,07 0 ,05 0,00 0,00 0,05 0,0 1  0,03 

У2 0 , 3 4  0,09 0, 1 9  0 ,00 0,00 0,04 0,0 1 

хз 0,2 5 0,06 0,08 0,00 0 , 1 8  0,00 

Уз 0, 1 8  0,03 0,03 0,07 0 ,03 
xs 0,34 0,08 0, 1 4  0,0 1 
Ys 0,27  0 ,06 О, 1 6  
х6 0,42 0,02 
у6 О, 1 5  

Как было установлено экспериментально [ 44] при  
совместном уравнивании двух видов измерений (угловых 
и линейных) , их С КО увеличиваются пропорционально 
СКО, полученным при раздельном уравнивании , что отме­
чено и в работе (52 ] . Этот факт позволяет вычислить СКО 
линейных измерений при их раздельном уравнивании, если 
бы это было возможно ( в  данном случае для этого мало 
линейных измерений) ,  по  формуле 

mн l 0,98 
т.1 = m.2 - = 2,77 - см = 2 ,73 см. ffiн2 0,995 

(9 . 3 . 3 )  

В способе [76] приведены следующие значения величин 
v/vн = 7 ,05 , v.тv. = 4 ,30 , а ковариационная матрица опре­
деляемых пунктов оказалась в 2 - 3 раза хуже, чем в спосо­
бе (44] (см. табл . 9 .4) .  Следует отметить, что эффективность 
л инейных измер е н и й  такой точности в данной сети 
оказалась весьма незначительной , так как ковариационная 
матрица комбинированного р ешения  по сравнению с 
уравниванием только угловых измерений улучш илас ь  
лишь примерно на 3 % .  

Уравнивание по способу [44] выполнялось п р и  различ­
ных предварительных значениях координат пунктов и ве­
сов измерени й ,  но каждый раз получался один и тот же 
результат. Поэтому выводы , сделанные  в работе [76 ] , не 
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подтвердились ,  и в этой теории имеются существенные 
недостатки,  отмеченные выше.  

Для исследования влияния производных высших 
порядков в уравнениях поправок линейно-угловой сети 
дополнительно было выполнено уравнивание итеративным 
методом с заданными весами (без их уточнения) . При этом 
была выявлена такая особенность: число приближений при 
одних и тех же значен иях предварительн ы х  координат 
является наименьшим в случае , когда веса измерени й  
соответствуют значения м ,  полученным в результате их 
уточнения, причем число приближений одинаково как при 
уточнении , так и при задан ии правильных весов .  Это 
свидетельствует о том ,  что способ уравнивания ,  приве­
денный в работе [44] ,  наиболее отвечает существу метода 
наименьших квадратов .  

Определ им ,  с какой точностью получаются веса  
изложенным в работе [44] способом . Продифференцируем 
выражение (9 . 2 . 1 2) по cri и с учетом того, что 

2 О' 2 
m = - · 

а 2 n  
(9 . 3 .4) 

по формуле  Гаусса получим среднюю квадратическую 
ошибку веса i -го вида измерений 

m pi = (9. 3 .5)  

что совпадает с выводами работы [45] . 
Для рассмотренного примера ffipн = 0 , 2 9 ;  mps = 0 ,07  

ИЛИ Рн = 1 ± 0 , 29 ; Ps = 0 , 1 3  ± 0 ,07 .  Как видно ИЗ этого 
примера , при небольшом числе однородных измерений 
оценка их  весов получается недостаточно уверенно,  однако 
сами результаты уравнивания оказываются наиболее соот­
ветствующими данной совокупности измерений .  
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9 .4 .  Иерархическое уравнивание 
разнородных измерений 

Больш инство геодезических задач на практике ре­
шается в результате многоэтапного уравнивания: предвари­
тельного уравнивания непосредственных измерений для полу­
чения некоторых осредненных величин и затем уравнива­
ния их для получения искомых неизвестных. Например, в 
наземной геодезии каждую величину измеряют нескольки­
ми приемами для контроля качества измерений и ослабле­
ния влияния их случайных ошибок. Предварительное урав­
нивание этих измерений закл ючается в их простом осред­
нении или , например , в уравнивании на станции угловых 
величин.  Далее эти средние величины включаются в уравни­
вание геодезической сети для получения координат опреде­
ляемых пунктов . 

В космической геодезии измерения , как правило , одно­
кратные , но они выполняются с такой частотой на трассе 
спутника,  что их приходится разреживать , получая более 
редкие " нормальные места" с помощью сглаживания неко­
торыми полиномами .  В дальнейшее уравнивание космичес­
кой геодезической сети для получения координат пунктов 
включаются полученные сглаженные значения измеренных 
вел ичин .  В относительном методе космической геодезии 
вначале получают уравненные значения разностей координат 
между парами пунктов , которые подлежат дальнейшему 
уравниванию при высокоточных геодезических работах. 
Получаемые вместе с разностями координаты пунктов могут 
при этом приниматься лишь как предварительные . 

Теория многоэтап ного уравнивания рассматривалась 
многими авторами, например [53 ] , и только для случая, когда 
веса измерений принимались априорно известными. Рассмот­
рим эту задачу в случае , когда веса измерений определяются 
в ходе самого уравнивания ,  как изложено в предыдущих 
разделах. При этом в качестве аксиом принимаются следуюLЦИе 
предположения, вытекающие из геодезической практики.  
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1 . На каждом этапе уравнивания используются различ­
ные математические модели , в которых проявляется дейст­
вие разных источников ошибок . Ошибки , проявляющиеся 
на каждом этапе , являются случайными и независимыми , 
хотя ошибки из последующего этапа являются системати­
ч ескими для предыдущего этапа .  

2 .  Резул ьтаты не посредстве нного (одноэтап ного)  и 
м ногоэтап ного уравниваний должны совпадать . 

Пусть система уравнений поправок первого этапа имеет 
в ид 

(9.4. 1 )  

где А -матрица n х k коэффициентов уравнений поправок; 
n - число измерн ий ;  k - число неизвестных ;  х - вектор 
поправок к предварител ьнJ>IМ значениям не известных 
параметров ;  / и v - векторы свободных членов и поправок 
измерений ;  Р - весовая матрица измерений .  

Уравнения поправок для второго этапа запишем в виде 

Ву - х = v" Р" (9.4.2) 

где В - матрица k х r коэффициентов ;  r - размерность 
вектора неизвестных  у; Vx - вектор поправо к к " изме­
рениям" ; Рх - весовая матрица . 

Если подставить значение вектора х из (9 .4 .2 )  в (9 .4 . 1 ) ,  
получим систему уравнений поправок для непосредствен ­
ного уравнивания 

Ally - / = v + Avx, Р. (9.4. 3 )  

Используя метод наименьших квадратов , решение сис­
темы (9  . 4 . 1 ) можно получить в виде 

(9 .4.4) 

с ковариационной матрицей 

Кх = cr12 (АтР1А)- 1 , (9.4.5) 

где cr 1 2 - апостериорная дисперсия единицы веса ,  полу­
ченная на первом этапе . 

Если формальн о  принять Рх = cr02 Кх- 1 , из  решения  
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системы (9 .4 . 2 )  можно получить вектор у в виде 

у = (ВТРхВ)- 1ВТРх х = (ВТАТР1АВ)- 1ВТАТР1/ 

с ковариационной матрицей 

(9 .4 .6) 

(9.4.7) 

где cr/ - апостериорная дисперсия единицы веса на втором 
этапе . 

Если этот вектор получить из решения системы (9.4.3) , то 
(9.4.8) 

с ковариационной матрицей 

Ку =  cr22 (ВТАТРАВ)- 1 •  (9.4.9) 

Отсюда следует, что Р = Р1 и а12 = cr/. 
Теперь применим к этой задаче метод максимального 

правдоподобия . Пусть функция плотности распределения 
вероятностей для выполненных наблюдений имеет вид 

L = (21t)-n12 I К � 112 ехр{- 1/2 (w - w*)TK- 1 (w - w*) } ,  (9 .4 . 1 0) 

где n - размерность истинного w и измеренного w* векторов; 
К = M[(w - w*) (w - w*)т] - неизвестная полная ковариа­
ционная матрица ошибок измерений;  М - символ матема­
тического ожидания случайных величин .  П р едполагаем 
далее , что истинный вектор w является линейной функцией 
АВ8 + w0 истинного значения 8 искомого вектора у и 
предварительного вектора такого,  что w* - w0 = l 

Тогда функция (9 .4 .  l О)  может быть записана в виде 

L = (2p)-n12I К � 112ехр { - l/2 (АВ8 - J)тК- 1 (АВ8 - /) } . (9 .4 . 1 1 ) 

В соответствии с теоремой факторизации эту функцию 
можно разложить на два сомножителя с учетом того , что 
1 = Ах - v и лтк- 1v = О 

L = ( 21t)-n12I К � 112exp{ - l /2vтк-1v}exp{ - l /2x 
х(88 - х)тАтК- 1А(88 - х) } ,  (9 .4. 1 2) 

где первый сомножитель не зависит от 8,  а второй зависит 
только через достаточную статистику х. 
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Повторная факторизация последн е го сом ножителя 
относительно вектора у приводит к равенству 

L = (27t)-n/2I К � 112ехр { - 1 /2vтк- 1v} ехр{ - 1 /2vхтлтк- 1Аvх}Х 

х ехр{- 1 /2(0 - у)твтлтк- 1АВ(8 - у) } .  (9 .4. 1 3 ) 
Нетрудно видеть, что каждый раз последний сомножи­

тель выражает функцию истинных ошибок оцениваемых 
параметров,  которая остается неизвестной .  

В соответствии с теорией , изложенной в разделе 9 . 2 ,  
найдем ковариационную матрицу первого этапа и з  диффе­
ренцирования натурального логарифма функции (9 .4 . 1 2 )  

дlnL/дк = - 1/2К + 1 ;2к-1м(vvт)к- 1 + 

+ 1 /2К- 1 М [А(В8 - х)т(В0 - х)тАт]к- 1 = О ,  
откуда 

(9.4. 1 4) 

Умножив выражение (9.4. 1 4) справа и слева на симмет­
ричную матрицу К, получаем 

(9.4. 1 5) 

где К1 - ковариационная матрица ошибок, действующих на 
первом этапе уравнивания; к.� - неизвестная ковариацион­
ная матрица истинных ошибок полученного вектора х. 

Аналогично получи м  ковариационную матрицу 
измерений , дифференцируя функцию (9 .4 . 1 3 ) ,  выражаю­
щую модель непосредственного уравнивания ,  

дlnL/дK = - 112к- 1 + 1 ;2к-1к1к-1 + 1 ;2к-1лкхлтк-1 + 

+ 1 12к- 1АВК0втлтк- 1 = о ,  

где К0 - ковариационная матрица истинн ых ошибок 
вектора у. 

Отсюда 
к = К1 + АКхАТ + лв:кевтлт. (9.4. 1 6) 

Формула (9 .4 . 1 6) определяет полную ковариационную 
матрицу измерений, однако последнее слагаемое , выражаю-
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щее остаточные истинные ошибки вектора у, остается неиз­
вестным .  

Рассмотрим теперь вопрос , каким образом полученные 
результаты отражаются на технике уточнения ковариацион­
ных матриц измерений при многоэтапном уравнивании .  
На первом этапе уравнивания минимизируется квадратич­
ная форма 

vТJ[-•v = vт(К1 + АК.Ат + АВКвВТАТ)- 1v (9 .4 . 1 7) 

с точностью до постоянного множителя µ2 - дисперсии 
единицы веса .  

Применим к ковариационной матрице формулу Фро-
бениуса для обращения блочных матриц 
(к + АК А Т ) -1 = к - •  - к -1 А (к -• + А т к -1 А) -1 А т к -• 1 х 1 1 х 1 1 ' 

тогда 

v т К - i  v = v т К -• v - v т К - i  А[(к + ВК В т ) + 1 1 х 0 

+ А т К �1 Аг А т К �· v . 

Но, как известно , А т к  ;1 v = О ,  поэтому 

v т к -I v = v т к �· v . 

(9.4. 1 8)  

(9.4. 19) 

(9.4.20) 

Отсюда следует важный вывод о том ,  что на  первом 
этапе на  результаты уравнивания оказывают влияние  
только те ошибки ,  которые действуют в модели (9 .4 . l ) ,  и 
при уточнении весов на первом этапе получается ковариа­
ционная матрица именно этих ошибок. 

Аналогично в модели непосредственного уравнивания 
минимизируется квадратичная форма 

(v + Av.)TK-1 (v + Av.) = (v + Аv.)т(К1 + АК.Ат + 

+ АВКвВтАт)- 1 (v + Av.). (9 .4 . 2 1 )  

Применив к ковариационной матрице формулу Фробе-
н иуса,  находим 
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(V + Avx)Т)[- 1 (v + Avx) = (v + Avx)T(K1 + АКхАТ)- 1 х 

X(V + At'x) - (v + Аvх)т(К:1 + АКхАТ)-1АВ[Ке-1 + втлтх 
х(К:1 + АКхАТ)- 1АВ]ВТАТ(К1 + АКхАТ)- 1 (v + Avx) .  (9 .4 .22)  

С учетом того , что из модели (9 .4 . 3 )  следует, что 

окончательно получаем 

(v + Avx)TК:- 1 (v + Avx) = (v + Аv.)Т(К:1 + АК.Ат)- 1 (v + Avx) .  

(9.4.23) 

Следовательно, на втором этапе уточняется ковариаци­
онная матрица к:. и учитывается ковариационная матрица 
К:1 , полученная на п ервом этапе , т .  е . Рх = Р.  Только в 
этом случае результаты непосредственного и многоэтапно­
го уравниваний будут совпадать . Кстати , для вычисления 
весово й матрицы измере н и й  на втором этапе удобнее 
использовать формулу,  эквивалентную 

(9.4.24) 

в которо й  н а  каждо м  шаге уточне ния ковариационной 
матрицы Кх ее  приходится ум ножать многократно на 
матрицу А и обращать суммарную матрицу К:1 + АКхАт. 

Однако легко заметить, что модель (9 .4 . 2 )  получается 
из модели (9 .4 .3)  при умножении на матрицу (АтР1А)-1АтР1 . 
Тогда весовая матрица измерений на втором этапе равна 

где К2 = (АТР1А)- 1АТР1(К:1 + АКхАТ)Р1А(АТР1А)- 1 = 

= Кх + µ2(ATP1A)- l  = Кх + (АТК:1- 1А)- 1 . 

(9.4.25) 

Убедимся , что формулы (9 .4 .24) и (9 .4 .25)  эквивалент­
ны. Применив в выражении (9.4 .24) к матрице (К:1 + цлт)-1 

формулу Фробениуса, находим 

Рх = µ2[АТК:1-IА - лтк:1- 1А(К:.- 1 + лтк:1- IА)- lАТК:1- IА] .  
(9.4.26) 
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Повторно  при менив к матрице (К,- 1 + лтк1 - 1А)- 1 ту 
же формулу и считая матрицу АТК1- 1А одной матрицей, 

получаем 

+ (АтК1 -
1А)- 1 ] - 1 (АтК1 - 1А)- 1 }АтК1- 1А = µ2 [К, + (АтК1- 1А)- 1 ] - 1 . 

(9.4.27) 

В формуле ( 9 . 4 . 2 7 )  при уточнении  ковариационной 

матрицы К2 матрицу (Атк1- 1А)- 1 можно вычислить один 
раз и затем в приближениях только добавлять к ней уточ­
няемую матрицу К,. Обращение матрицы остается , но раз­
мер ее уже не n х n, как в формуле (9 .4 . 24) , а будет равен 
k х k .  Формула 

(9.4.28) 

впервые получена в работе [42 ] . 
Из сравнения весовых матриц (9 .4 . 1 )  и (9 .4 . 3 )  видно, 

что они отличаются ,  несмотря на то, что в них уравнивани­
ются одни и те же измерения , так как эти модели реагиру­
ют на различные источники ошибок и дают неодинаковые 
оценки ковариационных матриц измерений .  При переходе 
от этапа к этапу ковариационная матрица измерений сум­
мирует информацию предыдущих этапов, и ,  если соблюда­
ются принятые ранее предположения о виде ошибок, то к 
концу уравнивания они приобретают такой же вид , как 
при  непосредственном уравн и ван и и ,  что полностью 
согласуется с выводами работы [ 3 1 ] .  

Рассмотрим порядок действий при уточнении ковариа­
ционных матриц измерений из многоэтапного уравнивания. 

1 .  Составляются уравнения поправок (9.4. 1 )  для первого 
этапа, и по их свободным членам вычисляется ковариаци­
онная матрица измерений 

3 7 0  



• 
• ' (9 .4.29) 

• 
z E  О' l s  s 

где = a�i /!l;/n;, i = 1 ,  . . .  , s ;  Е; - единичная матрица размер­

ности П; х n; .  Затем, приняв априорную дисперсию едини­

ц ы  веса cr � = cr �, , вычисляются веса каждой группы 

измерений в первом приближении (первый индекс а2) 
cr �, /� /1 n ;  

Р1 ; = -2 
= 

1 т 1  cr 1 ;  ; ; n ,  
(9.4. 30) 

которые используют при составлении суммарной системы 

нормал ьных уравнений .  
2 .  Из решения системы нормальных уравнений находят 

неизвестный вектор первой модели х с его ковариационной 
матрицей К, = m2(АтР,А)- 1 • Затем повторяют пункты 1 и 2 

алгоритма до выполнения критерия Xj S Е 1 , где Е 1 -
установленная точность вычисления компонентов вектора 
х; j - номер итерации .  

3 .  Составляются уравнения поправок (9 .4 .2 )  второго 
этапа, и аналогично первому этапу вычисляются ковариа­

ционная матрица К2 и весовая матрица Р, = µ2(К2 + К,)- 1 • 
4 . Составляются и решаются нормальные уравнения 

второго этапа с нахождением неизвестного вектора у и 

его ковариационной матрицы КУ =  µ2(ВтР,В)-1 • Пункты 3 

и 4 алгоритма повторяют до выполнения критерия yj S Е2 , 
причем одновременно с неизвестными уточняется матрица 

К2, а матрица К, остается неизменной так, как она получе­

на из первого этапа. 
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Задача оптимизации многоуровневых моделей рассмат­
ривается теорией иерархических многоуровневых систем 
[ 3 8 ] . Сущность этого подхода состоит в анал итическом 
выражении глобальной  целевой функции непосредствен­
ного уравнивания и в ее декомпозиции на целевые функ­
ции отдельных уровней (этапов) [ 62 ] . При этом важным 
моментом при составлении глобальной целевой функции 
является предположен ие о воздействии различных источ­
ников ошибок на каждом уровне иерархической модел и . 
С учетом указанного условия вектор полны х поправо1< 
измерений может быть представлен таким образом 

(9.4.3 1 )  

а глобальная целевая функция записана в виде 

(9.4. 32) 

Из равенства (9 .4 .3 1 )  модель первого этапа (9.4. 1 )  может 
быть получена дифференцированием по предварительному 
значению функции f2 , а модель ( 9 .4 . 3 )  - по функции f3 • 
Вычислительная сторона решаемой задачи идентична мето­
ду максимального правдоподобия , а оптимизация незави­
симых целевых функций каждого этапа приводит к опти­
мизации глобальной целевой функции .  

Теория иерархических систем довольно точно отражает 
сущность выполняемой оптимизации ,  поэтому в отличие 
от многоэтапного уравнивания с фиксированными весами 
многоэтапное уравнивание с уточнением на каждом этапе 
ковариационных и весовых матриц измерений точнее будет 
назы вать иерархическим ,  а модели , используемые  при 
этом , моделями иерархического уравнивания . 
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Ч а сть 1 1 1  

П е р с п е кти в ы  р а з ви ти я  
кос м и ч е ской геодези и 

Г л  а в а 1 0  

В ОЗ М ОЖ Н Ы Е  Н А П РА ВЛ Е Н И Я  
УТОЧ Н Е Н И Я Г Е О Ц Е НТ Р И Ч Е С К О Й  
С И СТ Е М Ы  КОО РД И Н АТ 

В предыдущих частях настоящей работы отражено, 
в основном,  современное состояние космической геодезии . 
Дальней шая разработка ее методов идет по следующи м  
направлениям :  

- усовершенствование геоцентрической системы коор­
динат в плане точного отнесения начала к ЦМЗ, уточнения 
положения пунктов КГС относительно ЦМЗ и связи рефе­
ренцных систем координат с общеземной; 

- разработка средств и методов решения все более широ­
кого круга практических задач геодезии с использованием 
спутниковых технологий ; 

- широкое международное сотрудничество в области 
космических геодезических программ в эпоху глобализации 
всех экономических, в том числе научных, процессов (на­
пример, авиакосмических сообщен ий и т. п . ) .  

При рассмотрении указанных направлений развития 
космической геодезии используется обзор материалов, опуб­
ликованных в открытой печати, поэтому степень их обеспе­
чения реальными инвестициями и сроки их внедрения оста­
ются неопределенными. Самая серьезная проблема - созда­
ние космического геодезического комплекса нового по­
коления и на  его основе - вывод системы геодезических 
параметров Земли, удовлетворяющей требованиям практики 
в 2005 - 20 10  гг. 
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1 0 . 1 .  Hoвwl способ создании 
к:осмвческ:ой геодезической сети 

При изложении теории нового способа создания 
космической геодезии, разработанной В.В .  Глушковым ( 1 5 ] ,  
воспользуемся основными системами координат: геоцен­
трической (земной) и инерциальной (звездной) .  Способ 
базируется на применении совокупности векторных урав­
нений, которые можно получить из анализа рис. 1 0 . 1 .  

Рве. 10. 1.  Св11зr. rеоцевтрвчес:а:оl в вверцвur.воl систем а:оордвват 

При реализации известных орбитальных методов кос­
мической геодезии ,  в рамках которых траекторные измере­
ния средневысотного космического аппарата ( С КА) вы­
полняются с нескольких  наземных наблюдательных пунк­
тов ( Н П ) ,  используется векторное уравнение 

( 10. 1 . 1 ) 

где r. - геоцентрический радиус-вектор Н П ;  r1.
N - гео -' N 

центрический радиус-вектор СКА; rij - топоцентрический 
вектор СКА. 

Применительно к измерениям по линии  Н П  - высот­
ный космический аппарат ( В КА  системы ГЛ ОНАСС или 
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G PS )  уравнение ( 1 О . 1 . 1 ) будет иметь вид 
v v ri = ri - rii , ( 10 . 1 . 2) 

где rjv - геоцентрический радиус-вектор В КА; ri; - топо­

центрический вектор В КА. 

v Вектор rij можно представить в виде (см .  рис .  1 0 . 1 )  

( 1 0 . 1 . 3) 

где r" - радиус-вектор С КА  относительно В КА. JJ 
Подставив правую часть уравнения ( 1 0 . 1 . 3 )  в ( 1 0 . 1 . 2 ) ,  

получим 

( 1 0. 1 .4) 

или после суммирования выражений ( 1 0 . l . l ) и ( 1 0 . 1 .4) 

} ( N V N ) 
ri = 2 ri + rj - 2rii + rii . ( 1 0. 1 . 5) 

Векторное уравнение ( 1 0. 1 . 5 )  представляет собой урав­
нение орбитальных методов космической геодезии,  где на­
ряду с измерениями С КА  с Н П  используются измерения 
между В КА и С КА. При реал изации его на  практике 
появляется прин ципиальная возможность определения 
координат НП КГС,  а также уточнения начальных усло­
вий ( НУ) движения В КА  и СКА. 

С учетом вышеизложенного и полагая , что 

а) rjv (rjN) - геоце нтрический радиус -вектор В КА 

( С КА) в инерциальной (звездной)  системе координат W в 
некоторый момент времени tj ; 

б) из измерений с Н П  1 для этого момента известны 
три компонента топоцентрического вектора В КА  (СКА) 

rjv (rjN ) , напишем систему векторных уравнений , связы-
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вающих перечисленные векторы и радиус- вектор rjj в 
момент t .  J 

r1� = riv - r, ;  
N V rli = ri - ri • 

( 10 . 1 .6) 

Проектируя векторы системы ( 1 0 . 1 . 6 )  на оси системы 
координат, можно получить их  в координатной форме . 
Далее найдем уравнения поправок для измерений по лини­
ям Н П- С КА,  Н П- В КА и В КА-С КА. Поскольку в каж­
дом из  предлагаемых к рассмотрению случаев будет при­
менен один подход, достаточно получить уравнения попра­
вок, например ,  для измерений по линии Н П- С КА. 

Геоцентрические координаты и составляющие скорости 
СКА получаются на основе теории его движения,  модель 
которой в указанной системе координат можно предста­
вить с истемой дифференциал ьных уравнений второго 
порядка 

d2r. 
d t2

J 
= f ( t, f jO , fjO , р) . ( 1 0. 1 .7)  

И нтегрирование системы ( 1 О . 1 . 7 )  позволяет выразить 
вектор r. в функции положения r.0 и скорости r.0 С КА в J J J 
некоторую эпоху to ,  а также в функции сил Р , действую-
щих на него в полете (земного притяжения , сопротивления 
атмосферы , светового давления и др . ) ,  т. е .  

В качестве Н У  движения С КА могут быть использо­
ваны кеплеровы эле менты его орбиты или координаты и 
составляющие скорости в прямоугольной системе коорди­
нат. В случае НУ, заданных в виде кеплеровых элементов, 
будем иметь 
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ао 
ео  

Ко = l o  

мо 
(00 

.Qo t=t0 

где а0 - большая полуось ;  е0 и i0 - эксцентриситет и угол 

наклона орбиты СКА соответственно ;  М0 - средняя ано­

малия ;  ro0 - аргумент перигея ;  Q0 - долгота восходящего 

узла в м омент t0• 
Разложим уравнение вида r1i = r1 - lj в ряд и ,  ограничи­

ваясь линейными членами ,  получим 

( 1 0. 1 .8 )  

П оскольку вектор rj - функция текущих элементо в  
орбиты , уравнение ( 1 О . 1 . 8 )  можно представить в виде 

( 1 0. 1 .9) 

Текущие элементы орбиты Kj есть сложные функции 
НУ, параметров Cnm и Snm модели ГПЗ ,  Р моделей других 
возмущающих сил ,  а также времени,  неявно входящего в 
уравнения движения СКА 

( 10. 1 . 1 0) 

Линеаризация уравнения ( 1 0 . 1 . 1 О) приводит к выраже­
н и ю  
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лк .  = -J- ЛК о + � J nm +--J ЛР . 
дr "" дК .  (лс ) ак . 

J дКо n .m д(C nm , S пm ) ЛSпm дР 
Подставив значение ЛК. в уравнение ( 1 0 . 1 . 9) , получим J 

Лr .  = -'J_J __ J ЛК0 + � J пm +-J ЛР --'J дr . .  дr .  дr [ дК "" дК .  (ЛС 

J 
дК . ] дr. 

•.1 дrj дКj дКо п .m д(Cnm ' Sпm ) дSnm дР дri ' 

Если на пункте 1 измеряются не только компоненты 
топоцентрического вектора положения СКА riP но и 

вектора rJ , его топоцентрической скорости , будем иметь 

Реал ьно компонентам и  векторов r . . и r .  могут быть IJ � 
дальность р между Н П и С КА,  радиал ьная с корость р 
СКА относительно Н П и т. д. Обозначим любое из пере­
численных измерений символом ф и, используя предвари­
тельные  значения определяе м ых параметров , зап и ше м  
уравнение поправок для измерений п о  линии НП-СКА в 
виде 

дф дФ (лс) дф 
Лф +-ЛК0 + д( ) + -д ЛР = / +  v, " " . , p, дКО C, S лs р 

где Лф - аппаратурная постоянная (подставка) , которая 
характерна для измерительных средств ,  работающих в без­
запрос ном режиме;  / - свободный чле н ;  v - поправка к 
измеренным величинам; р - вес измерения . 

Очевидно , что выражение ( 1 0 . 1 . 8 )  представляет собой 
уравнение поправок дин амического м етода космической 
геодези и ,  когда на основании измерений , выполненных 
на  НП ,  определяются координаты последних, орбита СКА, 
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а также уточняются параметры моделей Г П З  и других 
возмущающих сил . 

Аналогично получим уравнения поправок для измере­
ний по другим линиям .  В результате окончательно буде м 
иметь по линиям :  
Н П - С КА 

N дфN N дфN (Де ) дфN - N . дф + -N дК0 + -1.-) + -дР - / + v . . .  ,р , дК0 д\е. s дS дР 
Н П - В КА 

дфv, + -- дКv, + -- + -- дР =/v, + v  . . .  pv, . дфv, дФv, (де ) дфv, 
дк�· 0 a(e.s) дs дР • • 

В КА- С КА 

дфV;N + дф v,N дк v, + дф v,N дк N + дф v,N (де 
J
+ дк�· 0 ак� 0 д(е,s) дs 

дфV,N + ---- дР =/V;N + V . . •  , р V;N ; дР 

( 1 0. 1 . 1 1 )  

( 1 0 . 1 . 1 2 ) 

( 1 0. 1 . 1 3) 

rде i - число ВКА, по сигналам с которых измеряется по­
ложение С КА. 

Составив по приведенным уравнениям поправок систе­
му нормальных уравнений  и решив ее с использованием 
метода наименьших квадратов ,  получим определяемые 
параметры: координаты НП КГС повышенной точности и 
улучшенную модель движения КА. 

На основе вышеизложенного дадим определение ново­
му способу построения КГС повышенной точности . Это 
способ , где используются дальномерные ,  доплеровские и 
фотографические измерения с пунктов КГС на геодезичес­
кий СКА, которые затем совместно уравниваются динами­
ческим методом космической геодезии с разбиением 
совокупности всех измерений на группы :  1 )  равномерно 
распределенных на длинных орбитальных дугах СКА для 

379 



отнесения начала координат КГС к центру масс Земли и 
2 )  отнесенных н а  короткие орбитал ьные дуги С КА для  
уточнения взаимного положения пунктов КГС с включе­
нием в короткие дуги в качестве неизвестных элементов 
взаимного трансформирования решений  по длинным и 
коротким дугам . Способ отличается от всех ранее извест­
ных в практике космической геодезии тем ,  что при его 
реализации  проводятся допол нительные дальномерные 
измерения меЖду геодезическим С КА  и несколькими ВКА 
космической навигационной системы ГЛ О НАСС с целью 
заполнения разрывов в совокупности измерений на длин­
н ых орбитальных дугах СКА, а также дальномерные изме­
рения с части пунктов КГС до ВКА космической навига­
ционной системы. Это определение нового способа постро­
ения КГС повышенной точности было положено в основу 
формулы изобретения , зашищенного в 1 998 году соответст­
вующим патентом [ 1 8 ] .  

10.1. Обосвовавве структуры бUJ1исТ1111есх:оrо 
построевп мвоrоцелевой х:осмвчесх:ой 
rеодезвчесх:ой системы третъеrо пох:олевп 
ГЕОИК-1 

Для решения задачи определения с требуемой точ­
ностью параметров ГПЗ и геоцентрических координат Н П  
методами космической геодезии структура баллистичес­
кого построения нового космического геодезического 
комплекса - с 1 997  года многоцелевой космической 
геодезической системы (МГКС) ГЕОИК-2  должна быть 
выбрана такой ,  чтобы она позволяла максимально полно 
обеспечивать оптимальные условия высокоточного опреде­
ления параметров орбиты СКА: достаточно равномерное 
и плотное распределение траекторных измерений в орби­
тальных дугах. 

Применительно к М КГС ГЕОИК-2 указанное геомет­
рическое расположение ВКА и С КА можно выбрать анали-
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ти ческим методом при введении сп е ц иал ь н ы х  систе м 
координат Х и У ( рис .  1 0 . 2 ) .  Оси Х и у этих систем 3 3 направлены в перицентры орбит Р, которые nримем лежа-
щими на одной прямой .  Оси Х1 и У1 рас положим в орби­
тальных плоскостях ВКА и СКА соответственно под углом 
между ними .QN " Оси  Х2 и У2 будут дополнять системы до 
правых . 

Рве. 10.2. Cu3• систем координат Х в У 
Составляющие положения В КА и С КА в соответ­

ствующих системах координат имеют вид 

Х1 = rv sin Uv ; 
Х2 = 0; 
Х3 = rv cos Uv ; 

У1 = rN sin uN ; 
У2 = 0; 
Y3 = rN cos uN , ( 1 0.2 . 1 ) 

где r, ,  u, и rN ' u N  - радиус -вектор ,  исти нная аномалия  
соответственно В КА и СКА. 

Связь систем координат Х и У осуществляется с по­
мощью матрицы преобразования 

( 1 0.2 .2)  

Положение СКА в системе Х описывается выражением 
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X N = Аа У = rN r:�:�: ::: �: 1 ;  
COS '\) N  

( 1 0.2.3)  

дальность между КА - выражением 

P�N = (rv - rN )2 + 2rv rN (l - cosa), ( 1 0.2 .4) 

где cos а = cos Q N sin Uv sin uN + cos Uv cos u N . 

В качестве уточ няемого примем вектор ке плеровых 

элементов орбиты СКА 

QON 
KoN = 

'\.)ON 
eON ( 1 0.2 .5)  

a ON 

в начальный момент времени t0 • 
Приняв в качестве неизвестных Л.00№ лu0№ Ле0N и Ла0N/�, 

получим уравнения поправок 

где 
ь 1 . Г\ • • 

а = -- rv rN SIП �" N SШ '\)N Stn Uy ; 
PvN 

ь. = - -
1
- [2rv rN cos a' sin uN + a N  cos E N (rN - rv cos а)] ; 

P vN 

ь. = -
1
- [(rN - rv cos a). N  + yN trv rN cos a'] ; 

P vN 
cos а' = cos QN sin Uv cos uN - cos Uv sin uN " .  

( 1 0 .2 .6) 

EN - эксцентрическая аномал ия , yN = 1 , 5 n· ;  n· - среднее 
движение С КА. 
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В случае , когда С КА совершает оди н  оборот вокруг 
Земли , а положе н ие В КА остается неизме н н ы м ,  орбита 
СКА является определяемой , орбита В КА  - исходной, мат­
рица нормальных уравнений будет иметь вид 

A(Q, u, е , а) = {а;) • 

где а 1 1 = 0,25RnK sin 2 QN sin 2 'Uv ; 

а 1 1  = 0,25RnK sin 2 Q N  sin 2 'Uv ; 

а 1 2 = а 2 1 = О; 

а 1 3  = а3 1  = -RnK 2 sin 2QN sin 'Uv sin u N ; 

а 14 = а4 1  = -0,8RnK sin QN sin 2u v ;  

а 22 
= 0,25RnK(cos 2 QN sin 2 'U v + cos 2 'U v  ) ; 

а 23 = а 32 = 0,4RnK 2 cos QN sin Uv cos 2 'Uv ; 

а 24 = а42 
= - 1 ,2RnK(cos 2  u N sin 2 'Uv + cos 2 Uv ) ; 

а 33 = RnK(0,25 cos 2 Q.N sin 2 Uv + cos 2 U v  ) ; 

а 34 = а43 = RnK (о,5 cos 2 Q N sin 2 U v  + cos 2 uv ) , 
а44 = 22 RnK(cos2QN sin2 uv + cos2 uv) ; 

2q r 
R = r r ; n - число измерений;  К = ; q =...д... 

v n 1 + q2 ГN 

( 1 0.2 .7 )  

Анализ полученных формул показывает, что угол QN 
не определяется ,  когда В КА и С КА находятся в одной 
плоскости , и ,  напротив,  определяется хорошо, когда плос­
кости орбит обоих КА перпендикулярны . Другие элементы 
орбиты определяются с высокой точностью при QN = 0 ,тт.  
Дал ьнейшие исследования показали , что для высокоточ­
ного определения орбиты СКА оптимальной явл яется кон­
фигурация ,  состоящая из трех В КА, разнесенных по углам 
QN и uv на 1 20 ° .  

Рассмотренный случай уточнения орбиты СКА на од­
новитковом мерном интервале имеет, однако , значитель­
ный недостаток:  в реальных условиях В КА не  могут п о­
стоянно находиться в оптимальных точках, вследствие чего 
точность определения орбиты С КА будет резко уме нь ­
шаться . Более  близким к действительности будет случай 
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определения орбиты С КА на нескольких его оборотах во­
круг Земли при изменяющих свое положение В КА. Для 
решения задачи в такой постановке зададим продолжитель­
ность мерного интервала m оборотов СКА или один оборот 
В КА вокруг Зе мл и  [ 1 4 ] .  П олученные результаты не 
изменили предыдущего вывода о том , что оптимальной 
является конфигурация с тремя В КА, разнесенными по 
долготе восходящего узла и истинной аномалии на 1 20° . 

1 0 . 3 .  Анализ точности определевв• 
положена• СКА 

Предварительно получим выражения , связываю­
щие изменения составляющих положения СКА в орбиталь­
ной ситеме координат с изменен ием начальных условий 
его движения [ 1 6] .  Изменение радиуса-вектора получим в 
результате дифференцирования известного соотношения 

r = a( l - е cosE) . ( 1 0.3 . 1 )  

Полагая , что для круговых орбит истинная и эксцен­
трическая аномалии примерно равны и е "" О , получаем 

Лr = Ла0 - r cos uЛе0 • ( 10 .3 .2)  

Изменение продольной составляющей вдоль орбиты 
СКА получим после дифференцирования соотношения для 
средней аномалии 

откуда 

Полагая М 
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( 1 0.3 .4) 

дМ Зn� 
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размерности , можем записать 

( 10. 3 . 5) 

Изменение поперечной составляющей положения СКА 
получим в виде 

( 1 0. 3 .6) 

Переходя от приращений к средним квадратическим 
ошибкам ( С КО)  и учитывая определенные  ч исленным 
методом значения коэффициентов корреляции  между 
элементами орбиты СКА, получаем 

2 2 2  2 2 2 2 . 
ffie = yN t ffiao + fN ffiuo - YN tfN ffiaoffiuo • 

2 2 • 2 2 • 
т"' = rN sш 'UNm00 , 

2 2 2 2 2 
ffi, = ffi30 + fN COS '\) N ffieo · 

( 10.3 .7) 

Расчеты, выполненные для оптимальной конфигурации 
спутников, показывают, что минимальная ошибка получа­
ется в середине мерного интервала, а распределение полной 
ошибки положения СКА по составляющим имеет следую­
щий вид: по продольной - 57 % ,  поперечной - 32% и по 
радиусу-вектору - l l %.  Отсюда следует, что одним из  заме­
чательных свойств двухуровневой космической системы , 
состоящей из ВКА и СКА, является способность ее к высо­
коточному определению положения СКА по радиусу-век­
тору, что весьма важно при реализации метода спутниковой 
альтиметрии.  Этот вывод хорошо согласуется с результата­
ми исследований зарубежных ученых и может служить не­
которым подтверждением корректности разработанной 
аналитической теории , позволяющей выбирать оптималь­
ные условия определения элементов орбиты СКА по изме­
рениям между В КА и СКА. 

Численное моделирование подтверждает вышеприве ­
денные выводы, а также свидетельствует о том, что в целом 
измерения с трех В КА покрывают - 90% орбиты С КА с 
небольшими разрывами при длине сеансов наблюдений 
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40-50 мин .  Для достижения такого покрытия орбиты СКА 
набл юдениями с наземных Н П необходимо равномер ное 
расположение по поверхности Земл и  70-80 пунктов ,  что 
невозможно как по физико- географ ически м , так и по  
геополитическим причи нам.  

1 0.4 .  Оценка точности построения 
космической rеодезическ:ой сети 
с использованием космической 
rеодезическ:ой системы ГЕОИК-2 

Техничес кий  облик  разрабатывае мой  М К ГС 
Г ЕО И К- 2 приведе н н а  рис .  1 0 . 3  [ 5 9 ] . М ожно выдел ить 
три уровня ,  которые составляют систему ГЕО И К-2 :  

1 )  сеть наземных пунктов наблюдения ( КГС) , назем­
ные пункты приема с борта СКА измерительной информа­
ции ,  центр обработки геодезической информации (ЦО ГИ) ,  
центр ы  управления  системами ( ЦУС)  ГЛ О НАСС и 
ГЕО И К- 2 ; 

2 )  геодезический С КА  ГЕО И К- 2 , оборудованный со­
ответствующей бортовой аппаратурой ,  в том числе высоко­
точными альтиметром и аппаратурой спутниковой нави­
гаци и ,  предназначенной для измерений  по линии В КА­
С КА; 

3 )  орбитальная групп ировка В КА космической навига­
цонной системы ГЛО НАСС .  

П р и  исследовании орбитального метода космической 
геодезии модель КГС включала четыре определяемых Н П 
[ 1 7 ) .  Два из  них  ( №  l ,  2 )  были размеще н ы  в север ных 
широтах земного шара, два (№ 3 ,  4) - в южных. Предпо­
лагалось, что на каждом НП была установлена фотографи­
ческая , доплеровская и дальномерная аппаратура, точность 
измерений которой характеризовалась средними квадрати­
ческими ошибками mr = 1 , 5" ,  mp = 2 , 0  см/с и mp = 1 ,0 м 
соответственно.  Между В КА и СКА моделировались изме­
рения дальности с mp = 0 , 3  м. 
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КА кнс ·rлоНАсс· (ВКА} 

Сброс мsмtриrе.nьной 
11111форt.а1цкм 

Цемтр °"86-Смст1М1 с5ор1 11 ntpЦl'IИ 11нформ1Ц11м rt</А-... "�оА мнфо •. _"FО\-----� 

Рве. 10.Э. Те:uв11есквl обJJ•к М.КГС ГЕОИ:К:-2 

Модель созвездия КА включала один С КА и три В КА 
оптимал ьной конфигурации .  Н У  движения В КА полно­
стью соответствовали НУ движения КА действующей КИС 
ГЛОНАСС, СКА - разрабатываемого КА М КГС ГЕО И К-2 .  
Предварительные значения НУ и координат НП считались 
безошибочными ( " истинными" ) ,  длины орбитальных дуг 
КА принимались равны м и  одним суткам , дискретность 
измерений  составляла одно измерен ие в ми нуту . Кроме 
вышеуказанных случайных ошибок измерений , в решение 
было введен о  возмущение , обусловлен ное влиянием 
остаточных ошибок модели геопотенциала ПЗ-90. Однако 
веса измерений ,  как и п режде , назначал ись обратно 
пропорциональными дисперсиям измерений (m?) . Анализу 
подвергались два варианта определения координат Н П и 
положений КА на орбитах : 

l )  где с Н П выполнялись фотографические и доплеров-
ские наблюдения С КА;  
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2 )  где с Н П , наряду с измерениями варианта l , выпол­
нялись  дальномерные измерен ия до В КА- 1 ,  2 ,  З и между 
С КА,  В КА- 1 , 2 ,  З .  

Качество решений в каждом варианте оцени валось по 
соотно шению между С КО еди ницы веса , при няты м и  до 

(µаnриор) и получе н н ы м и  после (µапост) уравн и вания . П ола­
галось ,  что задача поставл е на и решена корре ктн о ,  есл и  
µanp iюp "" µапост · М ежду собой  варианты сравн и вал ись п о  
значениям истинных и С КО определения геоцентрических 
координат Н П  и значен ия м  истинных и среднеи нтеграль­
ных ошибок положений С КА  по составляющим ( r - ради­
альной , е - продол ьной , <р - поперечной)  в орбитальной 
системе  координат на  интервале уточ нения . 

Ч ислен ны й эксперимент проводился в следующем по­
рядке : 

- интегрировал ись уравнения  движения  С КА и трех 
ВКА с истинной и варьированной орбитами.  Степень раз­
ложе н ия геопоте н ци ал а п р и  этом была при нята равной 
n = 1 6 (дл я С КА) и n = 8 (для  В КА) . Варьирование  
осуществлялось с помощью датчика случайных ч исел ; 

- уточ нялись Н У  движе ния КА и координаты Н П ;  
- п о  Н У  движения КА вычислял ись с задан ной дис-

кретностью положения  КА в орбитальной системе коор­
динат; 

- вычислялись  разности (исти н ные ош ибки)  между 
исти н ными и уточ нен н ы ми коорди н атами Н П ,  положе ­
ниями КА по составляющим (Лr, ле , Л<р) в текущи й  момент 
времени и соответствующие значения средних квадрати­
ческих и среднеинтегральных ошибок. Результаты экспери­
мента по определению положения СКА на орбите представ­
лены в табл . 1 0 . 1 ,  координат НП - в табл .  1 0 . 2 . Истинные 
ошибки положен ия СКА, полученные по результатам из­
мерений (варианты 1 и 2 ) ,  показаны на рис .  1 0 .4 ,а и 1 0 .5 ,б .  
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Т а б л и ц а 1 0 . l 

Средвеивтеrральвые значении СКО поло•еви• СКА, м 

Вариант 1 Вариант 2 

S ,  S e  S<P  s S ,  S e  S <P  s 
1 , 75  4 ,90 9 ,9 1  1 1 ,20  0,43 3 , 82 1 ,4 2  4 , 1 0  

Т а б л и ц а 1 0 . 2  

Истинные ошибки координат НП, м 

Номер 
Вариант l Вариант 2 

н п  
П ол н .  z , z 2 z з  

l 

2 

3 

4 

z 1 z2 z з 
7, l 3 - 8 , 3 8  4 , 2 6  1 1 ,80 0 ,97 - 0,44 
9, 1 6  9 ,70 1 8 , 1 4  2 2 , 5 2  1 ,9 2  1 , 26 
2 , 85 - 1 3 ,07 -0,30 1 3 , 3 8  1 , 1 9  0,49 
5 ,9 2  1 0,62 1 7 ,20 2 1 ,06 l ,6 7  1 , 3 5  
5 ,  1 1  - 1 0, 2 1 2 ,2 7  1 1 ,6 4  -0,08 0,04 
6 , 44 8 ,72 1 6 , 70 1 9 ,9 1  1 , 54 l , 2 1 
6 , 5 2  -9 ,45 1 ,6 7  l l , 6 0  l ,24  0,6 3 
8 ,80 8 ,26  1 5 ,9 4  20,00 1 ,44 1 ,4 1  

Првме•авве. В варианте l µ•приор = 1 , 5"; µапост = 1 , 8". 

в варианте 2 µаприор = 1 , 5"; µапост = 6,9" . 

.• ... ••• t(8 "",,ь .,..r.11w l •lbll.1• 

• t' 

-0,03 
1 ,5 2  

- 0, 5 3  
1 ,44 

- 3 ,06 
l , 1 2  

- 3 , 09 
1 ,2 0  

Р•с. 10.4. Иствввwе оm•бп положения СКА 
11 (вариант 1); /1 (варuвт 2) 

П ол н .  

1 ,07 
2 , 75 
1 ,3 9  
2 ,5 9  
3 ,06 
2 , 2 6  
3 ,3 9  

. 2 ,2 5  

б) 
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Анализ результатов эксперимента, приведенных в табл . 
1 0 . 1 ,  показал , что п р и  нал ич и и  измерений между КА 
(вариант 2) положение СКА на орбите определяется точнее , 
чем по измерениям только с Н П  (вариант 1 )  в 2 , 7  раза . Из 
анализа фрагментов орбитальных дуг С КА  (рис.  1 0 .4) сле­
дует, что измерения по линии В КА-С КА в целом умень­
шают влияние остаточных ошибок модели геопотенциала 
на точность расчета орбиты СКА: размах (минимум - мак­
симум) истинных ошибок определения положения С КА 
по составляющим получен знач ительно меньше ,  чем при 
измере ниях С КА тол ько с Н П .  Указан ное повышение 
точности достигнуто в результате равномерного и плотного 
покрытия орбиты С КА измере ниями с В КА- 1 , 2 , 3 . Это 
является одной из важнейших предпосылок для высоко­
точного определения геоцентрических координат Н П .  

Анализ результатов, приведенных в табл . 1 0 . 2 ,  показал, 
что данный вывод подтверждается экспериментально -
точность определения координат Н П  в решении по вари ­
анту 2 получена выше , чем по вар ианту 1 ,  примерно на 
порядок. В то же время очевидно , что в решении по вари­
анту 2 величины µ , принятые до и полученные  после 
уравнивания,  значительно различаются между собой . Этот, 
на первый взгляд,  неожидан н ы й  резул ьтат объясняется 
следующим образом.  

Невысокое качество решения в варианте 2 я вляется 
следствием двух основных причин :  некорректного назначе­
ния весов измерен ий и несовершенной модели движения 
КА, имеющей в своем составе остаточные ошибки модели 
геопотенциала.  Благодаря высокоточным (при отсутствии 
тропосферы) измерениям по линии В КА-СКА, вес кото­
рых значительно превосходит веса измерений с Н П ,  обра­
зуется жесткая система, состоящая из одного С КА и трех 
В КА, обращающихся на хорошо о пределенных орбитах . 
На эту систему измерения невысокой точности с Н П  почти 
не  оказывают влияния ,  и метод наименьших квадратов 
реализуется только для измерений между КА. В то же время 
возмущающие силы в виде остаточных ошибок модели гео­
потенциала разворачивают (смещают) указанную систему 
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относительно сети Н П ,  что приводит к появлению допол­
нительных ошибок в их координатах . 

При траекторных измерениях СКА только с Н П  (вари­
ант l )  ошибки модели геопотенциала не выявляются из­
за недостаточной (в условиях тро посфе р ы )  точ ности 
измерений ,  поэтому в этих вар иантах µаnриор :::: µаnост' 

Таким образом ,  полученные результаты исследований 
дают основание предполагать , что при реализации орби­
тального метода космической геодезии с измерениями меж­
ду КА можно ожидать значительного повышения точности 
построения КГС. Однако для обеспечения строгого геомет­
рического соответствия между системой КА и сетью НП ,  
получения качественного решения целевой задачи и полной 
реализации потенциальных возможностей рассматриваемо­
го метода в целом требуется более  совершенная модель 
движения КА, а также корректное назначение (или уточ­
нение  в ходе уравнивания) весов измерен и й .  

Эффективность способа назначения весов измерений , 
описанного в главе 9 и работе (20 ) , исследовалась с по­
мощью математических моделей .  Модель К ГС включала 
l 1 Н П ,  размеще нных в границах России . Н а  вс ех Н П  
моделировались фотографические (mr = l ,O") и доплеров­
ские ( m11  = l ,O см/с )  измерения орбиты геодезического 
С КА, на пяти из них, кроме того , - измерения дальности 
(m11 = 1 ,0 м)  до навигационных В КА. Между В КА  и С КА 
модели ровал ись дал ь номерные  (mp  = 0 , 3  м )  измерения .  
Модель геопотенциала, созвездие КА, длина их орбиталь­
ных дуг и дискретность измерений были приняты такими 
как в предыдущем эксперименте . Дополнительно введены 
возмущения ,  обусловленные влиянием на движение КА 
остаточных ошибок моделей атмосферного торможения и 
светового давления :  20% от общего влияния данного воз­
мущения . Определяемыми являлис ь  начальные условия 
движения КА и координаты пунктов в геоце нтрической 
(земной) системе координат Z (Zj ,  j = l , 2 , 3 ) .  Геоцентрич­
ность координатных решений анализировалась с помощью 
элементов взаимного трансформирования (ЭВТ) ,  характе­
ризующих сдвиги начала реал изуемой системы координат 
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относительно истинной (ЛZj) , масштабную поправку (Лm) 
и развороты вокруг соответствующих осей (<.Ozj ) .  

Уравнивание измерений выполнялось в двух вариан­
тах . В варианте 1 веса измере н и й  н азначались  обратно 
пропорциональными дисперсиям измерен и й ,  и таким 
образом ошибки модели мешающих параметров не  учиты­
вались. В варианте 2 веса уточнялись в процессе уравнива­
н ия в соответствии с вышеизложенным способом.  Между 
собой варианты сравнивались по значениям истинных и 
средних квадратических ошибок определения координат 
Н П .  Качество решений в обоих вариантах оценивалось по 
соотношению между СКО единицы веса , принятыми до и 
полученными после уравнивания .  

Результаты эксперимента приведены в табл. 10 . 3  и 1 0 .4 .  
Из анализа результатов эксперимента в варианте 1 следует, 
что наличие остаточных ошибок в модели движения КА 
приводит к искажению (смещенности) результатов М Н К­
уравнивания . Дополнительным показателем этого является 
значительное ( - в 6 раз) расхождение между µаприор и µапост· 
Решение в варианте 2, где веса измерений уточнялись при 
уравнивании, привело к значительному улучшению резуль­
татов по точности как определения координат Н П  (см. табл. 
1 0. 3 ) ,  так и отнесения реализуемой системы координат к 
центру масс Земли (см . табл . 1 0 .4) . Приближенное равенст­
во между µаприор и µапост свидетельствует о корректной 
постановке задачи ,  а также о высокой точности ее решения . 
Оценки в этом случае получены несмещенными и эффек­
тивными .  

Таким образом , основное достоинство рассмотренного 
способа н азначения весов измерений заключается в том ,  
что о н  обеспечивает статистический учет всех источников 
ошибок и тем самым - значительное ослабление влияния 
остаточных ошибок м одели движения КА на конечный 
результат. Это особенно важно при наличии разнородных 
измерений , в том числе измерений  между КА. Есл и  
параметры модели включаются в число функционально 
уточняемых неизвестных, что имеет место в динамическом 
методе космической геодезии с измерениями между КА, 
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то статистическое уточнение весов при этом будет учи­
ты вать, в основном, ошибки измерений,  а также влияние 
неуточняемых мешающих параметров .  

При исследовании динамического метода модель КГС 
включала 1 1  Н П ,  как и в предыдущем экспери ме нте . 
Предполагалось ,  что Н П  оснащены фотографическо й  
(mr = 0 , 5" ) и доплеровской ( m;, = 0 , 3 см/с) аппаратурой 
для измерения на С КА, пять из них,  кроме того , и даль­
номерной (mp = 1 ,0 м) аппаратурой для измерений на ВКА. 
Между В КА  и СКА моделировались измерения дальности 
(mp = 0 , 3  м) .  Таким образом,  точностные характеристики 
измерительных средств задавались примерно равными ре­
альным характеристикам средств , разрабаты ваемых для 
М КГС Г ЕО И К- 2 .  

Модель геопотенциала,  динамические модели атмо­
сферного торможения и светового давления , созвездие КА 
и дискретность измерений были приняты такими же , как 
и в предыдущем экспериме нте , дли на орбитальных дуг 
ВКА и СКА - восемь и пять суток соответственно. Опреде­
ляемыми являлись координаты Н П  в геоцентрической 
системе координат. Геоцентричность координатных реше­
ний анализировалась с помощью элементов их взаимного 
трансформирования . 

Уравнивание модели КГС в ыпол нялось в двух 
вариантах построения космической геодезической системы, 
состоящей:  

- из одного СКА (измерения по линии Н П -СКА) -
вариант 1 ;  

- из одного С КА и трех В КА из состава КН С 
ГЛ О НАСС (измерения по л иниям Н П- С КА,  Н П - В КА 
и В КА-С КА) - вариант 2 .  

В обоих вариантах веса измерений назначались в соот­
ветствии с вышеизложенным подходом. Между собой вари­
анты сравнивались по значениям истинных и средних ква­
дратических ошибок определения координат Н П .  Точность 
решений оценивалось так же , как и в предыдущем экспери­
менте . 
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Т а б л и ц а 1 0 . 3  

ИСТ111111Ые оmибп определевии к:оордвват НП, м 

Н омер н п  
l 
2 

3 

l 

5 

6 

7 

8 

9 

1 0  

1 1  

Сред-
нее 

Вариант 

l 
2 

3 9 4  

Вариант l Вар иант 2 

z 1 z 2 z з  П ол н .  z i z2 Z з  П ол н . 
- 3 , 1 2  3 ,04 - 1 ,03 4 ,48 - 0 , 80 1 , 20  -0, 3 5  1 ,4 8  

8 , 2 4  3 , 73 2 ,4 5  9 , 3 7  1 , 5 0  0 , 9 5  0 ,89 1 ,9 9  
- 3 , 89 2 ,  1 9  - 1 , 3 9  4 ,6 8  - 2 , 5 0  1 ,05 - 1 ,09 2 ,92 
4 , 1 4  2 , 5 1 1 ,94 5 ,2 2  0 ,83  0,6 5 0 , 74 1 ,2 9  

-3 , 9 5  2 , 75  - 2 , 3 2  5 , 3 4  - 2 , 0 1  2 ,66  - 1 , 2 1  3 , 5 5  
6 , 3 5  2 ,04 2 ,  1 1  7 ,00 1 ,  1 3  0 , 6 5  0 ,78  1 , 5 2  

-0,88  0,06 - 2 ,06 2 ,24 -0,80 1 ,  1 2  - 0 , 9 8  1 , 73 
2 ,02 5 , 5 5  1 ,9 9  6 ,2 3  0 , 5 8  1 ,03 0 ,75 1 ,40 

-0,4 - 0,43 - 5 ,79  5 , 82 - 1 , 9 3  - 0 , 6 2  -4 ,49 4 ,9 3  
1 3 ,07 4, 1 1  2 , 5 4  1 3 ,9 3  2 , 5 6  1 ,  1 9  0,9 5 2 ,9 8  

-0,48 3 ,00 -0,99 3 ,20  -0,02 3 ' 1 1  0 ,06 3 '  1 1  
4 , 3 6  2 ,9 1  2 ,07 5 , 64 0 ,87  0 ,69 0 ,77 1 , 3 5  

-0,2 5 1 , 2 0  -0,46 1 , 3 1  -0 ,85  0 ,38  0 ,05  0 , 9 3  
3 , 3 0  7 ,20 0 ,78  7 ,96 0 ,64 1 ,  1 8  0 , 5 0  1 ,4 3  

- 2 , 08 - 1 , 2 5  - 1 ,6 0  2 ,9 1  - 1 ,03 0 ,29  - 1 ,2 1  1 ,6 2  
5 ,2 9  5 , 88 0 , 7 1  7 ,94 0,89 1 ,00 0 , 5 0  1 ,4 3  

-0, 1 3  2 ,4 3  -0,42 2 ,47  -0,85  0 ,70 -0, 1 6  0 ,97 
3 ,76 1 1 , 34  0 ,88  1 1 ,9 8  0,70 1 ,8 1  0 ,5 5 2 ,02 
1 , 2 5  1 ,  1 7  - 1 , 7 8  2 ,47  0, 5 2  0,72 - 1 ,05 1 , 3 8  
4 , 6 9  2 ,78 0 ,67  5 ,49 0,80 0 , 5 3 0,47 1 ,07 

-0,75 0 ,48 - 1 , 4 8  1 , 73 0,0 1 0 ,5 1 -0, 3 7  0 ,63  
3 ,49  3 ,  1 3  0 ,64 4 , 73 0,64 0, 5 6  0,47 0 ,97 

3 , 3 3  2 ,  1 1  
7 , 7 8  1 , 5 9  = о 5 0" · = 3 26 " µаприор ' ' µалост ' µ = О 5 О" · µ = О 5 4" а п риор ' ' а пост ' 

Т а б л и ц а 1 0 .4 

Иствввwе ошибки определения ЭВТ, м 

лz 1 лz2 лz з m roz 1 (()Z2 rozз 
1 , 3 0  - 5 , 3 9  0, 1 3 -0,0 1 4  0, 009 -0,0 1 6  0,046 
0 , 3 5 -0,36 0 , 3 4  0 ,005 0,006 -0,006 0 , 1 90 
0,60 0,87 0 ,73 0 ,000 -0,005 0 ,0 1 3  0,003 
0, 1 5  0, 1 5  0, 3 7  0 ,002 0,002 0 ,003 0,003 



Н омер н п  
1 
2 
3 4 
5 
6 
7 
8 
9 
1 0  
1 1  

Вариант 

1 
2 

Т а б л и ц а 10.5 

Истинные ошибки коорД1О1ат НП, м 

Вариант l 
Z ,  z ,  z ,  

0,06 2 ,76 - 1 ,5 5  
2 ,6 2  1 , 3 3  -0 ,52  
2 ,6 5  1 ,89 -0,70 
1 ,6 1  1 ,5 8  -0,89 
2 ,94 1 ,9 1  - 1 ,42 
2 ,20 0, 1 6  - 2 , 2 2  
1 , 5 1  2 ,05 -0,77 
2 , 1 7  - 1 , 3 0  0 , 5 6  
1 ,90 0,44 -0,03 
1 ,40 - 1 ,4 5 1 , 5 6  
1 ,78 1 ,2 8  -0, 1 4  

= о  50" µалриор ' µ = о 5 4" а пост ' 

П ол н . 

3 , 1 7  
2 ,9 8  
3 ,3 3  
2 ,42 
3 ,78 
3 , 1 3 
2 ,6 6  
2 ,5 1 
2 ,03 
2 , 5 5  
2 , 20 

Z ,  
0,08 
0,07 
0,06 
0,09 

- 0,08 
-0,2 1 
-0,03 

0, 1 0  
0, 1 7  
0, 1 8  
0,06 

Вариант 2 
z , Z ,  

-0,08 -0, 1 6  
0 ,2 1 0 ,20  
0, 1 9  0 ,06 

-0,03 -0,09 
-0,07 -0, 1 5 
-0, 1 1 -0,0 1 

0 , 1 2  -0,06 
-0,42 0,04 
-0,04 0 ,3 0 

0,04 -0, 1 9  
-0,2 2  - 0, 1 5  

= о  5 0" µаприор ' = о  5 2 "  µаnост ' 

П олн . 

0,20 
0 ,30  
0,2 1 
0 , 1 3  
0, 1 8  
0 ,26 
0, 1 5  
0 ,43  
0 ,3 5 
0 ,26 
0 ,27  

Т а б я и ц а 1 0 .6  

Иствввые ошибки определевв• ЭВТ, м 

лz , лz2 лz 3 m (l)Z I (l)Z2 O)Z3 
-4 , 3 2 - 1 , 1 2  0,72 0,006 -0,03 1 0,0 1 2 -0,005 

0,02 0,02 -0,0 1 0,00 1  0,002 0,000 -0,00 1 

Результаты численного эксперимента приведены в табл . 
1 0 . 5  и 1 0 . 6 .  При этом СКО в табл . 1 0 . 5  не приведены, так 
как их соотношение с соответствующи м и  истинными 
ошибками примерно такое же, что и в предыдущем экспе­
рименте . На общий вывод они не влияют. Из анализа ре­
зультатов численного эксперимента следует , что решения 
в обоих вариантах достаточно качественные (µ "" µ ) , а приор апост 
точность определения координат Н П  по измерениям в рам-
ках многоцелевой космической систем ы  третьего поколе­
ния ГЕОИК-2 (вариант 2) на порядок выше, чем это дости­
жимо по измерениям средствами КГК ГЕО И К  (вариант 1 ) . 
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Отнесение начала координат КГС к центру масс Земли 
и ориентирование осей координат в решении по варианту 2 
осуществляются с минимальными ошибкам и .  С учетом 
полученны х результатов координатного решения можно 
с полным основанием ожидать высокой точности определе­
ния параметров ГП З при реали заци и  нового способа 
создания КГС техническими средствами М КГС ГЕОИ К-2 .  

В заключе ние отметим ,  что резул ьтаты в ы шеприве­
ден ных исследований были использован ы при разработке 
концепции решения перспективных целевых задач с при­
менением средств и методов М К ГС ГЕО И К- 2 .  В общем 
виде эта концепция предполагает реализацию следующих 
этапов [59 ) . 

1 .  Совместное определение координат НП К ГС и пла­
нетарной модели ГПЗ в виде коэффициентов разложения 
до 50-90 степени  по трае кторн ы м  ( с  Н П )  и между КА 
измере ниям,  высокоточным измерениям до поверхности 
мирового океана с С КА, грави метрическим данн ы м .  

2 .  Вывод детальной модели Г П З  в виде коэффициентов 
разложения до 1 80-360-й  степени на основе планетарной 
модели ГПЗ и объединенного каталога гравиметрических 
и высотомерных данн ых.  

3 .  Оценка точности и контроль решения координатной 
задачи и задачи вывода модели ГПЗ по независимой изме­
рительной информации .  

П р и  необходим ости выпол няется новая итерация 
(этапы 1 -3 ) .  В решении задачи предусматривается исполь­
зование данных измеренных комплексом ГЕО И К, а также 
информации,  получаемой в рамках международной коопе­
рации .  Другие материалы,  касающиеся М КГС ГЕО И К-2 ,  
приведены в приложении 3 .  
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Г л а в а  1 1  

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СПУТНИКОВЫХ 
ТЕХНОЛОГИЙ ПРИ РЕШЕНИИ 
ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 

При решении практических задач геодезии все бо­
лее широкое применение находят спутниковые технологии 
с ис пользованием набл юде ний навигационн ых И С З  
космических систем ГЛО НАСС и G PS .  Как было показано 
в предыдущей главе , использование навигационных систем 
весьма перспективно при создании геоцентрической систе­
мы координат .  В данной главе рассматривается возмож­
ность решения и других задач геодезии с использованием 
спутниковых технологий . Что  же  могут и чего  не могут 
спутн иковые технологи и ?  Заменяют ли спутни ковые 
методы технолог и и  назе мной геодезии?  Н еобходимо 
подчеркнуть , что спутниковые методы не могут пока ре ­
шать задач и изучения детал ьного гравитационного поля 
Земли над сушей ,  а лишь позволяют определять ее низкие 
гармоники; к которым чувтвител ьны орбиты спутников ,  
а также характеристики детал ьного ГПЗ над водными по­
верхностя ми (методы с путн и ковой ал ьтиметр ии ) .  П р и  
ум еньшении высоты полета И СЗ трудно предс казуемые 
возмущения от  атмосферы начинают превосходить возму­
щения от ГПЗ.  Методы "спутник в спутни ке " и спутнико­
вой градиентометрии пока не дают требуемых точностей 
определения параметров ГПЗ ,  хотя в будущем возможно 
появление новых спутниковых методов изучения деталь­
ных характеристик гравитационного поля .  Спутниковые 
методы не используют понятия отвесной линии и эллипсо­
ида относимости , поэтому " чисто " спутниковые методы 
не могут решать многие задачи астрономии (определение 
астрономических координат и азимутов) и геометрического 
нивелирования, которые связаны с нормал ьными высота­
м и ,  применяемыми на п рактике во м но гих обл астях 
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геодезии и картографи и .  О том ,  что может спутн иковая 
технология ,  кратко излагается в последующих разделах . 

1 1 . 1 .  Применение спутниковых техволоrий 
при развитии rеодезических сетей 

П режде всего спутниковые технологии могут ис­
пользоваться для развития государственных геодезических 
сетей на территории не которых государств ил и крупных 
регионов. В России этими вопросами занимается Федераль­
ная служба геодезии и картографи и  ( Роскарто графия ) ,  
которая разработала программу перспекти вного развития 
государстве н н ы х  геодезических сете й ,  изложе н ную в 
Основных положе ниях о государственной геодезической 
сети России [ 46] . 

В соответствии с Основными положениями государст­
венную геодезическую сеть России планируется развивать 
в виде иерархии трех классов спутниковых сетей,  традици­
онной астрономо-геодезической сети и геодезических сетей 
сгущения 3 и 4 классов - итого , есл и  считать АГС сетью 
одного класса, то шести классов сетей .  Исходной геодези­
ческой основой для дальнейшего повышения точ ности 
пунктов государственной геодезической сети на территории 
страны является фундаментальная астрономо-геодезичес­
кая сеть (ФАГС) . 

ФАГС состоит из некоторой постояной части и перио­
дически о пределяемых пунктов и реализует общеземную 
геоцентрическую систему коорди нат в рамках решения 
задач координатно - временного обес пече ния страны . В 
состав постоянно действующих пунктов ФАГС включается 
часть пунктов существующей КГС ( П З-90 ) ,  расположен­
ных на  территории страны, а также пункты Госстандарта 
и радиои нтерферометрических пунктов со сверхдлинной 
базой ( Р И С Б ) РАН . К пер иодическим пун ктам ФАГС 
отнесены пункты РАН и Роскартографии ,  входящие в 
международную геодинамическую сеть IG S ,  часть пунктов 
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К ГС на территори и  страны , базовые пункты с истемы 
ГЛ О НАСС ,  а также часть пун ктов Госстандарта и РИС Б.  
Расположение остальных пунктов ФАГС определяется , ис­
ходя из решения задач геоди намики и требований равно­
мерного покрытия территории страны .  Среднее расстояние 
между пунктами составит 800 - 1 000 км .  

Пространственное положение пунктов ФАГС определя­
ется методами космической геодезии в общеземной системе 
координат со средними квадратическими ошибками отно­
сительно ЦМЗ 2 - 3·  l O-R R (R - средний радиус Земли) и 
взаимные положения любых пун ктов ФАГС с С КО 2 см в 
плане и 3 см по высоте с учетом скорости их изменеия во 
времени . Достоверная оценка точности построения ФАГС 
в целом и определения положения и скорости л юбого из 
ее пунктов входит в число  основных задач построен и я  
ФАГС. На всех пунктах ФАГС определяются нормальные 
высоты из нивелирования 1 и 1 1  классов и ускорения силы 
тяжести . Задаваемая пунктами ФАГС систе ма коорди нат 
согласовывается на соответствующем уровне точности с 
фундаментальными ( небесными)  системами координат и 
надежно связывается с аналогичными пунктами различных 
государств в рамках согласованных научных проектов меж­
дународного сотрудничества. 

На основе ФАГС развивается высокоточная спутнико­
вая геодезическая сеть ( В ГС) ,  призванная распространить 
на всю территорию страны общеземную геоцентрическую 
систему координат и определить точные параметры взаим­
ного ориентирования общеземной геоцентрической и 
российской референцной систем координат. В ГС,  наряду 
с ФАГС , является основой для спутниковых геодезических 
сетей и построения  высокоточных карт квазигеоида с 
использованием гравиметрической информации и данных 
нивел ирования.  Пункты В ГС определяются относительны­
м и  методами косм ической геодезии ,  обеспечи вающими 
точность взаимного положения с СКО 3 мм + 5 · l 0-8D (D -
расстояние в миллиметрах) в плане и 5 мм + 7 · 1 0-8D по 
высоте . Каждый пун кт В ГС должен быть связан измере­
ниями со смежны м и  пунктами В ГС и н е  менее , чем с 
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тремя пунктами ФАГС. Расстояния между пунктами В ГС 
составляют 1 50 - 300 км . Пункты ФАГС и ВГС связывают­
ся с бл ижайшими пунктами АГС, при этом С КО не превы­
шает 2 см по каждой коорди нате . На  пунктах В ГС также 
определяются нормальные высоты по результатам нивели­
рования 1 и 1 1  классов. 

Далее разви вается с путн и ко вая геодез ическая сеть 
1 класса (С ГС- 1 ) , чтобы создать оптимальные условия для 
реализации точностных и оперативных возможностей спут­
никовой аппаратуры при переводе геодезического обеспече­
ния территории России на спутни ковые методы определе­
ния координат. Создание С ГС- 1 позволяет решить задачи 
определения и учета локальных деформаций существую­
щей государственной геодезической сети (СК-95)  на тер­
риториях между смежными пунктами В ГС ,  а также обес­
печения однородности результатов определения координат 
в пределах СКО не более 5 см относительно любых близких 
пунктов АГС , С ГС- 1 и В ГС.  С ГС- 1 создается относител ь­
ными методами космической геодезии ,  С КО составляет 
3 мм + l · l 0-1 D в плане и 5 мм + 2 · 10-'D по высоте . Рассто­
яния между пунктами С ГС- 1 план ируется 1 5  - 20 км в 
районах интенсивной хозяйственной деятельности , 25 - 30 
км средней плотности и 40 - 50 км в необжитых районах. 
На пунктах С ГС- 1 нормальные высоты определяются по 
результатам нивелирования 1 1 1  класса,  в необжитых райо­
нах допускается тригонометрическое нивелирование с СКО 
между смежными пунктами 0 , 2  м .  П ункты С ГС- 1 связы ­
ваются с окружающи ми пунктами А ГС .  

В данной работе нас интересуют перспективные спут­
никовые методы решения геодезических задач ,  однако в 
Основных положениях они характеризуются весьма общи­
ми фразами типа " методы космич еской геодезии "  (при 
развитии ФАГС)  и " относительные методы космической 
геодезии" (при развитии В ГС) . В то же время ФАГС харак­
тери зуется как общеземная геоце нтрическая систе ма 
координат с точностью отнесения начала к Ц М З  с СКО 
13  - 1 9  см и взаимным положением пунктов 2 - 3 см по 
каждой координате .  В настоящее время точность отнесения 
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начал систем координат П З-90 и WG S-84 оценивается 
С КО окол о 1 м, а расхожде н ие между ними составляет 
около  8 м .  Сравнение двух примерно равноточ н ых сетей 
по расхождениям координат общих пунктов показы вает , 
что приписываемые им точности отнесения к ЦМЗ завы ­
шен ы .  Для ФАГС такой возможности сравне ния не будет 
и приписываемая ей точ ность даже при ее создании будет 
далека от достоверности . 

Как было показано в части I и главе 1 1 , создание гео­
центрической системы координат на территории отдельного 
государства невозможно .  В этом можно убедиться и на 
практике , однако специалисты Роскартографии в этом деле 
не имеют опыта, так как до сих пор созданием геоцентри­
ческой систе мы коорди нат занималась Топографическая 
служба Вооруженных Сил РФ. Что же касается методов ,  
т о  единствен н ы м  подходящим методом для создания 
государственной  геодезической сети ( ФАГС и В ГС )  
является спутниковый дифференциальны й метод , кратко 
описанный в части 1. Опорой для этого метода являются 
пункты ITRF, реал изующие систему координат WGS-84 .  
Однако связь этой системы с пунктами ПЗ-90,  а значит 
и с СК-95 , довольно слаба. Поэтому представляется более 
логичным в качестве ФАГС принять все пункты существу­
юще й КГС с последующим уточнением их взаимного 
п оложения дифференциальн ым методом ,  оставляя неиз­
менной систему координат ПЗ-90.  В любом случае дости ­
жение дециметровой точности отнесения начала координат 
к Ц М З  без реал изации нового космического ком плекса 
ГЕО И К- 2  невозможно . 

Что касается применения относительного метода при 
создании ВГС, то практически доказано, что при расстояниях 
более 50 км взаимное положение пунктов определяется с СКО 
более 1 дм и декларируемая точность может быть достигнута 
только для СГС- 1 .  Поэтому ВГС следует также развивать 
дифференциальным методом или ,  еще лучше ,  вообще 
отказаться от этой лишней ступени. Предлагаемые Основные 
положения [46 ] , разрушая и расчленяя существующую 
геоцентрическую систему координат ПЗ-90 ,  взамен дают 
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недостаточно методически обоснованную и очень  дорого­
стоющую программу с сомнительным исходом . 

Кроме ГГС создаются местные геодезические сети раз­
личных ведомств ( Росземкадастр , Геологоразведка, Росво­
доканал и т. д . ) ,  а также специал ьные геодезические сети , 
создаваемые для решения определенных задач . Наилучшим 
методом для создания этих сетей является относител ьный .  
Часто при этом применяется упрощенный относительный 
метод , который закл юч ается в том ,  что снач ала с двух ­
трех пунктов ГГС определ яется некий базовый пункт,  а с 

него усом - координаты остальных определяемых пунктов. 
Хотя при относительном методе угол засечки определяемого 
пункта с исходных не играет роли ,  но в неблагоприятных 
условиях такой бесконтрольны й метод может привести к 
значительным ошибкам координат определяемых пунктов,  
особенно  при н изком п роце нте надежности разрешения 
неоднозначности и плохом геометрическом факторе . Кроме 
того , надо иметь в виду, что азимуты линий вдоль паралле­
лей в средних широтах определяются с низкой точностью 
из-за того, что широта места близка к точке вертекса Н ИСЗ 
и они проходят только к югу и только вдоль измеряемой 
линии . Оптимальными условиями определения координат 
пунктов с путниковыми методами считается равномерное 
прохождение Н ИСЗ в зоне видимости пункта как на восхо­
дящих , так и на  н исходящ их ветвях орбиты . В данном 
случае длин а  линии определяется хорошо ,  а попереч ная 
составляющая практически не определяется . Н а  коротких 
линиях ошибка азимута может составить несколько минут 
или даже десятков минут, поэтому расстояние до ориентир­
ных пунктов должно быть в пределах 500 - 1 ООО м при  
требуемой точности азимута 1 ". 

При выполнении некоторых инже нерных задач пользу­
ются только плановыми координатами , считая их достаточ­
ными для определения площадей и границ землепол ьзо­
вания . Однако если для строитель н ых работ плановых 
координат и достаточно , то при отводе земель на больших 
площадях необходимо учитывать фактическую площадь 
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на поверхности Земли .  В настоящее время разницу между 
расчетной плановой и фактической площадями  просто спи­
сывают на неугодья , что в условиях рыночных отношений 
может п ривести к достаточ но знач ительной разности в 
стоимости земел ьных  угодий .  Относител ьный метод ко­
смической геодезии  позвол яет более точно определ ять 
фактическую площадь земельных участков . 

1 1 .2 .  Определение площади земельных участков 

Если земельный участок расположен в равнинной 
местности и имеет прямоугольную форму,  е го площадь 
определяется при умножении ширины участка на его дли­
ну. Если участок ограничен ломаной линией и расположен 
на пересеченной местности, для определения площади при­
ходится разбивать его на более менее плоские части и сум­
мировать их площади .  В этом случае удобно представить 
участок в виде суммы треугольников ,  стороны которых 
измеряются . Тогда площадь треугольника может быть 
вычислена по формуле Герона 

S = .Jp(p - a)(p - b)(p - c) , ( 1 1 . 2 . 1 )  

где а, Ь, с - длина сторон треугольника, р = 0,5 (а + Ь + с) -
полупериметр . 

Относительным методом могут быть определены коор­
динаты вершин треугольников. Тогда длина любой стороны 
равна 

d = .JЛX2 + ЛУ2 + ЛZ2 • ( 1 1 .2 .2) 

Однако при относительном методе необязательно сна­
чала вычислять длины сторон , а затем по формул е  Герона 
определять площади треугольников. Площадь треугольника 
может быть вычислена непосредственно по координатам 
его вершин [ 32 )  
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( 1 1 .2.3) 
вершин треугольника,  i = 1 ,  

Вычислять факти ч еские  плошади участков можно и 
методами наземной геодезии ,  если измерять стороны треу­
гол ь н и ков дальномерами и редуци ровать их н а  поверх­
ность Земли. Однако измерять все стороны треугольников, 
в том числе внутри участка , не всегда возможно в трудно­
проходимой местност и .  Более рационал ьно п роложить 
пол игонометричес ки й  ход тол ько по контуру участка и 
определять усом координаты возвышенностей и углублений 
внутри участка , а площади треугольников вычислять все ­
таки коорди натным способом.  Формул ы ,  вы веде нные в 
части l ,  позволяют реализовать такой вариант. 

Для этого измеренные величины должны быть приве­
ден ы  только к центрам пунктов .  Редуцирован ие их на 
плоскость или эллипсоид не требуется .  Основная идея спо­
соба состоит в построении пространственных плоскостей,  
поэтому можно использовать любую местную пространст­
венную систему координат. Для привязки землеустроитель­
ных работ к государственной системе координат доста­
точно двух-трех исходных пунктов .  Как правило , коорди­
наты этих пунктов даются в установленной местной систе­
ме плоских координат .  П оэтому для условной местной 
системы координат их можно использовать следующим 
образом . Исходные местные координаты пересчитываются 
в геодезические , без которых невозможно перейти к про­
странственным координатам , принимая местные коорди­
наты за координаты в системе 1 942 года ( или в государст­
венной системе) . От геодезических координат всегда можно 
перейти как к пространствен н ы м  координатам , так и 
обратно к плоским и, таким образом , знание ключей услов-
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ной системы координат необходимо лишь при привязке 
землеустроительных работ к государственной системе коор­
динат.  

Приведение измерений к центрам пунктов осуществля­
ется по формулам раздела 4 . 3 .  Далее возможны два пути 
дальнейших вычислений. Во-первых, определение по изме­
ре нным значениям декартовых пространственных коорди­
нат точек полигонометрического хода и точек,  определен­
н ых усом ,  и испол ьзо вание для вычисления  площаде й 
треугольников формулы ( 1 1 . 2 . 3 )  и ,  во-вторых, определение 
геодезических координат тех же точек и по ним длин линий 
в результате решения обратных и прям ых задач в прост­
ранстве (4 1 ]  с п оследующим приме не ние м фор мул ы  
( l  l . 2 .  l ) .  О б а  метода дают одинаковые результаты и точ­
ности , однако требуют различного программного обеспе­
чения.  

В первом методе один из исходных пунктов принима­
ется за базовый и его коорди наты перевы ч исляются в 
декартовы по схеме 

Х, у, н � в, L, н � х, У, z, 
где х ,  у - местные координаты , принятые за координаты 
в государственной системе . 

Далее последовательно выч исляются координаты ос­
тальных точек по формулам 

Xi+i = Х; + D0 [(cos Bcos z0 - sin Bsin z0 cosA)cos L -

- sin z0 sin A sin L1 
Y;+i = У; + D0 [(cos Bcos z0 - sin Bsin z0 cos A) sin L + 

+ sin z0 sinAcos L} ( l l .2 .4) 

Z;+i = Z; + D0 (sin Bcos z0 + cos Bsin z0 cosA); 
где Х; , У; , Z; - координаты исходной точки; Xi+ 1 , У;+ 1 , Zi+ 1 -
координаты определяемой точки ; В ,  L - геодезические 
координ аты исходной точки ; Do и zo - п риведенные к 
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центрам пунктов дальность и зенитное расстояние соответ­
ствен но ; А - азимут с исходной точ ки на определяемую. 
Азимут на базовом пункте может быть взят произвольным, 
например , равн ы м  о · '  однако для облегчения привязки к 
государственной системе координат его желательно полу­
чить из решения обратно й  геодезич еско й задач и между 
исходными пун ктам и .  

П ри переходе на следующую точ ку обратн ы й  азимут 
на предыдущую точку получается в результате решен ия 
обратной геодезической задачи в пространстве , а затем на 
переднюю точку азимут передается после прибавления из­
меренного угл а н а  данн ой точ ке .  Есл и п р и  замы кании 
контура уч астка возн и кл и  координатн ые не вязки , о н и  
могут быть разбросаны пропорционально длинам сторон . 

Второй метод (геодезических координат) отличается от 
предыдущего тол ько тем ,  что пр и решении  п ря мых и 
обратных геодезических задач используются геодезические 
коорд инаты . П р имеры вычисл е ния  площадей обо и м и  
методами даются в работе [4 3 ] . Оп исание необходимого 
для реализации обоих методов программного обеспечен ия 
приведено в следующем разделе .  

1 1 . 3 .  Решение прямых в обратных 
геодезических задач 

Решение прямых и обратных геодезических задач 
на любой принятой поверхности (в пространстве,  на плос­
кости и эллипсоиде) связано с перевычислением координат 
(рис . 1 1 . 1 ) .  

Под национальным эллипсоидом здесь подразумевается 
любой эллипсоид, размер которого задается . На нем может 
быть задана любая система п рямоугольн ых координат в 
проекции Гаусса, в том числе используемые в России мест­
н ые системы . В этом случае должны быть заданы ключи 
этой системы . 
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Референц-элли псоид 
Красовского 

х , у, н 
i 

Национальный 
референц-эллипсоид 

х, у, н 
i 

J, J, Хо ,  уо ,  L 1 , ЛL,  m 

В ,  L, Н 
i 

J, 
Х, Y, Z 

� 

В ,  L, Н 
i а,  е2 

J, 
Х, Y, Z  

/ m, ffix, ООу, ffiz, ЛХ, Л У, ЛZ 

� /  x, r, z  
J, в, f' н 
J, 

х, у, 
н 

Общий земной эллипсоид ( ПЗ-90) 

Рве. 11.1.  Схема перевwчиелеввя координат 

У с л о в н ы е о 6 о з н а ч е н и я :  
х ,  у ,  Н - плоские координаты на плоскости в проекции 
Гаусса; В, L, Н - геодезические координаты на эллипсоиде 
с параметрами а , е2 ;  Х, У, Z - прямоугол ьные декартовы 
координаты с началом в центре и главными осями инерции 
эллипсоида ; m , Фх, ОО у ,  Фz, ЛХ, ЛУ, ЛZ - элеме нты 
трансформирования декартовых координат; хо , уо , L 1 ,  m -
кл ючи координатной системы.  

А.пrервтмы решения прямых rеодезвческих задач 

1 .  В пространстве декартовых координат 

а) Даны: Х 1 , У1 ,  Z 1  - координаты исходн ого пункта ; 
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А, z, D - полярные топоцентрические координаты:  азимут, 
зенитное расстояние и наклонная дальность между центра­
м и  пунктов . Следует определить координаты Х2 , У2 , Z2 
пункта 2 .  

Р е ш е н и е . * Координаты пункта Х1 , У1 , Z 1  перевы­
числяются в В ,  L, Н по формулам 

у 
L = arctg -1 ; х ,  

Н =  Jx� + У12 cos B +  (Z + Ne2 sin B) sin В - N ;  

N =  а 
.J1 - е2 sin 2 В 

где уравнение для ш ироты В решается итерациями при  
условии принятия в первом приближении tg B р авн ы м  
нул ю .  

Х2 = Х1 + D[(cos Bcos z - sin Bsin zcos A)cos L ­

- sin L sin zsin A} 
* У2 = У1 + D[(cos Bcos z - sin Bsin zcosA)sin L +  

+ cos L sin zsin A 1 
Z2 = Z1 + D(sin Bcos z + cos Bsin zcosA). 

б) Даны: Х1 ,  У1 , Z 1 ,  ЛХ, ЛУ, ЛZ. Необходимо определить 
координаты Х2, У2 , Z2 пункта 2 .  

Р е ш е н и е .  Х2 = Х1 + ЛХ; У2 = У, + Л У; Z2 = Z 1 + ЛZ. 

в) Даны: Х1 , У1 , Z1 - координаты исходного пункта; �' 
'J'\ ,  � - топоuентрические  прямоугольные координаты . 
Следует определить координаты Х2, У2, Z2 пункта 2 .  

Р е ш е н и е .  • Топоцентрические прямоугольные коор­
динаты перевычисляются в топоцентрические полярные 
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по формулам 

��2 + 112 
А =  arctg .!l . z = arctg D = ��2 + 11 2 + � 2 • � · � 
* Далее решается задача 1 ,  а. 

2. На поверхности эллипсоида 

а) Даны: В 1 , L1 ,  Н 1 ,  ЛВ, ЛL, ЛН. Необходимо определить 
координаты В2 , L2 , Н2 пункта 2 .  

Р е ш е н и е .  В2 = В 1 + ЛВ; L2 = L 1 + ЛL; Н2 = Н 1  + ЛН.  

б)  Дан ы :  В 1 , L 1 ,  Н 1 ,  s ,  А1 - координ аты исходного 
пункта , длина геодезической линии и азимут на исходном 
пункте . Следует определить координаты В2, L2 , Н2 пункта 2 
и ази мут А2 на втором пункте . 

Р е ш е н и е .  По методу Бесселя (см . ,  например, [4 1 ] ) .  

3 .  На плоскости в проекции Гаусса 

Дан ы :  х 1 , у 1 , d ,  а - коорди наты исходного пункта , 
расстояние на плоскости и дирекционный угол. Надо опре­
делить координаты Х2 , У2 пун кта 2 .  

Р е ш е н и е .  Х2 = Х 1 + d cosa ; У2 = У 1  + d sina. 

Примечание. Алгоритмы l ,  б и 2 ,  а,  несмотря на их тривиальность, 
в кл ючен ы ,  в о - п е р в ы х ,  для пол ноты кл ассификаци и ,  и ,  во- втор ы х ,  
потому,  ч т о  о н и  реал изуются в относител ьном методе косм ич еской 
геоде з и и  п р и  определ е н и и  коорди н ат пунктов п о  н абл юде н и я м  
спутников навигационн ых систем. 

Каждая из приведенных задач может решаться на лю­
бом эллипсоиде . Если для решения прямых геодезических 
задач на референц-эллипсоиде Красовского в Системе 
координат 1 942 года и общем земном эллипсоиде (ПЗ-90) 
никаких дополнительных данных, кроме указанных в алго­
ритме ,  не требуется , то дл я  другого (национального) эллип­
соида необходимы его параметры и расчет необходимых 
постоянных и коэффициентов,  которые для первых уже 
выполнены .  
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Алгоритмы решения обратных геодезичеспх задач 

1 .  В пространстве декартовых координат даны Х 1 , У1 , 
Z 1 ,  Х2 , У2 ,  Z2 . Необходимо определить : 

а) ЛХ, л У, ЛZ. 
Р е ш е н и е . ЛХ = Х2 - Х1 ; ЛУ = У2 - У1 ; ЛZ = Z2 - Z1 . 

б) А, Z ,  о. 
Р е ш е н и е .*  Решается задача а) . 
* Коорди наты пун кта 1 пере в ы числя ются в В ,  L ,  1-J 

(см . ,  прямую геодезическую задачу 1 ,  а) . 
* Топоцентрические полярные коорди наты вычисля­

ются по  формулам 

А -ЛX: sin L + ЛYcos L = arctg · 
-ЛХ sin Bcos L - Л У sin Bsin L + ЛZcos В '  

D = .Jлх2 + лv2 + лz2 ; 
ЛXcos Bcos L + ЛYcos B sin L + ЛZsin B COS Z = ---------------

.J1 - cos2 z 
z = arctg . 

cos z 

в) �. 1'\ ,  �-

D 

р е  ш е н и  е . *  Решяется вариант б) . 
* Топоцентричес:к.v1е прямоугольные координаты 

вычисляются по формулам 
� = О sinz cosA; Т1 = О sinz sinA; � = О cosz. 

2. Даны B I ' L1 , H I ' В2, L2 ,  Н2 • Следует определить: 

а) ЛВ,  ЛL, ЛН.  
Р е ш е н и е. ЛВ = В2  - В 1 ; ЛL = L2  - L1 ; ЛН = Н2 - Н 1 . 

б) s , А2 . 
Р е ш е н и е . По методу Бесселя (см . [4 1 ] ) .  

3 .  На плоскости в проекции Гаусса даны х 1 , у 1 ,  х2 , у2 .  
Надо определить d ,  а. 
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Р е ш е н и е . 

d = .j(x - х ) 2 + (у , - у ) 2 ; а = arctg 
у 2 - � .  2 1 � 1 х - х  2 1 

Примечание. Обратн ы е геодез и че ские задачи , как и пря м ые , могут 

ре ш аться н а л юбо м элл и псо иде . 

В составленной по этим ал горитмам программе  при 
решении  пря мых и обратных геодезических задач коор­
динаты исходных пунктов могут быть заданы в любой си­
стеме .  П еревыч исление их выпол няется автоматически в 
ту систему координат, в которой заданы исходные данные 
(длина линий ,  азимуты и зенитные расстояния) .  В прямой 
задаче результирующие координаты также автоматически 
перевычисляются в заданную систему координат. В обрат­
ной задаче координаты обоих пунктов должны быть заданы 
в единой системе. Ниже приводятся примеры решения гео­
дезичес ких задач с помощью описан ного комплекса 
программ.  

П р  и м е р  1 .  
Редукция измерений к центрам пунктов за высоту. 
С пункта 1 измерены дальность О и зенитное расстоя­

ние z на одну и ту же визирную цель на пункте 2. Геодези­
ческие координаты пункта 1 равны В 1 ,  L1 , Н 1 , высота при­
бора i ,  высота визирной цели v .  Так как азимут на пункте 
1 А 1 не  изме няется при перенесен и и  вдоль нормал и , о н  
может быть принят любым,  например , равным 0 ° .  

Порядок решения задачи . 
* Решается прямая геодезическая задача с координатами 

В 1 ,  L1 , Н 1  + i и измерениями Ai ; z , О .  
* Решается обратная геодезическая задача с координа­

тами В 1 , L 1 ,  Н 1 ,  В2 , L2 , Н2 - v с получением редуцирован­
ных дан ных А 1 ,  z' ,  О' . 

Легко убедиться , что результат совпадает со значения­
м и , полученными по формулам раздела 4 . 3 .  
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П р  и м  е р  2 .  
В ы ч исле ние приближен ных декартовых координат по 

измеренным топоцентрическим полярным координатам А,  
z ,  D. 

Эта задача может возникнуть при совместном уравни­
вани и  спутниковых и наземных измерений .  Необходимо 
пояснить, что спутниковые измерения не связаны с отвес­
ной линией ,  а наземные измерения всегда зависят от нее , 
поэтому декартовы координаты, полученные по наземным 
измерениям ,  могут приниматься лишь как предваритель­
н ые .  Если в наземных измерениях будет учтено влияние 
уклонений отвесных л иний и высот квазигеоида, то полу­
ченные при решении данной задачи координаты определяе­
мого пункта будут действительно декартовым и  и их точ ­
ность будет зависеть лишь от точности наземных измере­
ний .  Итак, декартовы координаты пункта 1 равны Х 1 ,  У1 ,  
Z 1  и измерены А 1 ,  z , D. 

Непосредственно решается прямая геодезическая задача 1 ,  а). 

П р  и м  е р  3 .  
Определение высоты квазигеоида н а  пун кте 2 .  
Эта задача может быть решена при совместном исполь­

зован и и  относител ьного метода космической геодезии  
(прямая геодезическая задача 1 ,  б )  и определении превыше­
н ия  между пунктами в результате геометричес кого или 
тригонометрического нивелирования . Тогда высота квази­
геоида � = Н - нr, где нr - нормальная высота на пункте 2. 
При более низких требованиях к точности высот квазигео­
ида превышение между пунктами может определяться по 
формулам тригонометрического нивелирования 

h = Dгtg(90° - z) + i - v + ( 1  - k)D2/2R ,  

где Dr - горизонтальное проложе ние дал ь ности между 
пунктами ;  k - коэффицие нт рефракци и ;  R - средний 
радиус Земл и .  

Если измерения будут приведены к центрам пунктов, 
как в примере 1 ,  то превышение вычисляется по формуле 
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h = D cosz. 
Таким образом ,  приведен ная программа может найти 

широкое применение при решении разл ичных геодезичес­
ких задач . 

1 1 . 4 .  Спутниковые технолоrив -
нова• трехмерная rеодезвя 

Как показано в данной работе ,  большинство прак­
тических геодезических работ, начиная с уравн ивания го­
сударственной геодезической сети, местных и региональ­
ных сетей ,  выполнения землеустроительных работ, опреде­
ления  геодези ческих азимутов и други х , могут в ыпол­
няться спутниковыми методами в пространственной декар­
товой прямоугольной системе координат. П р и  этом нет 
н еобходимости редуцировать измере н н ы е  вел ич ины на 
поверхность относимости (плоскость или элл и п соид) , а 
только к центрам пунктов, что выполняется и при традици­
онной технологи и  геодезических работ. 

Однако при проведени и  некоторых видов геодезичес­
ких работ приходится использовать и геодезические коор­
динаты , например ,  при определе ни и  геодезических ази ­
мутов, так как само понятие геодезического азимута связано 
с эллипсоидом и геодезическими координатами .  П ереход 
к геодезическим координатам  н а  л юбом элли псоиде от 
де картовых и обратно осуществляется достаточно просто 
и однозначно , поэтому выполнение таких видов работ не 
представляет трудности .  

Существует также ряд геодезических работ, которые 
не могут выполняться только спутниковым и  методами -
это работы, связанные с гравитационным полем Земли . К 
ним относятся определение нормальных высот точек зем­
ной поверхности ,  астрономических азимутов и т .  п. Изме­
рен и я  спутн и ков ы м  методом геодезических  данных не 
связаны с отвесной л инией,  и поэтому по н и м  не удается 
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получить величины ,  связанные с ГПЗ . Однако и при таких 
видах геодезических работ спутниковые методы оказывают 
значительную помощь. Например , сочетание геометричес­
кого н ивелирован ия и с путникового метода определения 
геодезической высоты позволяет с высокой точ ностью 
получать точечные значения нормальных высот ил и высот 
квазигеоида в отличие от сглаженных высот квазигеоида , 
определяемых интегральными методами .  Так как точность 
высот квазигеоида , полученных таким методом ,  гораздо 
выше точности высот, полученн ых астрономо-гравимет­
рическим методом , то они могут служить исходной основой 
при составлен и и  карт высот квази геоида и изуче н и и  
детальных характеристик ГПЗ . 

Кроме того, показано,  что прямоугол ьная декартова 
система координат применима не только в спутн иковых 
методах , но легко используется в традиционной наземной 
геодезии .  П рименение пространственной системы коорди­
нат для обработки наземных геодезических сетей потребу­
ется при совместном их уравнивании с КГС, связи спутни­
ковых сетей ФАГС , СГС- 1 с АГС и запол няющих геоде ­
зических сетей низших классов . 

При проведении геодезических работ спутниковые ме ­
тоды гораздо дешевле ,  так как не требуют многозатрат­
ных строительных работ, кроме , может быть стационарных 
пунктов КГС и контрольно-передающих пунктов в диффе­
ренциальном методе .  Спутниковые методы более опера­
тивны и точнее . Переход на спутниковые методы выпол­
нения геодезических работ неизбежно приведет к развитию 
новой геодези и ,  которая будет опираться н а  достижения 
спутниковой геодези и ,  гравиметри и  и использовать в 
основном декартову прямоугольную систему координат. 
Декартовы пространственные координаты могут отличаться 
между собой началами и направлениями осей .  При наличии 
некоторой эталонной общеземной системы координат пара­
метры перехода между ними легко определяются . 
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З а кд ю ч е н и е  

В последнее время все больше видов геодезических 
и землеустроител ьных работ вы полняются с испол ьзова­
нием спутн иковой технологии , базирующейся на  относи­
тел ьном методе кос м ической геодезии . П р илагае м ые к 
комплектам приемни ков сигналов навигационных спутни­
ков пакеты программ позволяют с высокой точностью по­
лучать разности координат пар пунктов в общеземной сис­
те ме  координат WG S-84  ( С К-84 ) , а также уравни вать 
геодези ческие сети . Получе н н ые коорди наты из С К- 8 4  
пересч итываются в нужную потребител ю  систему  коорди­
нат с помощью ключей . Однако для уравнивания геодези­
ческой сети координаты исходн ых пун ктов должны быть 
заданы в С К-84. Это возможно только при использовании 
точны х вы сот квази геоида , которые  в настоящее  вре мя  
определяются с помощью карты довол ьно грубо. Кроме 
того , в документации к ком плексу программ нет описания 
алгоритмов вычислений - инструкции к программам содер­
жат лишь указан ия , каки ми кл авишами следует пол ьзо­
ваться для вы полнения определенных действи й .  

Настоящая монография содержит основн ые сведения ,  
относящиеся к уравниванию высокоточных геодезических 
сетей , создаваемых относител ьн ы м  методом , и методику 
определения высот квазигеоида путем интерполяции их с 
исходных пунктов на определяемые. Основная часть изло­
женных ал горитмов проверена на ком плексах программ , 
разработан н ы х  авторами для  уравн иван и я  небол ьших 
геодезических сете й , включая городски е .  Они могут 
использоваться дл я составлен ия и отл адки програм м  
производственного уравнивания различного назначения .  

Эта работа н е  касается вопросов предварительной обра­
ботки псевдодальносте й ,  измеренных прие м н и ком до на­
вигационных спутников для получения разностей коорди -
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нат. Указанные вопросы относятся к области, скорее , радио­
техники и нуждаются в отдельном изложении. 

Работа также не претендует на полное раскрытие всех 
вопросов уравнивания геодезических сетей ,  созданных от­
носительным методом , и может служить лишь вводным 
курсом в рассматриваемую проблематику. Поэтому авторы 
будут благодарны любым конструктивным предложениям, 
рекомендациям и замечаниям,  направленным на улучше­
ние содержания данной работы при возможных ее пере­
изданиях .  



С п и с о к  л и т е ратур ы 

l .  Абегоуз Г. Г., Тронь А. О., Копенкин Ю. Н ,  
Коронино И.А. Справочник по вероятностны м расчетам . 
М . : Воениздат, 1 966 .  

2 .  Аксенон Е. П.  Теория движения искусственных 
спутников Земли .  М . :  Наука , 1 977 . 360 с .  

3 .  АрнольiJ Курт. Методы спутниковой геодезии .  
М . :  Недра, 1 973 .  224 с .  

4 .  liоронов В. Н ,  lioliкo Е. Г., Кроснорылон И.И. и 
др . Космическая геодезия . Учебник для вузов .  М . :  Недра, 
1 986 .  407 с. 

5. liopiJ Й. Нелинейное оцен ивание параметров . 
М . : Статистика, 1 979 . 350 с .  

6 .  lioilкo Е. Г., Кленицкиu li. М. ,  Лоноис Н. М. ,  
Устинов Г.А. Испол ьзование искусстве н н ы х  спутни ков  
Земли для построе ния геодезических сете й .  М . :  Недра ,  
1 977 .  376 с .  

7 .  liouкo Е. Г., Клен11чк11u li. М. ,  ЛонiJис Н. М. , 
Устинов Г.А. Построение , уравнивание и оценка точности 
космических геодезических сетей .  М . :  Недра , 1 972 .  208 с .  

8 :  lioilкoв В. В., Голозин В. Ф. Коплон li.Л. и др.  Опыт 
создания геоцентрической системы координат П З -90 // 
Геодезия и картография . 1 993 . No l l .  С.  1 7  - 2 1 .  

9 .  Бортовые устройства спутниковой радионави­
гации / Под ред . В .С .  Шебшаевича.  М . :  Транспорт, 1 98 8 .  
20 1 с .  

1 0 .  liypшo М. Основы космической геодезии .  Ч .  1 .  
Геометрическая космическая геодезия . М . :  Недра,  1 97 1 .  
1 29 с. Ч .  2 .  Динамическая космическая геодезия . М . :  Недра, 
1 975 .  280 с .  

1 1 . liypшo М., Юркино М Н.  Небесномеханические 
задачи о несферических телах // Геодезия и картография . 
1 998 .  № 1 1 . с .  3 - 7 .  

4 1 7 



1 2 .  Beuc Г. Геодезическое использование искусст­
ве нных спутников Земл и .  М . :  Недра , 1 967 .  1 1 5 с .  

1 3 . Герасимов А. О. Уравнивание  государственной 
геодезической сети . М . :  Картгеоцентр- Геодезиздат, 1 996 . 
2 1 5  с .  

1 4 .  Глушков В. В. К вопросу выбора оптимальных 
условий определения параметров орбиты С КА по измере­
ниям  между В КА и С КА // Изв .  вузов .  Сер .  Геодезия и 
аэрофотосъемка .  1 996 .  № 4 . 

1 5 . Глушков В. В. О новом методе построения  
космической геодезической сети // Геодезия и картография. 
1 996 .  № 7 .  с .  22 - 25 . 

1 6 . Глушков В. В. О точ ности определе н ия поло­
жен ия С КА по  измерениям между В КА и С КА // Изв .  
вузов .  Сер .  Геодезия и аэрофотосъе м ка . 1 996 . № 4. 

1 7 .  Глушков В. В. О точности орбитал ьного метода 
космическо й  геодезии с измерениями между КА // Изв .  
вузов.  Сер . Геодезия и аэрофотосъемка . 1 997 . № 2 - 3 .  

1 8 . Глушков В. В. , НасретiJинов К. К.  С пособ 
создания  космической геодезической сети . П ате нт на 
изобретение No 2 1 242 1 7 с приоритетом от 6 мая 1 997 г .  

1 9. Глушкон В. В, Макс11.Мон В.В О параметрах связи 
систе м координат П З - 90 и WG S - 8 4  / М атер иал ы 5 - го 
российско-американского сове щания эксп ертов И КАО 
6-8 мая 1 997 г .  в Москве . М . :  ФАС , 1 997 .  

20.  Глушкон В В.,  Насретдинон К. К.  О назначении 
весов измерений в новом методе построения космической 
геодезической  сети // Изв .  вузов . Сер .  Геодезия и аэро­
фотосъемка . 1 997 .  № 4 . 

2 1 .  ГраiJштеuн И. С, Рыжик Н. М.  Табли цы 
интегралов , сумм ,  рядов и произведени й . М . :  Физматгиз, 
1 963 .  1 1 00 с.  

2 2 .  Груш11нск11u Н.П. Основ ы гравиметр и и . М . :  
Наука, 1 98 3 . 3 5 2  с .  

2 3 .  Дынкин E. li. Н еобходи м ы е  и достаточные  
статистики // Успехи математических наук . Т .  VI . № 1 .  
1 95 1 .  66 . 

4 1 8 



24 .  Жонголович Н.Д. Об определ е н и и  размеров 
общего земного эллипсоида // Тр . ИТА. М . -Л . ,  1 956 .  Вып .  
IV. С.  4 - 66 . 

2 5 .  Закс Ш Теория статистических в ыводов .  М . : 
М ир ,  1 975 . 776 с .  

26 .  ИiJельсон Н Н.  Способ наименьших квадратов 
и теория математической обработки наблюдений . М . : 
Геодезиздат, 1 947 . 3 59  с .  

27 . И спол ьзование искусственн ых спутников для 
геодезии / Под ред. С .  Хенриксена, А. Манчини,  Б. Човица. 
М . :  Мир ,  1 97 5 .  432 с .  

2 8 .  Каплан li . .11. , HacpemiJuнou .К. К.  Об опти­
мальных условиях определения  координат центра масс 
Земли // Геодезия и картография . 1 980 .  № 8 .  С .  12  - 1 4 . 

29 .  Каула В. М. Космическая геодезия .  М . :  Недра , 
1 966.  1 64 с .  

30 .  Кауло У. Спутниковая геодезия .  Теоретические 
основы . М . :  Мир,  1 970 .  1 72 с .  

3 1 .  Ке.мниц Ю. В. О потере статистической инфор­
мации при оценке точности геодезических опорных сетей // 
Геодезия и картография.  1 972 .  No 1 0 .  С.  25 - 29 . 

3 2 .  Корн Г.,  Корн Т. С правоч ник по математике 
для научных работников и инже неров .  М . :  Н аука , 1 968 .  
720 с . 

33 .  /lе.мон Э. Проверка статистических гипотез.  М . :  
Наука, 1 979 . 408 с .  

34.  /lинник Ю. В. Метод наименьш их квадратов и 
основы теор и и  обработки наблюде н и й .  М . : Физматгиз ,  
1 962 .  350 с .  

3 5 .  Манин А. П., Романов .11. М. Методы и средства 
относител ьных определен ий в системе NAVSTAR // 
Зарубежная радиоэлектроника. Спец. вып . Радионавигация. 
М . , 1 989 .  № 1 .  С.  3 3  - 45 .  

36 .  Моркушевич А. Н. Теория аналитических функ­
ций .  Т. 1 .  М -Л . :  Г ИЗ технико-теорет. лит. , 1 950 .  704 с .  

37 . Математическая энциклопедия .  Т .  3 . Обращение 
ряда . М . :  Сов. энциклопедия , 1 98 2 .  1 1 84 с. 

4 1 9 



3 8 .  Месорович М., Моко Д., Токохоро Н. Теория 
иерархических многоуровневых систе м .  М . :  Мир,  1 97 3 .  
344 с .  

3 9 .  Мищенко Н. Н., Волынкин А. Н., Волосов П. С., 
Григорьев М. Н.  Глобальная навигационная система  
NAVSTAR // Зарубежная радиоэлектроника.  1 980 .  No 8 .  
с. 52  - 83 .  

40 . Морозов В. П. Курс сфероидической геодезии .  
М . :  Недра, 1 969 .  304 с .  

4 1 .  Морозов В. П. Курс сфероидической геодезии .  
М , : Недра , 1 979 .  296  с .  

4 2 .  НосретiJинов К.К. Иерархическое уравн ивание 
разнородных измерений // Геодезия и картография . 1 98 1 .  
No l .  с. 6 - 1 1 . 

43 . HocpemiJuнou К.К. Как правильно измерить пло­
щадь земельного участка? // ГЕОД ЕЗ И СТЪ. 200 1 .  No 5 .  

44. HocpemiJuнou К. К.  Уравнивание линейно-угло­
вых сетей при неизвестных весах измерений // Геодезия и 
картография . 1 978 .  No l l .  С.  22 - 24 . 

45 .  Неu.мон Ю. М. О назначении  весов по эмпи­
рическим дисперсия м  //  Изв . вузов .  Сер .  Геодезия и 
аэрофотосъемка .  1 968 .  Вып. 3 .  С .  26 - 3 1 .  

46. Основные положения о государственной геоде­
зической сети России.  Проект. М . :  ЦНИИГАи К, 1 999 .  

47 .  Пеллинен JI. П., Неli.мон Ю. М. Физическая гео­
дезия // Геодезия и аэросъемка:  Итоги науки и техники. 
м" 1 980. т. 1 8 .  1 32 с .  

48 . DoiJiJyбнoя М. С., Понкротов В. В. , Селино А.Ю. 
Навигационное сообщение в с путниковой с истеме 
NAVSTAR // Зарубежная радиоэле ктроника .  1 99 1 .  No 4.  
с . 22 - 42 .  

49 .  Радионавигация // Зарубежная радиоэлектро­
ника: Спец. вып .  1 989 .  No 1 .  1 1 2 с .  

50 .  Роо С. Р.  Линейные статистические методы и 
их применения . М . :  Наука ,  1 968 . 548 с . 

5 1 .  Русаков А.А. Спутни ковая навигационная 
система NAVSTAR // Зарубежная радиоэлектроника. 1 978 .  
No l .  с .  4 - 24. 

420 



52 .  Сазоноо А. З. Анализ результатов уравнивания // 
'
rеодезия и картография .  1 978 .  № 8 .  С. 2 1 - 24. 

5 3 .  Созонов А. 3. Уравни вание уравненного // 
Геодезия и картография. 1 972 .  № 7. С .  6 - 1 0 .  

54. Справочное руководство по  небесной механике 
и астродинамике . М . :  Наука , 1 97 1 .  584 с .  

5 5 .  Стандартная Земля . Геодезические параметры 
на 1 966 г . / Под ред .  К. Лундквиста и Г. Вейса. М. :  Мир , 
1 969.  272 с .  

56 .  Треоого И. С., Шевчук П. М.  Городская полиго­
нометрия . М . :  Недра, 1 986 .  1 99 с .  

5 7 .  Фoik)eeo Д. К., ФшJоееоо В. Н В ы числительные 
методы линейной алгебры.  М. -Л . : Физматгиз, 1 963 . 735  с .  

5 8 .  Форсайт Дж.,  Молер К. Ч ислен ное реше ние  
систе м линейн ы х  ал гебраических уравнений.  М . : М и р ,  
1 969. 1 68 с .  

5 9 .  Хвостов В. В. , fлушкоо В. В. , Зуево А .  Н. ,  
Носретоинов .К.К. ГЕОИ К-2 - новая космическая геодези­
ческая система России / Сб. тр. 2-й Международной конфе­
ренции по радионавигации 24-26 июня 1 997 г .  М . :  Радио­
навигация , Интернавигация , 1 997 .  

60 .  Хем.минг Р. В.  Ч исленные методы для научных 
работников и инженеров . М. :  Физматгиз,  1 97 2 .  400 с .  

6 1 .  Херрик С. Астродинамика. Т. 3 .  М . :  Мир,  1 978 .  
360 с .  

62. Дуркое В. И. Декомпозиция в задачах большой 
размерности .  М . :  Наука , 1 98 1 .  352 с .  

63 .  Шоорц .!Iорон. Анализ. Т. 1 . М. :  Мир, 1 972. 824 с .  
64. Шебшоееulf В. С., /)Jигорьее М Н ,  Кокино Э. Г. и 

ор. Дифференциальный режим сетевой спутниковой радио­
навигационной системы // Зарубежная радиоэлектроника: 
Спец. вып . Радионавигация. М . ,  1 989 .  № 1 .  С. 5 - 32 .  

65 .  Шебшоеоиlf В. С. Сетевые спутниковые радио­
навигационные системы . М. :  Радио и связь , 1 990 . 

66 . Шимбирео Б. П. Теория фигуры Земли.  М . :  
Недра,  1 975 .  43 1 с .  

67 .  Эскобол П. Методы определения орбит. М. :  Мир ,  
1 970.  47 1 с .  

4 2 1 



68 . Яеорскиu li. М. , Детлоф А.А. Справочн и к  по  
физике для инженеров и студентов вузов .  М . :  Физматrиз, 
1 963 .  848 с . 

69 .  Bursho М. Gcocentricity and parametrs of recent 
geopotential models // Bull . Astron. lnst. Czechosl . 1 976 .  27. 
№ 3. Р. 1 3 5 - 1 37 . 

70 .  Department of Defe nse World Geodet ic  System 
1 984.  ОМА TR 8350. 2 ,  30 September 1 98 7  ( Second Printing) . 

7 1  . .Dow J. N. Definit ion of various geodetic datums 
and t ransfor- mation between the m // ESA S c ient ific  & 
Technical Review. 1 976 .  Vol .  2 .  № 2 .  Р. 1 5 1  - 1 64. 

72.  Fischer R.A. On the mathematical foundations of 
theoretical statistics. - Philos. Trans. Roy. Soc . А. , 222 ( 1 922) .  
Р. 309 - 368 .  

73 .  Fischer R.A. Theory of statistical estimation . - Proc. 
Camb. Phil . Soc . ,  22 ( 1 925 ) .  Р.  700 - 725 .  

74 .  Groforend Е., d'Hone А .  Gewichtsschatzu ng in  
geodatischer Netzen. Deut . geod . Komm. be i  der Bayer. Akad. 
der  Wissen .  Reiche А, Teor.  Geod . ,  Heft № 8 8 ,  Mu nche n .  
1 978 .  s .  1 - 43 . 

7 5 .  Helmert F R. Die Ausgle ichsrechnung nac h der 
Methode der kleinste-n Quadrate . 1 924.  362  s .  

76. Kubik К. The estimation of the weight of measured 
quantities within the method of least squares // Bul l .  Geod. 
1 970 . No 95. Р. 2 1  - 40. 

7 7 .  Nakibog/u S. М. Hydrostatic figure and re lated 
properties of the Earth . Geophys. J .  Roy. Astron.  Soc . ,  1 979 . 
57 .  No 3 .  Р.  639 - 648 . 

78 .  Pucci Е. Sulle formule fondamentali della Geodesia 
geoidica. Ann.  Di Mat .  1 1 .  1 4  ( 1 886 - 1 887 ) .  1 9 3 .  

7 9 .  Soostomoinen J. Co ntribut ion t o  the theory o f  
atmospheric refraction // Bull .  Geod . No 1 05 .  Paris :  Bureau 
Ce ntral de 1 'Association l nternationale de Geodesie , 1 97 2 .  
279 - 298 рр. l ntroduction to practical computation of astrono­
m ical refraction // Bull . Geod.  No 1 06 .  1 972 .  Р .  3 8 3  - 397 .  
Contribution to the theory of  atmospheric refraction // Bul l .  
Geod. No 1 07 . Р.  1 3 - 34 .  

422 



80 .  Schaab Н ,  Gro/en Е. Comparison of geoce ntric 
orig ins  of global systems from uniformy d istr ibuted data // 
Bull .  geod . 1 979 .  5 3 .  № 1 .  Р. 1 1  - 1 7 . 

8 1 .  U S N O  Circular No 1 6 3 .  Washington ,  1 98 1 .  

42 3  



П р иложе ние l 

Н е которые с в ед е н и я и з м ате м ат и к и  

Эково1111з11ЦJU1 етепевв111Х рцов 

Для быстро сходящихся степенных рядов без боль­
шой потери точности последний член ряда можно заменить 
его значением из полиномома Чебышева, таким образом 
можно понизить степень ряда. В заданном конечном сте­
пенном ряду 

а0 + а2х
2 + а4х

4 + а6х
6 + а8х

8 + . . .  + akx" ( 1 ) 
с известными коэффициентами ai ,  где 1 � х � - 1 , х" заме­
няется значением,  найденным из  уравнения , полученного 
приравниванием соответствующего полинома Чебышева 
нул ю . 

По определению [формула 8 .940 , 2 1 ]  полином Чебышева 
1 -го рода равен 

Т 2(х) = 2 х2 - 1 ; 
Т4(х) = 8 х4 - 8 х2 + 1 ;  
Т6(х) = 3 2  х6 - 4 8  х4 + 1 8  х2 - 1 ; 
Т8(х) = 1 28 х8 - 256 х6 + 1 60 х4 - 3 2 х2 + 1 ; . . . . . . . . . .  " . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , 

(2) - (�} xn-6(1 - x; " :tL , 

где n - четные степени ;  1 � Ti(x) � - 1 ; (:) - число соче ­

таний из n элементов по k ;  (;) = 1 , при k переменном 
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получаются бином и альные  коэффициенты Н ьютона ,  
которые проще в ы ч и сл я ютс я с п о м о щ ь ю  треугол ьника 
Паскаля 

1 
1 2 

1 3 3 
4 6 4 1 , 

где коэффициенты очередного бинома получаются в 

результате попарного суммирования коэффициентов пре­
дыдуще го бинома  и о каймлен ия получе н н ы х  коэффи­
циентов сл е ва и справа единицами .  

Тепе рь предположи м , что нам дан  ряд ( 1 )  вос ьмой 
степен и ,  тогда , приравняв  пол ином Чебышева Т8(х) = О ,  

2 ' 4  � 8 1 х 5х 6 наидем х = - - + - - - + 2х и ,  подставив это значение 1 28 4 4 

в ряд ( 1 )  и сгруппировав члены с одинако в ы м и  степенями 

х, получим экономизированный ряд шестой степени 

(а .  - 1�'8) + (а ,  + :} ' + (а , - 5: · } · + (а . + 2а ,
)х' 

(3) 

с погре шностью а8х8/ 1 2 8 .  Э кономизация рядов впервые 

была предложена К. Ланцошем (60 ) . 

Обращевве cтeпelllllilX радов 
Если дан степенной ряд 

у = а1 х + а2 х2 + аз хз + а4 х4 + . . . (4) 
с известными коэффиц иентами а . ,  то обращенны м назы-' 
вается ряд 

х = А1 у + � у2 + Аз у3 + А4 у4 + . . . , (5) коэффициенты которого являются функциями коэффици­
ентов ряда (4) .  Обращение ряда основано на подстановке 
ряда в ряд [формула 0 . 3 1 5 ,  2 1 ] .  

- -
П усть д а н ы  .l',bkyk = Lckxk , 
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известные коэффициенты. Тогда из равенства 

�ckxk = �ьk(t.akxk J ,  

приравнивая коэффициенты при равных степенях х, после­
довательно определяются коэффициенты ck обращенного 
ряда . Для применения этих формул из раве н ства ( 4 )  
находим 

Тогда 

или 

У az 2 аз з а4 4 х = - - - х - - х - - Х - · · · ·  
а 1 а 1 а 1  а 1 

А - - у + А  у + А  у + А.у + L = х - --=- х - - - х - - х - . . . . 
( 1 ) , 3 , 0 а , , а , , а , • 

1 ' ' а а а а ,  , , , 
(6) 

Подставляя в правую часть уравнения (6 )  значен ие х 

из равенства ( 5 )  и приравн и вая коэффи ц и е нты при 
оди наковых степенях у ,  последовательно находим 

А1 = __!__ • А = - а2 А 2 = - a z • 
а ' 2 1 3 ' 1 а 1  а 1 

Обращенный ряд (5)  называется также рядом Лагранжа 
[ 37 ]  и ,  как большинство многочленов (Лежандра,  Чебы­
шева,  Якоби ,  Лагерра , Эрмита и др . ) ,  является частным 
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решением дифференциального уравнения 2-го порядка от 
гипергеометрической или вырожденной гипергеометричес­
кой функции [ 36] . Для проверки правильности вычисления 
коэффициентов обращенного ряда ряд ( 4) можно подста­
вить в ряд ( 5 )  с полученными значениями коэффи циентов 
А. В результате получится тождество х = х .  1 

Обращение триrовометрическоrо рца 

В данном контексте тригонометрическим называется 
ряд вида 

у = х + р 2 sin 2х + р 4 sin 4 х + р 6 sin бх + р 8 sin 8х + . . . (7) 

с известными коэффициентами Р; · Ряд с л юбыми степе­
нями с инуса с помощью половинного угл а может быть 
приведен к виду (7 ) .  При обращении этого ряда требуется 
найти коэффициенты ряда 

х = у + q 2 sin 2у + q 4 sin 4у + q 6  sin бу + q 8  sin 8у + . . . = у +  Л 
(8) 

как функции коэффициентов ряда (7) .  В работе [4 1 ]  приве­
дены коэффициенты 

q , ; -p{l + p, -
p
; ) , q , ; -p, + p ; ' 

3 3 q б = -р б + Зр 2 Р 4 -2 Р 2 для обращенного ряда. 

Решим эту задачу м етодом подстановки ряда в ряд , 
как и в случае степенного ряда, до коэффициента q8 вклю­
чительно с дополнительными слагаемыми для предыдущих 
коэффициентов . 

Подстави в  значение х из выражения (8)  в ряд (7) , полу­
чаем уравнен ие 

- р2 sin2(y + Л) - Р4 sin4(y + Л) - р6 sinб(y + Л) - р8 sin8(y + Л) = Л, 
(9) 
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где 
Л = q2 sin2y + q4 sin4y + q6 sin6y + q8 sin8y . ( 1 0) 

При быстрой сходимости рядов (7) и ( 8 )  величину Л 
можно считать малой, поэтому разложением в ряд Тейлора 
в тригонометрических функциях выражения (9) е е  можно 
вывести за фун кцию синуса .  По формуле синуса сумм ы  
углов получаем 

sin2(y + Л) = sin2y соs2Л + cos2y sin2Л, ( l l )  

где соs 2Л = l - 2Л2 + �Л4 ; sin 2Л = 2Л - �Л3 •  
3 3 

Аналогично 
sin4(y+ Л) = sin4y соs4Л + cos4y sin4Л, ( 1 2) 

2 32 4 32 3 
где соs 4Л = l - 8Л + -Л · sin 4Л = 4Л - -Л · 

3 ' 3 ' 

sin6(y+ Л) = sin6y соs6Л + cos6y sin6Л, ( 1 3) 

где соs 6Л = 1 - 1 8Л2 ; sin бЛ = бЛ ;  

sin8(y+ Л) = sin8y соs8Л + cos8y s in8Л, 

где соs8Л = 1 ;  sin 8д = О . 
Следовательно,  уравнение (9) принимает вид 

- р2 [ (1 - 2л2 )sin 2у +( 2Л -1Л3 }os 2у ] - р{ (1 - 8л2 )sin 4у + 

+ ( 4Л - 3

3
2 Л3 }os 4 у] - p6 l(t - l 8Л2 )sin бу + бЛ cos бу J-

- р8 sin 8 у - . . . = Л. 

Оставляя члены только до третьей степени для коэффи­
циентов Р; ,  i = 2, 4,  6 ,  

- а - 2ЬЛ + 2сЛ2 = Л, ( 1 4) 

где а = р2 sin2y + Р4 sin4y + р6 sin6y + р8 s in8y;  
Ь = р2 cos2y + 2р4 cos4y + Зр6 cos6y; 
с = р2 sin2y + 4р4 sin4y + 9р6 sin6y. 
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Следующий шаг состоит в подстановке в уравнение ( 1 4) 
значения величины Л из того же уравнения,  т. е .  формула 
( 1 4) является рекуррентной. В результате получаем 

- а + 2аЬ - 4аЬ2 + 2а2с = Л. ( 1 5) 

П одставляя в уравнение  ( 1 5 ) значения  пол и номов а ,  
Ь , с и используя только знач имые члены , получаем 

- р2 sin 2у - р4 sin 4у - р6 sin бу - р8 sin 8у  + р ;  sin 4у + 

+ 4р 2р 4  sin 2у cos 4у + бр2р6 sin 2у cos бу + 2р2р4 sin 4у cos 2у + 

+ 2р; sin 8у + бр4р6 sin 4у cos бу + 2р 2р6 sin бу cos 2у + 

+ 4р4р 6 sin бу cos 4y - 4р� sin 2y cos 2 2у � 4р;р 4 sin 8у -

- 12р;р6 sin 4y cos бy - 4p;p4 sin 4y cos 2 2у - ( 1 6 ) 

- 4р;р6 sin бу соs 2 2у + 2р; sin 3 2у + 

+ 4р ;р4 sin 2 2у sin 4у + 4р;р 6 sin 2 2у sin бу + 8р;р 4 sin 2 2у sin 4у + 

+ 1 8р;р6 sin 2 2y sin бy + . . .  = Л .  
Для приведения тригонометрических функций в урав­

нении  ( 1 6 ) к фун кциям кратных аргументов из  работы 
[ 2 1 ]  используем формул ы  

. . . х ± у  х + у 
1 . 3 1 4 .  1 .  sш x ± sш y = 2 sш -

2
-cos-

2
- ; 

х + у х - у 
3 cos x + cos y = 2 cos --cos -- · . 2 2 ' 

. х + у  . у - х  
5 COS Х - COS у = 2 SlП --SШ -- • . 2 2 ' 

l .320. l . sin '' х = 
2
�. [%н>•-• ,2: }s 2(n - k)н (2: )} 
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В результате получаем 
- р2 sin 2у - р4 sin 4y - р6 sin 6у - р8 sin 8y + р; sin 4у + 

- 4р;р4  sin 8у + бр;р 6 sin 2у - 2р;р 4 sin 4у - р;р 4 sin 8у -
( 1 7) 

+ 2р;р6 sin бу - р;р6 sin 2у  + 4р;р4 sin 4у - 2р;р4 sin 8 у + 

9 2 . 6  
9 2 · 2 л + р 2 р 6 SШ у - 2 р 2 р 6 SIП у + • . . = . 

Последующие члены будут содержать коэффициенты 
Р; в четвертой степени и выше . 

Приравнивая в выражениях ( 1 7) и ( 1 0) члены с одина­
ковыми синусами , получаем 

1 3 1 2 q z = -pz - Р2Р4 + 2Р2 - р4р6 - 2Р2Рб + · · · ; 

q4 = -р4 + р; + 2р;р4 - 2Р2Р6 + . . . ; 
3 3 2 q6 = -р6 + Зрzр4 - -Р2  + 9Р2Р6 + · · · ; 2 

qg  = -pg + 4р2р6 + 2р� - 6р;р4 + . . . . 

( 1 8) 

Так как ряды (7) и (8 )  одинаковы и при известных ко­
эффициентах q; аналогично получаются коэффициенты Р; о 
то для проверки точности определения коэффициентов в 
формулы ( 1 8 ) можно подставить значения коэффициентов 
Р; , выраженные с помощью коэффициентов q; по тем же 
формулам ( 1 8 ) .  
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В е кт о р н о е и м а тр и ч н ое 
ди ффере н ц и рован и е  

ГJ р и л ожс н и е 2 

П ожалуй , впервые в систематизированном виде 
приемы вектор ного и матр и ч ного дифференцирования 
изложены в работе [ 5 ] , которы й  стал доступен на русском 
языке в 1 979  г . Однако некоторые эле менты векторного 
дифференцирования можно найти уже в работах [ 50 ,  6 3 ]  
и др. Но эти прием ы имели  тогда ограниченное примене­
ние и не были  широко распространены . Ситуация изме­
нилась с появлением задач , требующих векторного и мат­
ричного дифференцирования , в частности, оценивания ко­
вариационных матриц измерений методом максимального 
правдоподобия [ 76 ] . Однако п р и  реше н и и  этих задач 
приемы векторного и матричного дифференцирования не 
приводились.  Второй из авторов данной работы при разра­
ботке вопросов уравнивания линейно-угловых сетей при 
неизвестных весах измерений (44] и спользовал свои прин­
ципы векторного и матричного дифференцирования , кото­
рые  представляются более п ростыми и понятн ы м и  при  
реализаци и ,  чем  приведенные в работе [ 5 ] . 

Прежде,  чем при водить эти приемы дифференцирова­
ния , необходимо сделать предварительные оговорки . При 
векторном и матричном дифференцировании обычно огра­
ничи ваются рамками л инейной ал гебры , т .  е .  результат 
дифференцирования должен быть также вектором или мат­
рицей.  Например, производная скалярной функции по век­
тору есть вектор , а по матрице  - матр и ца .  Аналогично 
производны е  вектора и матрицы по параметру также 
являются вектором и матрицей соответственно. Производ­
ная вектора по вектору является матрицей  с размерами , 
равными размерностям векторов. Именно этим и  случаями 
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обычно ограничивается векторное и матричное диффе­

ренцирование . 
Однако приемы дифференцирования , приводящие к 

объемным матрицам, выполняются по тем же принципам . 

Например ,  производные вектора по матрице и матри ц ы  

по вектору являются трехмерными матрицами ,  третья раз­

мерность которой равна размерности вектора. Такую объем­

ную матрицу можно представить как ряд матриц, повторя­

ющихся друг за другом по числ у  размерности вектора .  

Аналогично четырехмерную матрицу, получающуюся при  

дифференцировании матрицы по матрице , можно предста­

вить как ряд трехмерных матриц толщиной, равной первой 

размерности второй матрицы ,  повторя ющихся по ч ислу 

второй размерности той же второй матрицы . Таким обра­

зом ,  дифференцирование по векторам и матрицам увеличи­

вает размерность результирующей матрицы в соответствии 

с их размерностями .  
При вычислении дифференциала умножение на  вектор -

приращение или матрицу - приращение возвращает размер­

ность дифференцируе мой величины к первоначал ьному 

размеру. Аналогичное действие должно оказывать и интег­

рирование по векторам и матрицам , как действие , обратное 

дифференцированию.  Исключение может составить ве к­

торное произведение векторов и соответствующее интегри­

рование , но здесь эти вопросы не затрагиваются .  В данном 

разделе вектора обознач аются строчным и ,  а матр и ц ы  

прописными латинскими буквами , параметры - гречес­

кими буквами .  
1 .  Рассмотрение правил векторного и матричного диф­

ференцирования удобно начать с производных,  использо­

вавшихся в задачах,  рассматриваемых в главе 9 .  Вычислим 

производную определителя матрицы по самой матрице , т.  

е .  д 1 PI /д Р .  Пусть симметричная матрица Р имеет третий rP 1 1 Р 12 Р в ] 
Р = Р 12 Р 22 Р в , 

Р 1з Р 2з Р зз 

порядок 
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где 1 Р1 = Р 1 1  Р22 Рзз + 2 Р1 2 Р 1з Р2з - Р1/ Р22 - Р1/ Рзз - Р 1 1  Р23
2
• 

Вычислим производную определителя по элементу р 1 1  

д / р/ /д Р1 1 = Р22 Рзз - Р2/.  

Аналогично находим 

д 1 р/ /д Р1 2 = 2 Рв Р2з -2 Р1 2 Рзз • 

где коэффициент 2 указывает на равенство миноров сим­
метричной матрицы . Таким же образом находим производ­
ные по остальным элементам и убеждаемся , что призвод­
ная определителя по самой матрице равна присоединенной 
матрице соответствующих миноров. Так как матрица сим­
метричная ,  то прямая матрица равна транспон ированной. 
Если  присоединенную матрицу поделить на определитель 
исходной матрицы , получаем обратную 

р-• = _!_ дlfl = д InlJJI . 
IPI дР дР 

Есл и матр и ца Р н есимметрична ,  то в резул ьтате 
получится (Рт)- 1 , или (Р- 1 ) т . 

2 .  Рассмотрим получение производной квадратич»ой 
формы по матрице .  Пусть 

утру = r v l v2 vз 1 r: :: :: :� I : : ] = Р 1з Р 2з Р зз1 V з 
= p 1 1v/ + 2p 1 2v 1v2 + 2p 1 3v 1v3 + p22v/ + 2p23v2v3 + p33v/ .  

Продифференцировав это выражение по всем элемен­
там матрицы Р , найдем 
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Так как полученная матрица является случай ной,  то в работе [ 5 ] для п олучения ее математического ожидания предполагается , что вектор v имеет многократную реализа­
цию. Однако вполне можно обойтись и без этого трудно­
реализуемого требования , если предположить независи­
мость и равноточность измерений ,  поправками к которым 
являются ком поненты вектора v .  На практике чаще всего 
принимается такая ги потеза относительно геодезических 
измерений .  В этом случае 

дv T pV 2 r} Q Qj 
2 ..(. 2 

/ 3 -- = а  О 1 О , где а = Li v 1 • 
дР 

0 0 1 
i =I 

3 .  Продиффере нцировав ту же квадратичную форму 
по вектору v ,  получим 

()vTPv/дv = 2Pv, 

в чем легко убедиться , дифференцируя сумму квадратов 
взвешенных поправок. 

Теперь формулируем общие правила дифференцирова­
ния по матрицам и векторам :  

а )  дифференцирование выпол няется по транспониро­
ванному значению переменной .  Если дифферен цируемое 
выражение не содержит транспонированного з нач е ни я 
переменной,  то сначала выполняется транспонирование 
функции ; 

б)  после дифференцирования части функции справа и 
слева от переменной необходимо поменять местами .  

Применим эти правила к примерам , п р иведенны м в 
работе [ 5 ] .  

дА дА 

Здесь левая от переменной лт часть функции равна етвт, 
правая - е .  О значениях скобок и знака умножения  в 
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результате будет сказано ниже при рассмотрении вычисле­
ния дифференциалов векторных и матричных функци й .  

5 .  аатль аьтлта 
= = (а*Ьт).  

ал ал 

6 .  дТr( ВАТС) 
= Tr(C*B) .  

дЛ 

7 . аатлвлть дьтлвтлта 

---- = (Ь*атАВ) + = 
дЛ дЛ 

= (Ь*аТАВ) + (а*ЬТАВТ) . 

8. даТАа даТАТа 
= Аа + = Аа + (Ата) . 

да да 

Если А - с имметричная матр и ца ,  то даТАа/да = 2Аа 
(пример 3 ) .  

9 .  дАсатвс дствтастлт 
= = ( Втастлт) + (Ат*ствта) . 

де де 

До сих пор было полное совпадение результатов с ре­
зультатам и ,  приведенным и  работе ( 5 ] .  В данном случае 
результат получился транспон ированным , так как этот 
м:омент транспонирования в работе ( 5 ]  определе н  нечетко 
- словами "там , где надо" .  Видимо автор сам запутался , 
где же надо транспонировать , а где нет. 

1 О.  Пусть матрица л-1 зависит от параметра а, тогда в 
соответствии с работой [63]  производная обратной матрицы 
определяется как 
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Тогда пример из работы [5 )  дифференцируется следую­
щим образом 

= - л-1х*хтл-1 , 
дА 

что подчиняется вышеприведенным правилам . Последний 
пример ж) из работы [ 5 ]  соответствует примеру l .  

Рассмотрим несколько примеров объем ны х  матриц.  
1 1 . Как известно ,  решен ие нормал ьн ы х  уравнен и й 

имеет вид х = (АтРд)- 1дтр1 Найдем зависимость решения 
от весовой матрицы Р 

дх/дР = - А(дтрд)- 1АтР/*(АтРА)- lАт + /* (дтрд)-1Ат = 
= - (Ах - /,l*(АТРЛ)- 1Ат = - v*(АТРА)- 1дт, 

где Ах - / = v - вектор поправок к измерениям .  
1 2 . Продифференцируем то же выражение по матрице А 

дх/дА = - 2РА(АтРд)- 1АтР/*(АтРд)- 1  + Р/*(дтрд)- 1  = 
= - Р(Ах + v) *(дтрд)- 1 • 

Теперь рассмотрим вопрос о том ,  как эти производные 
могут быть использованы для вычисления дифференциалов 
функций .  Для этого нужно выполнить следующ ие дейст­
вия , при водящие фун кции  к первоначал ьному виду с 
заменой переменных на их дифференциалы :  

а) умножить производную слева на транспонированный 
векторн ы й  дифференциал , если производная бралась по 
вектору,  и с права на матрич н ы й  дифферен ц иал , есл и  
производная бралась п о  матрице ; 

б) если при дифференцировании  правая и левая части 
фунции были переставлены ,  то необходимо сделать обрат­
ную пере становку . Сты к частей в производн ой отмеч е н 
знаком умноже ния ; 

в )  если было выпол нено транспонирован и е ,  то надо 
повторить эту операцию. Производная заключается в скоб­
ки , если транспонирование было выполнено .  
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Проверим эти правила на вышеприведенных примерах. 
l .  dln l PI = P- 1dP. 
2 .  dутру = yTdPv. 
3 . dvтPv = 2dvrPv. 
4. da. = eTdABe . 
5 .  da. = атdАЬ. 
6 .  da. = Tr( BdAтC ) .  Для отличия производной от 

объемной матрицы В*С здесь также указан символ следа 
Tr. 

7 .  da. = атАВdАтЬ + атdАВАтЬ.  
8 .  da. = daTAa + aTATda. 
9 .  db = Аdсатвс + Асатвdс . Как видим ,  найденная 

нами ранее п роизводная в данном п римере подчиняется 
общим обратны м правилам .  

1 0 . d a  = - хтА- 1dАА-1х .  
1 1 . dx = - (ATPA)- 1AтdPv. 
1 2 . dx = - (АтРд) - ' dАтР (Ах + v ) .  В объе мных 

матрицах производная ум ножается с права на транспониро­
ванный матричный дифференциал . 
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Гl р и л о жс н и е  3 

Перспективы использования 
космической rеодезическоl 
системы Г ЕО И К - 2  
в международных проектах 

Определение орбиты экеперимевтuьвоrо 
коемичеекоrо аппарата "Зея" 
по измерениям ВКА-СКА 
В феврале-апреле 1 997 года совместными усилия­

ми ряда отечественных научно-исследовательских учреж­
дений ,  организаций  промышленности ( Н П О  прикладной 
механики имени академика М .Ф .  Ре шетнева и др . ) ,  цент­
ров сбора и обработки измерительной информации ( Глав­
ный баллистический центр по обработке информации 1 53-й 
ГИ ЦИУ КС, Центр сбора и обработки лазерных измерений 
ЦУС Ц Н И И маш и др . )  с использованием инфраструктуры 
космодрома " Свободны й "  был проведен эксперимент по  
опробованию технологии траекторного контроля парамет­
ров движения ракеты-носителя " Старт- 1 , 2" и среднеорбит­
ного космического аппара1а " Зея " с помощью бортовой 
и нтегрированной навигационной ап паратуры ( Б И Н А) 
"Терминатор-С" , работающей по сигналам,  излучаемым с 
В КА космических навигационных систем ГЛ О НАСС 
( Россия )  и G PS (С ША) . 

Основные  задач и эксперимента: 
- проверка функционирования Б И НА на участке выве­

дения ракеты- носителя в условиях перегрузок,  вибраций 
и на орбите ; 

- оценка основных характеристик Б И НА в стандарт­
ном и дифференциальном режимах навигации СКА "Зея " 
по измерениям на линиях В КА-С КА; 

- усовершенствование используемых моделей ГП З .  
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Определяемая по измерениям В КА-СКА орбита СК.А 
"Зея" сравнивалась с эталонной орбитой , предварительно 
определенной с помощью квантово-оптических средств 
российской и международной лазерной сетей . Результаты 
эксперимента в целом подтвердили высокие потенциальные 
возможности измерений по линии В КА-СКА для решения 
задач космической геодезии ,  а также целесообразность 
кооперации для научных исследований отечественных и 
зарубежных специалистов . 

Проеп россвlсио-еаропеlскоl к:осМ11Ческ:оl 
геодезической системы ГЕОИ:К:-2 
В 1 996- 1 997 годах в Н П О  прикладной механики 

( П М )  имени академ и ка М . Ф .  Решетнева был проведе н 
ряд предварительных проработок по созданию совместной 
российско-европейской космической геодезической систе­
мы Г ЕО И К- 2 .  Так,  по запросу Н П О  П М  фирмой 
ALCATEL telecom были представлены материалы по полез­
ной нагрузке в составе : 

- двухчастотный высотомер ( Poseidon) ;  
- трехчастотный радиометр ; 
- система внешнетраекторных измерений ( Doris) ; 
- антенная система. 
Эта аппаратура впервые была запущена в качестве экс­

периментальной на спутнике S POT-2 ,  затем на спутниках 
TO P EX- Pose idon,  S POT- 3  и - 4 .  В качестве штатной эту 
аппаратуру планируют на спутниках TOPEX- Poseidon ,  
ENVI SAT и S POT- 5 .  Характеристики вышеуказанного 
ком плекса  следующие : точ ность измерения высотомера 
(включая ионосферную поправку) 1 , 5  см ;  точность тропо­
сферной поправки l см; точность определения (по радиусу­
вектору) 2 , 5  см . 

Анализ п редставленной нагрузки показал , что аппа­
ратура высокоточных траекторных измерений Doris , вы­
сотоме р  Poseidon и радиометр п о  своим массовогаба­
ритным и энергетическим характеристикам могут быть 
установлены на разрабатываемый КА ГЕО И К- 2 без 
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значительных затруднений. По точностным характер исти ­

кам полезная нагрузка фирмы ALCATEL telecom отвечает 
требованиям ,  предъявляемым к целевой аппар атуре КА 
Г ЕО И К-2 .  

Учитывая готовность фирмы ALCATEL telecom к по­

ставке вышеназванной аппаратуры , представляется целесо­
образным вариант совместного создания и эксплуатации 
системы на основе паритетного участия. Российская сторо­
на может взятъ на себя разработку, создание и обеспечение 
запуска на орбиту орбитальной платформы и обеспечить в 
дальнейшем эксплуатацию КА, поддержание орбитальной 
групп ировки . Поставка полезной нагрузки для КА 

ГЕО И К-2 в полной комплектации будет вкладом европей­

ской стороны в совместный проект. Сбор и обработка 

измерител ьной и н формация , а также решение целевой 
задач и проводятся как российско й ,  так и европейской 

сторонами .  Кроме того , совместная разработка и создание 

наземной аппаратуры специального комплекса  позволят 

найти оптимальные решения как по номенклатуре , так и 

по срокам ее разработки. 
Экономические преимущества создания совместной 

российско-европейской космической геодезической сис­
темы для российской стороны очевидны :  

- исключается разработка прецизионных бортовых из­
мерительных систем (высотомера, доплеровской системы , 
дальномерной запросной системы, аппаратуры спутниковой 
навигации) ; 

- исключается необходимость дорогостоящего полиго­

на для калибровки высотомера с помощью квантовых опти­
ческих систем;  

- сокращаются сроки разработки системы в целом при 

минимизации затрат. 
Учитывая то, что стоимость разработки целевой аппара­

туры составляет до 50% от стоимости всей системы , сов­
местная разработка и создание космической геодезической 
системы позволят сократить расходы на создание и испы­
тание системы как минимум в 2 раза. Техническая реали-
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зуемость российской ч асти проекта обеспеч ивается тем ,  
что К А  Г ЕО И К- 2 разрабаты вается на еди ной конструк­
тивной базе с КА " Ци када- М - УТТХ " , создание которого 
в настоящее время ш ироко развернуто в Н П О  П М .  Кроме 
того , ранее в Н П  П М  проводилась работа по определению 
целесообразности и возможности использования на спутни­
ке Г ЕО И К - 2 немецкой ап паратуры P RA R E  в качестве 
технической реализации схемы межспутниковой радиоли­
нии высокоточ ного определен ия орбиты и измерени й по 
наземным реперам , которая сейчас заложена в документа­
ции  на КА (ДДС,  ДС ,  ДЗС) . 

Удачное ком плексирование бортовой ап паратуры по­
звол ит значител ьно сократить затраты на  эксплуатаци ю  
назем ного специал ьного ком плекса, повысить выходные 
характер исти ки систе м ы  в цело м ,  а сроки ее создани я и 
развертывани я значител ьно уме н ь ш ить . Уч иты вая ун и­
кал ь н ы й  набор с пе циал ьной аппаратуры на борту КА 
ГЕО И К- 2 ,  е го м но гоплановость и м ногофункцио нал ь­
ность , последн ий приобретает значительн ы й  и нтерес по 
своей информативности и ценности информации для ряда 
прикладных задач : 

- координатно-временного обеспечения ;  
- исследования природных ресурсов и геологии ; 
- океанографии и экологи и ;  
- прогнозирования землетрясений ;  
- навигации по геофизическим полям ;  
- изучения рельефа дна  морей и океанов в целях безо-

пасности судовождения ;  
- кли матологии ;  
- сейсмологии и т .  д . 
Учиты вая довольно высокую стоимость специальной 

бортовой аппаратуры ,  вариант совместного создания ко­
смической геодезической системы является в н ынешних 
условиях наиболее реал ьны м .  

Технические ,  организационные и финансовые вопросы 
можно успешно разрешить при заи нтересованности и на­
личии доброй воли участвующих сторон . Ш ирокий спектр 
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реш ае м ы х  задач в совоку п н ости с ун и кал ьность ю 
информации будет представлять коммерческий и нтерес для 
многих фирм и организаций , что в дальнейшем позволит 
скомпенсировать затраты на создан ие системы . 

Перспективы иепоJJЬЗо881111J1 резуnтатов эксплуатации 
системы ГЕОИК-2 ДJ1J1 обеспечеви• безопасности 
полетов и посадки самолетов ме-.цувародвой 

rраждавской авиации 
Как известно ,  равноп равн ыми  составл я ющим и  

международн ой систем ы глобал ьной навигации G N S S - l 
являются космические навигационные системы ГЛ ОНАСС 
( Россия) и G PS (США) . Их координатными основами слу­
жат геоцентрические системы координат ПЗ-90 и WGS-84 
соответственно [ 1 9 1 .  По своим фундаментальны м  постоян ­
н ы м ,  испол ьзован н ы м  в качестве исходных  при вы воде 
указанных систем ,  по методологии получения геодезичес­
ких параметров ,  характеризующих систему  координат в 
целом , и по точности отнесения к ЦМЗ ( l - 2 м)  системы 
координат ПЗ-90 и WGS-84 иде нтичны и в этом смысле 
равнозначны .  В то же время по взаимному расположению 
соответствующих осей Х,  У, Z систем координат имеются 
л и не й н ы е  смещения  (до 3 м )  и угловые развороты (до 
десятых дол е й  се кунды ) .  В этом смысле  коорди натные  
системы различны . 

Для обеспечения безопасности полетов и посадки само­
летов Международной организац и и  гражданской авиаци и  
( И КАО) ,  оборудованных и нтегрированными  - работаю­
щими по сигналам КА систем ГЛОНАСС и G PS - спутни­
ковыми навигационными приемниками требуются , кроме 
надежной координатной основы , достаточно точные пара­
метры связи используемых систем координат .  В настоящее 
время параметры связи систем П З-90 и WG S-84 известны 
с точ ностью 6 - 8 м .  Такая точ ность достаточ на только 
для обеспечения захода на посадку и посадки самолетов 
по 1 -й категории И КАО. Для обеспечения посадки по 2-й  
категории требуется точность порядка l м ,  по  3-й категории 
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- точность первых дециметров не только параметров связи, 
но и собственно систем координат. Обеспечить столь высо­
кую точ ность можно только в резул ьтате радикального 
улучшения систем координат ПЗ-90 и WGS-84.  В начале 
XXI столетия Россия с помощью космической геодезичес­
кой системы ГЕО И К- 2 и США с помощью своих систем 
должны решить и эту довольно сложную организационную 
и научно-техническую задачу. 


	Оглавление
	Введение
	Часть I. Создание геоцентрической системы координат
	Глава 1. Системы координат, используемые в космической геодезии
	1.1. Инерциальная система координат. Редукция звездных положений
	1.2. Геоцентрическая общеземная система координат
	1.3. Орбитальная система координат. Элементы орбиты
	1.4. Объектоцентрическая система координат
	1.5. Понятие центра масс и осей инерции в физике
	1.6. Геодезические системы координат
	1.7. Горизонтальная система координат
	1.8. Плоские прямоугольные системы координат
	1.8.1. Место плоских прямоугольных систем координат в относительном методе космической геодезии
	1.8.2. Связь плоских прямоугольных и геодезических координат
	1.8.3. Пересчет геодезических координат в плоские прямоугольные и обратно


	Глава 2. Методы создания геоцентрической системы координат
	2.1. Гравиметрический метод
	2.2. Астрономо-геодезический метод
	2.3. Спутниковые методы создания геоцентрической системы координат
	2.3.1. Предварительная обработка материалов наблюдений
	2.3.2. Интегрирование и уточнение орбит
	2.3.2.1. Метод Лагранжа вариации произвольных постоянных
	2.3.2.2. Численные методы интегрирования дифференциальных уравнений движения ИСЗ
	2.3.2.3. Дифференциальное уточнение орбит

	2.3.3. Орбитальное и динамическое решения
	2.3.4. Анализ точности результатов орбитального и динамического решений

	2.4. Навигационные методы определения координат пунктов
	2.4.1. Информация, передаваемая с борта НИСЗ
	2.4.2. Принципы измерения навигационного параметра
	2.4.3. Методы дифференциальных определений
	2.4.4. Методы относительных определений


	Глава 3. Совместное уравнивание наземных и космических геодезических сетей
	3.1. Определение элементов взаимного трансформирования координат пунктов наземных и космических геодезических сетей
	3.2. Совместное уравнивание космической и наземной геодезических сетей
	3.3. Анализ геоцентричности начала систем координат
	3.3.1. Исследование ковариационной матрицы ЦМЗ
	3.3.2. Построение космической геодезической сети по длинным и коротким орбитальным дугам



	Часть II. Относительный метод космической геодезии
	Глава 4. Предварительные вычисления
	4.1. Первичная обработка результатов измерений и получение разностей координат в относительном методе
	4.2. Последовательность предварительных вычислений
	4.3. Проверка качества разностей координат
	4.4. Приведение к центрам пунктов разностей геоцентрических координат
	4.4.1. Приведение к центрам пунктов разностей координат за высоту
	4.4.2. Аналитическое определение элементов приведения и высоты знака
	4.4.3. Метод створных наблюдений

	4.5. Приведение к центрам пунктов наземных измерений
	4.6. Вычисление предварительных геоцентрических координат пунктов наземной сети

	Глава 5. Уравнивание разностей координат
	5.1. Варианты уравнивания разностей координат
	5.2. Уравнения поправок и нормальные уравнения спутниковых измерений
	5.3. Уравнения поправок для наземных измерений
	5.4. Ковариационный анализ ошибок результатов уравнивания

	Глава 6. Некоторые проблемы пространственного уравнивания
	6.1. Получение пространственных прямоугольных координат исходных пунктов
	6.1.1. Традиционные методы получения высот квазигеоида
	6.1.2. Получение высот квазигеоида относительным методом космической геодезии

	6.2. Вычисление и использование ключей местной системы координат
	6.3. Получение нормальных высот определяемых пунктов

	Глава 7. Некоторые алгоритмические вопросы реализации относительного метода космической геодезии
	7.1. От алгоритмов к программам
	7.2. Определение параметров трансформирования сетей. Метод Резави
	7.3. Алгоритм решения системы нормальных уравнений по схеме Гаусса
	7.4. Комплекс программ уравнивания разностей координат в прямоугольной геоцентрической системе координат
	7.5. О возможности уравнивания разностей координат в геодезической и плоской прямоугольной системе координат

	Глава 8. Использование метода Резави в плоской системе координат
	8.1. Анализ результатов уравнивания 1995 года астрономо-геодезической сети России
	8.2. Методика уточнения ключей местных систем координат
	8.3. Алгоритм определения новых ключей местных систем координат
	8.4. Алгоритм пересчета координат пунктов из местных систем в СК-95 и обратно
	8.5. Методика преобразования координат пунктов низших классов в СК-95
	8.6. Вычисление геодезического азимута, дирекционного угла и расстояния по разностям пространственных прямоугольных координат
	8.7. Метод вращений на сфере

	Глава 9. Уравнивание разнородных измерений при неизвестном соотношении их весов
	9.1. Сущность метода максимального правдоподобия и достаточные статистики
	9.2. Уравнивание разнородных измерений с неизвестными весами методом максимального правдоподобия
	9.3. Сравнение способов определения весов измерений из уравнивания
	9.4. Иерархическое уравнивание разнородных измерений


	Часть III. Перспективы развития космической геодезии
	Глава 10. Возможные направления уточнения геоцентрической системы координат
	10.1. Новый способ создания космической геодезической сети
	10.2. Обоснование структуры баллистического построения многоцелевой космической геодезической системы третьего поколения ГЕОИК-2
	10.3. Анализ точности определения положения СКА
	10.4. Оценка точности построения космической геодезической сети с использованием космической геодезической системы ГЕОИК-2

	Глава 11. Использование спутниковых технологий при решении геодезических задач
	11.1. Применение спутниковых технологий при развитии геодезических сетей
	11.2. Определение площади земельных участков
	11.3. Решение прямых и обратных геодезических задач
	11.4. Спутниковые технологии - новая трехмерная геодезия


	Заключение
	Список литературы
	Приложение 1. Некоторые сведения из математики
	Приложение 2. Векторное и матричное дифференцирование
	Приложение 3. Перспективы использования космической геодезической системы ГЕОИК-2 в международных проектах

