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АННОТАЦИЯ 

В книге кратко изложен накоплен­

ный за nоследние годы зарубежный 

опыт в области космической геодезии. 

Главное внимание уделено изложе­

нию основ динамики искусственных 

спутников Земли, используемых для 

геодезических целей, а также рас­

смотрению влияния земного гравита­

ционного поля и других эффектов на 

их орбиты. В общих чертах описана 

техника наблюдений спутников и гео­

физическая интерпретация данных, 

получаемых при помощи ИСЗ. 

Книга рассчитана на специалистов, 

работающих в области использова­

ния результатов наблюдений ИСЗ. 

Она .может быть рекомендована и 
нау•tны.м работникам - геодезиста.н 

и астрономам,- а также аспиранта.м 

и студентам старших курсов институ­

тов и университетов. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 

С появлением искусственных спутников Земли геодезия 
получила новое эффективное средство для решения своей ос­
новной научной задачи -изучения фигуры, размеров и внеш­
н_его гравитационного поля нашей планеты. 

За прошедшие годы со времени запуска Советским Сою­
зом в 1957 г. первого искусственого спутника Земли были 
получены многие ценные данные о фигуре и гравитационном 
поле Земли. 

Успехи в разработке теор11и движения и технике наблюде­
ний искусственных спутников Земли, а также в изучении верх­
них частей атмосферы и околоземного пространства сделали 
реальной возможность создания сети геодезических опорных 
пунктов в единой системе относимости и позволиJlИ решить с 
достаточно высокой точностью такие, не поддававшисся реше­
нию прежними средствами геодезические задачи, как пере­

дача координат на уединенные острова Мирового' океана, 
контроль уже созданных и покрывающих значительные части 

материков триангуляций. 
Вместе с тем появJ!ение искусственных спутников Земли 

сделало более прочными и установило новые связи геодезии 
с ее соседями в науке- геофизикой и астрономией. 

Изложенные обстоятельства вызвали широкий интерес 
геодезистов к проблеме использования искусственных спутни­
ков Земли для решения различных геодезических задач. Этоr 
интерес нашел, в частности, отражение в постановке соответс1-

вующих курсов в высших геодезических учебных заведениях. 
Использование искусственных спутников Земли в геодези­

ческих целях породило большое число новых проблем и сдела­
ло эту область геодезии в известной степени оригинальной, 
что дает некоторые основания называть ее к о с м и ч е с к о й 
г е о д е з и ей. 

До настоящего времени в геодезичес1юй литературе, из­
данной в СССР, отсутствовали кн·иги, в которых в едином и 
достаточно полном аспекте освещались бы вопросы, связанные 
с использованием искусственных спутников Земли для геоде­
зических целей и исследования ее внешнего гравитационного 
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поля, а также указывались те геофизические задачи, решению 
которых могут помочь искусственные спутники Земли. 

Результаты многочисленных исследований в этих областях, 
опубликованные в различных изданиях, не получnли должно­
го обобщения и не были представлены в виде достаточно под· 
ного научило обзора. 

Это сделано в предлагаемой вниманию советских читате­
лей работе * В. М. К:аулы. 

Небольшой объем работы потребовал от автора особого 
характера из,Jiожения: читателю, как правило, сообщаются 
соответствующие формулы без выводов, за которыми автор 
отсылает к другим источникам. 

Следует отметить, что работа В. К:аулы не предназначена 
для систематического изучения предмета, однако она может 

оказать существенную помощь читателю для получения общих 
сведений по основным проблемам и методам использования 
искусственных спутников Земли для геодезических целей. 

Для более глубокого изучения затрагиваемых в работе 
вопросов читатель может обратиться к соответствующей спе­
циальной литературе, указанной в конце книги автором. При 
редактировании перевода список литературы, приведеиной 
автором, был систематизирован и дополнен новыми наимено­
ваниями книг и статей. Для удобства советского читателн 
в списке литературы дана ссылка на рефераты зарубежных из­
даний, опубликованные в реферативных журналах: «Астроно· 
мня и геодезия:. (РЖ Астр.), «Геодезия:. (РЖ Геод.), «Иссле­
дование космического пространства» (РЖ К:осмос), издавае­
мых Институтом научной информации АН СССР. 

В целях облегчения пользования книгой значительно уп­
рощен ее ссылочный аппарат, в связи с чем внесены соответст­
вующие изменения в рубрикацию разделов и нумерацию фор­
мул. В конце книги приложен краткий предметный указате.%. 
Раздел cAcknowledgmeпts:. (признательность) опущен. 

А. В. Кондрашков 

* Работа американского ученого В. М. К:аулы «К:осмиче­
ская геодезия» опубликована в серии «Advaпces iп geophysics» 
vol. 9. за 1962 г., издаваемой Academic Press (New York апd 
Lопdоп). 



ПРИНЯТЬIЕ О&ОЗН.АЧЕНИЯ* 
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Расстояшrе Земля-Луна, обратно пропорцио­
нальное среднему лунному nараллаксу: :rt = ае!А 
(§ 5 и 6) 
Площадь поперечного сечения сnутника (§ 7, 10 
и 12) 
Большая полуось кеnлеравой орбиты (§ 1, 2, 4, 5, 
6, 7, 8, 9) 
Аnертура телескопа (§ 12) 
Средний экватори'альный радиус Земли 
Коэффициенты при Р пт (sin q>) (cos т Л, sin т Л) 
в разложении гравиметрических аномалий по сфе· 
рическим гармоникам 

Радиус-вектор (Ь 1 , Ь2, Ь 3 ) в координатах, отнесен­
ных к оси инструмента 

Координаты (1] и ~), измеренные на фоторластин-
ке (§ 9) · 
Радиус спутника (§ 12) 
Параметр формы а е J! J 2 эл.1ипсоидальных коор­
динат (§ 4, 6, 13, 19) 
Скорость света (§ 6, 13) 
Коэффициент торможения, функция формы тела 
Матрица коэффициентов частных nроизводных, 
определяющих дифференциальные поправки 
Момент инерции Земли относительно полярной 
оси 

Эксцентрическая аномалия кеплеравой орбиты 
(§ 1, 2, 4, 7, 8, 9) 
Плотность энергии (размерность EL -2=МТ-2) 
(§ 12) 
Общее обозначение любого элемента кеnлеравой 
орбиты 

Вектор (М, а, е, i, w, Q) элементов кеплеравой 
орбиты 

* Обозначения, наказанные жирным шрифтом, в индексах даны 
свет.пым шрифтом. 
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Эксцентриситет кеплеравой орбиты или земного 
эллипсоида 

Гамильтониан, знак которого выбран в соответст­
вии с правилам, принятым в астрономии (величи­
на, обратная потенциалу; размерность ЕМ- 1 = 
=L2T-2) 
Сила (размерность LMT- 2 ) 

Функция наклонности в коэффициентах членов, 
содержащих (n-2p)w в аргументе возмущающей 
функции Rnm 
Истинная аномалия кеплеравой орбиты (§ 1, 2, 4) 
Фокусное расстояние телескопа (§ 8, 9, 10, 12) 
Частота, выраженная в герцах или периодах на 
единицу времени w/2~ (§ 13) 
Сжатие земного эллипсоида (§ 19 и гл. Vl) 
Вектор свободных членов в матричных уравнениях 
погрешностей и условных уравнениях 

Каноническое переменное Делоне У ~-ta ( 1 - е2) 
Функция эксцентриситета в коэффициенте при 
члене, содержащем (n-2p+q)M в аргументе воз­
мущающей функции Rnm 
Каноническое переменное Делоне w, аргумент 
периге я 

Среднее значение ускорения силы тяжести на зем­
ном экваторе 

Гамильтониан, знак которого выбран в соответст· 
вии с правилам, принятым в физике, равный ми­
нус F, только в уравнениях (22) и (23) 
Каноническое переменное Делоне cos i Y-~.t-a""'(""1-e""2"') 
(§ 1, 4) 
Масштабная высота- hQ/(дpjдh) (§ 7) 
Каноническое переменное Делоне Q, долгота узлn 
от равноденствия в уравнениях (26) и (28) и § 4 
Постоянная площадей r2 l = у !ia ( 1-е2) в уравне· 
нии (5) и § 4 
Высота над поверхностью Земли (§ 7, 12) 
Наклонность 
Единичная матрица 
Сила света, количество энергии на стерадиан в 
единицу времени (размерность ET-I=L2MT-З) 

Коэффициенты при - (!iU:/ ,n+ 1) { Р n ( siп <р), 
Р nm (siп <р) cos тЛ} в разложении потенциала по 
сферическим гармоникам 

Коэффициент при-(!iа~;,п+ 1 ) Pnm (sinlfl) sinmЛ 
в потенциале 

Постоянная Гаусса: 6,664 · 10-·8 единиц CGS, раз­
мерность L3M- 1T- 2, (§ 2, 6, 7, 19) 
Числа Лява: соответственно отношения прилив­
нога потенциала к возмущающему потенциалу и 

фактической высоты прилива к высоте равновес­
ного прилива (§ 6, 12 и гл. VI) 
Предел суммирования в Rnm: (n-m)/2 при чет­
ном n и (n-m-1)/2 при нечетнам n (§ 6) 
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r, lrl 

Каноническое переменное Делоне J! r-a 
Каноническое переменное Де"1оне М, средняя ано­
малия 

Радиус-вектор (L1, l2, l3 ) в координатах, отнесен· 
ных к местной отвесной линии 
Масса астрономического тела в уравнении ( 1) и 
§ 6, 19, гл. Vl 
Средняя аномалия кеплеравой орбиты (§ 1, 2, 4, 
6, 7, 8) 
Матрица коэффициентов частных проиэводных от 
наблюдений по параметрам для определения диф­
ференциальных поправок 
Масса небольшага тела: искусственного спутника, 
электрона и т. д. (§ 1, 7) 
Отношение среднего движения возмущающего 
тела к разности этого движения и среднего дви­

жения спутника n*/(n-n*) (§ 5) 
Отношение центробежной силы к силе тяжести 

ё 2aefge на экваторе (гл. У и VI) 
Индекс порядка или вторичной волны сфериче­
ской гармоники, О...; т ..;;;: n (§ 4, 6, 9, гл. Vl) 
Индекс степени или первичной волны сфериче­
ской гармоники (§ 4, 6, 9, гл. Vl) 
Среднее движение в кеплеровекай орбите (§ 1, 2, 
4, 6, 7, 8) 
Единичный вектор, нормальный к поверхности или 
к линии (в оскулирующей плоскости) 
Электронная концентрация 
Матрица частных проиэводных от измеренных ве­
личин по векторным компонентам 

Ускорение в среднем движении, nfn 
Порядок величины 
Присоединенная функция Лежандра Pпrd(siпqJ) 
Период, 2;r,fn или цикл 
Вектор импульса (количества движения) или дей­
ствия в канонических переменных, например L, 
G, 1/ (§ 1-7) 
Радиус-вектор (Pl, р2, Рз) в координатах, отне­
сенных к прямой наблюдатель-спутник (§ 8-10) 
Радиус-вектор (q1, q2) в плоскости орбиты, отне· 
сенный к линии апсид (§ 8-10) 
Радиус-вектор или угол в канонических перемев­
ных, например L, g, h (§ 1-7) 
Радиус кривизны (§ 12) 
Возмущающая функция (§ 1, 3, 4, 5, 6, 8, 9) 
Возмущающая функция, вызванная аномальным 

гравиметрическим членом- ( a~j ,п+ 1) r-Pnm (sinqJ) 
(J nm cos тА.+ Knm sin тЛ) (§ 1, 3, 4, 5, 6, 8, 9) 
Матрица вращения при вращении против часовой 
стрелки около оси i на угол 6 
Радиус-вектор; направления осей координат 
заранее не устанавливаются (общий случай) 
Расстояние по прямой 
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Расстояние вдоль кривой 
Поток энергии, размерность EL -zт-t =МТ-3 (§ 1, 
12) 
Производящая или определяющая функция кано­
нического преобразования (§ 1, 4) 

Snmpq ((J), М, 2, О) Множитель в члене с коэффициентами- J.lд~ 
(J nm• Кпт) и содержащий аргумент [ (n-2p) uH­
+(n-2p+q)M+m(Q-O)] в возмущающей функ­
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ции Rnm 
Кинетическая энергия 
Время 
Единичный вектор, касательный к кривой 
Силовая функция, знак которой выбран в соот-
ветствии с правилам, принятым в астрономии 

(величина, обратная потенциалу:- V), размер­
ность ur-z 
Радиус-вектор (и, v, w) или (И!, щ, из) в закреп­
ленных относительно Земли геодезических коорди-
натах, отнесенных к полярной оси и гринвичскому 
меридиану 

Потенциал, знак которого выбран в соответствип 
с правилам, принятым в физике (размерность 
L2T-z) 

Скорость lr/ (§ 1, 12) 
Полярный угол, измеренный в плоскости орбиты 
от фиксированной точки (§ 4) 
Матрица ковариаций 
Радиус-вектор (х, у, z) или (х1 , х2 , Хз) в инер­
циальиых координатах, отнесенных к пол'ярной оси 
и весеннему равноденствию 

Вектор поправок к измерениям при уравнивании 
по способу наименьших квадратов 
Вектор поправок к параметрам при уравнивании 
по способу наименьших квадратов 
Зенитное расстояние (§ 12) 
Нормированная высота (h-ho) JH (§ 13) 
Прямое восхождение 
Влияние Солнца на среднее расстояние, до Луны 
(§ 5) 
Вертикальный градиент масштабной 
дНjдh (§ 7) 
Синус полунаклонности, sin i/2 
Склонение 
Высота прилива 

высоты 

Гринвичское звездное время 
Альбедо (характеристика отражательной способ­
ности) 
Долгота, отсчитываемая против часовой стрелки 
от гринвичского меридиана (§ 1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 
19) 
Длина волны света (§ 12) 
Гауссова nостоянная, умноженная на массу: kM, 
размерность L3T- 2 (§ 1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 19, rл. VI) 



f1 
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р, а, а или 
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rp 
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(j) 

(j) 

л 

Показатель преломления (§ 12) 
Индекс, относящийся к перигею 
Плотность (§ 7, 12) 
Эллипсоидальные координаты (§ 4, 19) 
Фазовый угол 
Широта 
Долгота узла кеплеравой орбиты, отсчитываемая 
от весеннего равноденствия 

Аргумент перигея кеплеравой орбиты, отсчитывае· 
мый от узла (§ 1, 3, 4, 5, 6, 8, 9) 
Частота в радианах на единицу времени, 2nf (§ 12) 

ОБЩИЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

' " 
• 

Т, S, D 

Штрихи обозначают параметры или координаты 
промежуточной орбиты, например а', е', F', р', х' 
Звездочка обозначает параметры или координаrы 
возмущающего тела, как, например, Солнца или 
Луны: а*, Х*, 1-1* 
Нулевой индекс обозначает величины, вычисляе­
мые на момент относимости (эпоху) или коорди· 

нату относимости, например ао, а~. х~, h0, Uo 
Точки сверху обозн~:?ют полные производные по 

времени, например х, х 

Черточка сверху обозначает средние значения от· 
носительна определенного промежутка времени, 

например Х, х' 
Эти индексы обозначают J(ООрдинаты, начало от· 
счета которых находится соответственно на зем· 

ной поверхности, на спутнике и в произвольнам 
начале геодезической системы относимости 



ВВЕДЕНИЕ 

Определим «космич-ескую геодезию» * как раздел гео­
дезии, в котором решение ее основных задач достигается 

путем использования внеземных, но достаточно близких 
к Земле объектов, направления, на которые поэтому су­
шественно зависят от положения наблюдателя на Земле. 
Эти задачи состоят в определении внешнего гравитаци­
онного поля и формы Земли (включая их вариации я 
пространстве и времени), а также в определении поло­
жения точек в системе относимости, жестко связанной -.: 
Землей. ' 

Определим внеземной об·ьект как объект, высота ко­
торого (скажем, более 40 км) достаточно веJшка, что­
бы он не поддерживался атмосферой; в качестве внеш­
rrей границы интересующей нас зоны примем расстояние 
до Луны (около 400 000 км). 

* Дословный перевод термина celestial geodesy, равно как и 
совпадающего с ним названия книги, - небесная геодезия. Однако, 
несмотря на существование давно уже устоявшегася термина небес­
ная механика, мы предпочли термин космическая геодезия. 

Еше недавно слова космос и вселенная применялись как сино­
нимы, но в связи с широкими исследованиями околоземного про­

странства понятие космос все больше противопоставляется понятию 
вселенн·ая. Под словом космос все более понимается именно около­
земное пространство. Поэтому использование искусственных спутни­
ков Земли, а также и наблюдений Луны в геодезических целях 
целесообразно назвать космической геодезией. Здесь уместно указать 
на аналогию с другим недавно появившимся термином космическая 

медицина.- Прим. перев. 
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Наша цель состоит в первую очередь в использова­
нии внеЗемных объектов для решения указанных выше 
геодезических задач. Эта цель, однако, приводит к не­
обходимости уделять значительное внимание учету влия­
ния атмосферы, других небесных тел, электромагнитных 
полей и т. д. на внеземные объекты (и на результаты 
нх наблюдений) по той же причине, по какой в обычной 
геодезии необходимо уделять внимание атмосферной ре­
фракции. 

План предлагаемого обзора: 
1. Динамика спутников Земли, включая общие прин­

ципы и вопросы, представляющие основной геодезиче­
ский интерес - влияние гравитационного поля Земли на 
орбиты спутников и влияние других физических явлений, 
действие которых при этом считается вероятным. 

2. Соответствующие геометрические соотношения, 
включая спецификации параметров спутников и орбит, 
а также конфигурации сети точек наблюдений, приводя­
щие к оптима.riьным результатам. 

3. Техника наблюдений. 
4. Сопоставление. и совместное использование резуль­

татов «космических» и «наземных» наблюдений; 
5. Геофизические выводы из результатов геодезиче· 

ских наблюдений, полученных до настоящего времени 
«космическим» путем. 

Особое внимание в этом обзоре уделено динамиче­
ским аспектам, поскольку они приводят к наиболее ин­
тересным с научной точки зрения результатам, а также 
потому, что наиболее эффективное и экономичное реше·· 
ние геометрических (и гравитационных) задач требует 
Использования орбит. 

Наиболее всесторонние исследования в области кос­
мической геодезии выполнены Вейсом [1]. Более общие 
вопросы рассматриваются в работах [2, 3 и 4]. В недав· 
но вышедшей работе Беррота и Хофманна [5] приведено 
наиболее полное изложение вопросов использованин 
наблюдений Луны. 

Настоящий обзор был написан в начале 1961 г. и 
дополнен в июле 1961 г. наиболее интересными для гео­
дезии данными. 



rnaвa 1 

ИССЛЕДОВАНИЕ ОР&ИТ 

• 

Небесная механика представляет собой раздел клас­
сической механики, которому в прошлом уде.11яли зна­
чительное внимание наиболее компетентные математики 
и который в настоящее время успешно развивается как 
в понимании фундиментальных принципов этой науки, 
так и в способах их практического применения. Посколь­
ку наиболее интересной для космической геодезии яв­
ляется проблема движения близкого спутника в гравита­
ционном поле сжатой планеты и поскольку геодезисты 
желают получить как можно больше информации. о гр а· 
витационном поле, используя данные по орбитам близ­
ких спутников, имеет смысл детально изучить совремеп· 

ную литературу о фундаментальных принципах класси­

ческой механики, как, например, [6, 7, 8, 283, 284, 285]. 
В специальной литературе по небесной механике [9, 1 О, 
11, 12, 286] сделан меньший упор на математические 
принципы и больший упор на технические приемы астро­
номии. Ни в одном из указанных источников не рассмот­
рена проблема близкого спутника, однако ей уделено 
значительное внимание в более современной литературе 
[13, 14, 15]. Из указанной литературы наилучшее сочета· 
ния ясностИ и полноты изложения, по-видимому, дано 

в [9] и [15]. 
Геометрические границы интересующей нас зоны, 

указанные во Введении, определяют динамическую про­
блему космической геодезии как проблему движения по 
возмущенной кеплеравой орбите, т. е. эллиптической ор-
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бите частицы с пренебрегаемо малой массой в централь­
ном силовом поле, 

F,=-kM m;r2 , (1) 

с отклонениями порядка не более 1 : 100 от действюJ 
центральной силы. Вблизи нижней границы интересую­
щей нас зоны наиболее существенные отклонения возни­
кают вследствие нецентральных членов гравитационно· 

го поля Земли и вследствие влияния земной атмосферы, 
а в районе верхней границы- вследствие влияния 
Солнца и Луны. 

Рассмотрим сначала некоторые общие принципы и 
способы решения проблемы, а затем специальные инте­
ресующие нас вопросы, для того чтобы получить наибо­
лее точное эффективное решение и глубже понять физи­
ческую сущность явления. Современные вычислительные 
машины уменьшили значение первой, но не второй цели. 

§ 1. О&ЩИЕ ПОНЯТИЯ 

Динамические принципы 

Положение спутника, движущегося по орбите, мо­
жет быть выражено в любой момент времени его ради-

усом-вектором {х, у, z} и вектором скорости {х, у, z}, 
отнесенными к инерциальному пространству с началом 

в центре Земли. Эти шесть параметров могут быть пре­
образованы в шесть параметров кеплерова эллипса с 
одним из фокусов в начале координат 

{а, е, i, Q, ш, f}. 

Соотношение между этими параметрами и связанными 
с Землей координатами {и, v, w} показано на рисунке. 

В сумме углов w+f угол w есть аргумент перигея --· 
угол от восходящего узла Q до перигея, т. е. до точки 
эллипса, ближайшей к началу координат; f- истинная 
аномалия; w -угол от перигея до спутника. Другие 
способы выражения аномалии спутника ({9], стр. 23-
24), ([15], стр. 17-25): 
посредством эксцентрической аномалии Е 

16 

Е -vl-e f tg--= -tg-
2 l +е 2 

( 2) 



и средней аномалии М 

М =E-esinE ( 3) 

(уравнение Кеплера). 
Дальнейшие полезные соотношения для эллиптиче­

ского движения ([9], стр. 19-24) указаны в уравнениях 
( 4) - (9), в которых вместо kM уравнения ( 1) исполь· 
зовано обозначение f.t· 

т 

Орбита и системы координат 

Уравнение энергии 

~2 + у2 + z2 = v2 = f1 ( +-+) . 
Ин11еграл площадей (второй закон Кеплера) 

h=r2i =Vp.a((-e2 ). 

Среднее движение (третий закон Кеплера) 

n=M= У:Э. 

(4) 

(5) 

( 6) 
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Из уравнений (3), (5) и (6) следуют: 

dM= ' 2 df=(l-ecosE)dE; (7) 
а2 у1-е2 

а(1-е2) r = --'------'--- = а ( 1 - е cos Е); 
1 + ecosl 

df = v1-e2 ·- dE J 1-ecosE . 

dE = ут-=ё2 df 
1+ecosf 

(8) 

(9) 

Замкнутое соотношение между f и М невозможно 
Разложения в ряды для этого и других соотношений 
приводятся в специальной литературе, см_, например, 
({9], стр. 33-48), ([15], стр. 71-81). Большое число фор­
мул, особо пригодных к спутникам, дается в [16] и (286]. 

Эллиптическое движение, описываемое уравнениями­
(2)-(9), имеет место при движении частицы с прене­
брегаемо малой массой в центральном поле, описывае­
мом уравнением ( 1). Центральная сила может быть вы­
ражена через производную скалярного потенциала 

F = -m!Y__I r дr 

V=-...!:.._ , 
(10) 

Уравнения ( 1 О) выписаны в соответствии с прави­
лом знаков, прюiятым для V в физике. В астрономии 
и геодезии принято противоположное правило знаков, в 

связи с чем там используется величина, противополож­

ная потенциалу, которую иногда называют силовой 
функцией 

F =тУ.!!_) r дr 

и= _f__ , 
( 11) 

* Это утверждение ошибочно. Обратное соотношение, представ­
ляюшее f как явную функцию М, в замкнутой форме действительно 
невозможно. - П рим. ред. 
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В дальнейшем, следуя принятому в физике правилу, 

см. уравнения ( 10), будем применять обозначение V для 
потенциала, а следуя принятому в астрономии правилу, 

см. уравнения ( 11),- обозначение и для силовой функ­
ции. 

Эллиптическая орбита имеет место при решении 
уравнений движения 

mг=F=-mvV=tnvи. (12) 

Здесь г= {х, у, z}. 
Все усложнения и представляющие интерес следст­

вия обусловлены наличием небольшого отклонения (R) 
потенциала от форм ( 1 О) или ( 11): 

V=-;-RJ· (13) 

и= _t_+R 
r 

. Наиболее существенные части, составляющие R, та­
ковы: 

1. Возмущения, вызванные сжатием Земли, 
2 

R2 =-~e J2P2 (sinФ), (14) 
,з 

где аа- экваториальный радиус Земли; 
!2= 1: 1 000- параметр, характеризующий сжатие 

Земли; 
Р2 (sin ср) --полином Лежандра второго порядка. 
2. Возмущения, вызванные гравитационным действи­

ем Солнца или Луны ([9], стр. 254), ([15], стр. 308), 

R- *[ 1 rr*] 
s - f!. 1 r- r \* - r*З ' 

( 15) 

где отмеченные звездочками величины относятся к воз­

мущающему телу (Солнцу или Луне) в геоцентрической 
системе координат. 

3. Возмущения, вызванные действием торможения, 
производимого атмосферой, и зависящие более от ско .. 
рости, чем от положения, 

R - b(r) 1 . lз 
d ---- г 

3 
( 16) 



и от сил, получаемых дифференцированием по скорости 

дR . . 
Fd, i = + m-_d_ = -mb(r) r1 1 г 1. ( 17) 

дri 

Выводы влияний R2, Rs и Rd, включающие определе· 
ние функции Ь (r), рассматриваются соответственно в 
§ 4, 5 и 7. 

Рассмотрим сначала некоторые общие принципы и 
методы исследования уравнения движения ( 1), прини­
мая потенциал в форме ( 13), с тем, чтобы воспользо­
ваться небольшой величиной отклонения движения от 
кеплерова эллипса, см. уравнения (2)- (9). 

Кинетическая энергия определяется как 

т о 

T=-lr 12· 
2 

(18) 

Количество движения (импульс) выражается как 

дТ 
Р1= -.-=mri·· 

дrl 

Принимая m= 1 и qi=ri, получаем 

дТ 
Pt =-д- =q., pi t 

а из уравнения (12) 

(19) 

(20) 

(21) 

Принимая Rd=O, можно определить гамильтониан 

(22) 

и получить канонические уравнения 

. дН 1 qi = дрi . 

. дН 

pi =- дqi 

(23) 
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Шесть дифференциальных уравнений первого поряд­
ка (23) заменяют три дифференциальных уравнения 
второго порядка ( 12). 

Имея в виду правило знаков, принятое в астрономии, 
заменим Н через F: 

F=U-T (24) 
и 

(25) 

Существует большое число систем канонических пе­
ременных Pi, Qi, которые могут быть использованы в 
уравнениях (23) или (25). Наиболее близка к кеп­
Л·еровым элементам система, предложенная Делоне 
([9], стр. 152), ([15], стр. 290) 

Pt = L = Vr:a.- qt = l = М] 
Р2 = G = V f-La ( 1- е2 ), q2 = g = ш • 

Рз = Н = cos i V- f!-a ( 1 - с2 ) , q3 = h = Q 

Из уравнений (4), (13), (18), (24), (26) следует 

f-'.2 
F=-+R. 

2L2 

(26) 

(27) 

Если эксцентриситет или наклонность орбиты при­
ближаются к нулю (теряют смысл соответственно ра­
венства g=ш или h=Q), то полезна другая система ка­
нонических переменных ([15], стр. 240): 

L, l + g + h) 
G-L, g+h _ 
H-G, h, 

(28) 

При использовании уравнений (26) и (27) для пере· 
хода от канонических к кеплеровым переменным и оп­

ределения n из уравнения (6) получаются уравнения 
движения, содержащие кеплеровы элементы ([9], 
стр. 147), ([15], стр. 289): 
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· 2 дR a=-.-
na дМ 

1 - е2 дR 11 г::=--& дR 
с = na2e . дМ -- na2e . д"" 

Ш= 

di 
dt 

cos i . дR + J/ т-=-ё2 
na2 sin i 1/ 1 - е2 дi na2e 

cos i дR 

na2 yl-e2 sini. дш- na2{1-e2 sini 

дR 
Q = --~====----

na2 у 1 - е2 sin i дi 

М = n- 1 - е2 . дR - 2 . !.!5_ 
na2e де па да 

дR 

де 

дR 

дQ 

(29) 

Уравнения (29) представляют простейшее средство 
для вывода в первом приближении влияния возмущаю· 
шей функции R на орбитальные элементы. Также могут 
быть получены аналогичные уравнения, выражающие 
возмуща10щую силу через радиальную, трансверсальную 

и нормальную компоненты ([9], стр. 151), ([15], стр. 301). 
Однако -при втором приближении, которое необходимо 
для R2 в случае близкого спутника и для Rs в случае 
удаленного спутника, преобразования при использовании 
уравнений (29) становятся чрезвычайно сложными. По· 
этому возвратимся к каноническим уравнениям (25), 
соблюдая при этом принятое в астрономии правило 
знаков. 

Во-первых, обобщим канонические уравнения увели­
чением на единицу размерности каждого из векторов 

р, q: 

Р4 = t ] 
q4 = - s д (F; q4) dt . 

(30) 

Новые компоненты удовлетворяют уравнениям (25), 
где вместо F используется F +q4. 

Это обобщение аналогично преобразованию уравне­
ния поверхности из формы z=f(x, у) к форме 
F(x, у, z) =0. Оно необходимо при использовании (отри­
цательных) гамильтонианов F, явно зависящих от вре­
мени, и, кроме того, желательно вообще, поскольку бо-
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лее симметриttнаSI форма приводит к облегчению I10IШ· 
мания процесса р,ешения. 

Если может быть найдена орбита, называемая про· 
межуточной, для которой известно решение канониче· 
ских уравнений (25; в координатах (р', q'), близких в 
любой заданный момент времени к координатам (р, q) 
фактической орбиты, то решение д.т1я фактической орби­
ты может быть выражено через решение для промежу· 
точной орбиты плюс разложение в ряд Тейлора по сте· 
пе:ням небольшого отклонения (р', q') от (р, q). Эта 
промежуточная орбита может быть определена так, что 
для нее гамильтониан F' окажется функцией только ко­
JJИЧеств движения (импульсов) р ~· 

Тогда из уравнений (25) последует 

., дF' 
р; = --, =О, 

дqi 
р; = const 1 

q; ~ q; , + consl ( t - t,) )" 
( 31) 

., дF' 
q; = -- = const, 

др; 

Чтобы промежуточная орбита оставалась вблизи фак· 
тической, ее гамильтониан F' до.т~жен быть равным по­
стоянной части гамильтониана F фактического движе­
ния (или, если принимается во внимание торможение, 
должен быть равным секулярно меняющейся ча~ти F; 
это усложнение здесь учитываться не будет) 

' s дUр s дRр F' (р) = F(p, q)- дГ dt = F- дtdt. (32) 

Здесь Ир=Rр- часть силовой функции (отрицатель­
ный потенциал), периодически и явно 
зависящая от времени. 

Оба эти гамильтониана раскладываются в ряды, 
причем основной член F также является функцией толь· 
ко импульсов 

F~(p')+F;(p')+F;(p')+ ... =F0 (p)+F1 (p, q)+ 

+ F2 (p, q) + ... -:-s д:: dt. ( 33) 
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Здесь индексы О, l, 2, ... указываюt nорядок, до ко­
торого параметры, характеризующие возмущающую 

функцию R, появляются в соответствующих членах в 
качестве коэффициентов (например, степени / 2 в случае 
R2 или степени отношения n*jn среднего движения 
Солнца к среднему движению спутника в случае Rs). 

Для того чтобы действия, приводящие к уравнени­
ям (31)-(33), были возможны, необходимо выбрать 
координатную систему, в которой преобладающая часть 
Fo гамильтониана выражалась бы только через импуль­
сы, как, например, в координатах Делоне [см. уравне­
ния (26) или (28)], приводящих к уравнению вида (27) 
для F. 

Задача теперь такова: по данным на любой момент 
времени каноническим переменным (р', q') найти пере­
менные (р, q) фактической орбиты на тот же момент 
времени, т. е. произвести каноническое преобразование 

(р', q')-+ (р, q) (34) 

таким методом, который был бы сколь возможно после­
довательным и простым. 

В основном (не единственном) методе, восходящем 
к Цейпелю [17], употребляется произвольная функция 
S (р, q, р', q'), называемая производящей или опреде­
ляющей. Поскольку ввиду уравнений (25), (3) и (33) 
две из четырех сисl'ем р, q, р', q' оказываются функци­
ями двух других, S может быть выражено в функции 
только двух из этих систем. Наиболее часто употреб­
ляется функция вида 

S=S(p', q). (35) 

Тогда две другие системы переменных определяютсSI 
следующим образом: 

р. = ддS ] 1 Qj 

(36) 
q;=~ . 

дрi 

Здесь S разлагаетсSI в ряд способом, аналогичньш 
способу разложениSI F и F', 

S = S 0 + S1 +52 + ... , (37) 
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где индексы имеют то же значение, что и в уравне­

нии (33). 
S 0 здесь должно иметь такой вид, чтобы в невозму· 

щенном случае (т. е. при St=O, S2=0 и т. д.) было Pi= 
=р; qi=q;, т. е. 

(38) 

Подставим уравнение (38) в уравнение (37), продиф­
ференцируем по qi, р ~ и подставим в уравнение (36): 

(39) 

Подстановка р4=р~ и q4=q~ из уравнения (30) 
в уравнение (39) и сравнение с уравнением (32) дает 

и 

Р' = F- дS 
дt 

дS s дRр ar= aгdt. 

(40) 

Уравнение ( 40) является формой уравнения Гамшiь­
тона- .Якоби. В других формах этого уравнения в ле­
вой части появляется О, а Р выводится из уравнений 
(18), (24) и (36) в виде 

Разложим Р в уравнении (33) в ряд Тейлора по 
(Pi-P~), (q-i-q~ ), i=I, 2, 3 и подставим значения 
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этих разностей из уравнений (39), суммируя повторяю­
щиеся индексы от 1 до 3 во всех произведениях: 

( 41) 

Приравняем члены равного порядка в F и F'. Полу­
ченные уравнения определяют члены в S, а посколь­
ку F' может содержать только р ;, то любые члены с 

q; в разложении F (включая те члены, которые в явной 
форме зависят от времени, если они есть) должны быть 
учтены членами в S. Например, разобьем F 1 на две 
части 

(42) 

Тогда 

(43) 
и 

(44) 

Для получения члена первого порядка в разложении 
P·i производная дS 1/дqi из уравнения ( 44) непосредст­
венно используется в уравнении (39); для получения 
члена первого порядка в разложении qi из уравнения 
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(39) уравнение (44) сначала интегрируется по qi, а за­
тем дифференцируется по р ~- Производные дSifдqi, 
uS 1 jдp; используются также в 9лене второго порядка 

уравнения ( 41) для оценки S2, F; для второго прибли­
жения и т. д. Затруднение здесь обычно соСТQИТ в на­
хождении интегрируемых производных дSIJдq.i, 
дS2/дqi. 

Предшествующие выводы имели целью выявить т~ 
свойства теории орбит, которые помогают лучше понять 
г:рименение основных методов к определению орбит 
спутников. Однако классическая динамика располагает 
многими различными способами решения одной и тoii 
же задачи и допускает различные толкования одних и 

тех же математических преобразований. Например, в 
нредыдущих выводах было рассмотрено каноническое 
преобразование (р', q')~(p, q) как перемещение из од­
ной точки в другую. Это преобразование может также 
рассматриваться как преобразование координат одной 
и той же точки иЗ одной системы координат (р', q') 
в другую (р, q). Канонические уравнения (25) и про­
изводящая функция S из уравнения (35) - специсiль­
ные случаи более общих форм. Канонические урав­
нения не обязательно должны иметь независимым пере­
менным время; может быть использован любой произ­
вольный параметр w, для которого известна производ­
ная dwjdt. Производящая функция S относится к общей 
категории интегралов действия 

(45) 

в которые включаются р4, q4, определяемые уравнением 
(30). Так, например, принцип Гамильтона утверждает, 
что при интегрировании от данных начальных коорди­

нат в пределах любого промежутка времени частица 
будет двигаться так; что значение интеграла постоянно. 
Иначе говоря, при любом малом произвольнам измене­
нии пути интегрирования бА =0, откуда могут быть вы· 
ведены уравнения движения ( 12). А здесь равно также 
интегралу от лагранжиана L =Т+ И по времени в пре­
делах того же промежутка. Об этих и других методах 
см. ([6], стр. 1-39, 215-317), ([8], стр. 98-197), 
([9], стр. 129-157, 177--206), ([15], стр. 273-306, 530--· 
562), [18]. 
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Характеристики методов решения 

Если принять во внимание соображения, рассмотрен­
ные выше, то при решении любой задачи, касающейся 
сnутников, в явной или неявной форме должны быть сде­
Jlаны следующие операции (не обязательно строго в том 
же порядке, как указано ниже): 

1. Выбор системы координат. 
2. Выбор независимого переменного. 
3. Разложение возмущающей функции в выбранной 

системе координат и с выбранным независимым пере·· 
менным. 

4. Запись уравнений движения в выбранной системе 
координат и с выбранным независимым переменным. 

5. Выбор промежуточной орбиты либо решение ос­
новной части уравнений движения. 

6. Определение постоянных интегрирования. 
7. Разложение и интегрирование уравнений движе­

ния способом, подходящим для определения положения 
и (или) скорости на любой момент времени. 

Попытаемен описать основные методы выполнения 
каждой из этих операций для дальнейшего сравненИя 
различных решений проблемы спутника. 

1. Система координат. Логично за начало ко­
ординат выбрать центр массы Земли. Для проблемы 
движения Луны влияние ощутимой массы Луны на по­
ложение центра тяжести системы Земля- Луна учиты­
вается коэффициентом простого вида, вводимым в си­
ловую функцию, отнесенную к центру Земли ({9], · 
стр. 254-257), ({15], стр. 310-311), ({19], стр. 2-8). 

Одна из координатных плоскостей логически опре­
деляется либо основной возмущающей функцией (эклип- · 
тика для Rs, экватор для R2), либо возмущаемым телом 
tплоскость промежуточной орбиты), а направления осей 
в этой плоскости определяются по произвольно выбран­
ной точке (точка весеннего равноденствия для эклипти­
ки или экватора, восходящий узел или начальная точка 

в плоскости орбиты), либо оси принимаются вращаю­
щимиен так, как это требуется основной возмущающей 
функцией. 

Использованные до сего времени типы координат 
включают прямоугольные, сферические и эллипсоидаль­
ные, так же как и кеплеровы и канонические, элементы 

орбит. 
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2. Н е з а в и с и м о е п е р е м е н н о е. Как было ука · 
зано ранее, время может быть заменено любым произ­
вольным параметром w, для которого известна произ­

водная dw/dt. В некоторых теориях используется истин­
ная аномалия f или эксцентрическая аномалия Е с тем, 
чтобы для приближений каждого порядка сохранит;_, 
замкнутые выражения для возмущающей функции и ее 
влияний. Как было упомянуто, замкнутое соотношение 
между f и М или t невозможно*, а уравнение Кеплера, 
соотносящее М и Е, трансцендентно относительно Е. 
В любой теории, использующей один из этих парамет­
ров вместо времени, необходимо принять предосторож­
ности для различения параметра при его появлении в 

качестве независимого перемениого от его появления в 

качестве координаты. 

3. Р а з л о ж е н и е в о з м у щ а ю щей ф у н к ц и и. 
Для близких спутников аналитическое разложение по­
тенциала Земли по сферическим или эллипсоидальным 
гармоникам предпочтительнее ввиду двойного затухаю­
щего влияния экстраполяции на высоту и на интегриро· 

ванне уравнений движения даже для численного инте­
грирования. Преобразование к координатам, отнесен­
ным к орбите, производится прямым, хотя и утомитель· 
ным методом (см. § 4 и 6). Разложение лунного или 
солнечного возмущения более сложно, поскольку вклю­
чает две системы периодов (см. § 4 и 5). 

4. У р а в н е н и я д в и ж е н и я. На форму этих 
уравнений в сильной степени влияет выбор системы ко­
ординат и промежуточной орбиты. Изменения в привыч­
ной инерциальной прямоугольной или сферической ко­
ординатной форме могут произойти при использовании 
вращающихся систем координат вследствие возникнове­

ния кориолисовых членов и членов, зависящих от цент­

робежной силы, либо при разделении влияний, дейст 
вующих в орбитальной плоскости, от влияний, действу­
ющих на орбитальную плоскость, либо при исподь­
зовании вспомогательной функции, например тиnа 
интеграла действия ( 45), либо, наконец, nри переходе 
к уравнению относительно малых уклонений от проме­
жуточной орбиты. 

5. П р о м е ж у т о ч н а я орбит а. Промежуточные 
орбиты могут быть двух типов: 

* См. прим. ред. на стр. 18. 
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I -динамические промежуточные орбиты, опрею'­
ляемые членами, зависящими от потенциала или силовой 
функции и учитываемыми в точно определяемых орби­
тах, как, например, в орбите, соответствующей уравне­
нию (31); 

II - геометрические промежуточные орбиты, которые 
IЗводятся так, что устанавливаемые для них параметры 

и скорости изменения последних не обязательно соот­
ветствуют орбите, выводимой из любого возможного по­
'Jенциала. 

Методу решения может соответствовать более '!СМ 
одна промежуточная орбита, причем каждая из них ха­
рактеризует различную стадию решения (разделение 
короткопериодических вариаций от долгопериодических 
или вариаций в шюскости орбиты от вариаций этой 
плоскости). 

6. По с т о я н н ы е и н т е гр и р о в а н и я. Наиболее 
четкое определение орбиты в любой теории достигается 
шестью независимыми постоянными интегрирования-­

обычно тремя постоянными импульсов (р ю ) и трем н 
постоянными положениями (Qio) в определенный момент 
времени to. Простейшими по идее являются импульсы и 
положения действительной орбиты на данную эпоху, 
~ыраженные либо в прямоугольных координатах, ли­
бо в оскулирующих кеплероных элементах. Однако 11 

математической практике намного удобнее определяТi, 
постоянные относительно промежуточной орбиты, по­
скольку параметры последней либо постоянны, либо ме­
няются медленнее, чем параметры действительной ар­
бить!. С математической точки зрения очевидным яв­
JlЯется выбор постоянных частей координат р to и веко­
вой переменной части координат местоположения Qio 
на данную эпоху. Однако во многих теориях координаты 
Pio вводятся так, что они легко определяются по наблю­
дениям координат положения: большая полуось а0 (или 
ее· канонический эквивалент L) определяется по сред­
нему движению из уравнения (6) или по видоизменен­
ной форме последнего, эксцентриситет е0 (или G) -
по коэффициенту при sin Е или sin f периодической ва­
риации средней долготы ~2+w+M или средней анома­
·lИИ, как, например, в уравнении (3), и наклонность 
i-по коэффициенту при sin(w+f) или аналогичной 
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вариации в синусе склон~ния или широты из прямо­

угольного сферического треугольника орбита-меридиан­
экватор (см. рисунок на стр. 17) 

sin q; = sin i sin ( ш + f). ( 46) 

Шесть постоянных интегрирования в соответствии 

со сказанным выше определяются в произвольвый мо­
мент времени t0 , однако эпоха также может быть за­
дана произвольным значением любой из трех перемен­
ных, обладающих вековой вариацией М, w и Q (или 
l, g, h), или их соотношением. Существуют теори~. в 
которых эпоха определяется уравнением М= О. В дру­
гих теориях эпоха определяется частным значением ши­

роты спутника. Для последнего определения из уравне­
ния ( 46) можно получить 

f . sin<p0 
0 = arcsш-.-. - ш. 

SIП 1 
(47) 

Таким образом, в подобных теориях могут появиться 
периодичности (k±j) ш взамен периодичностей (jf + 
+ kш), которые имеют место, в теориях, определяющих 
эпоху по времени. Определение эпохи по М, ш и Q или 
по отношениям между ними часто связывается с ис­

пользованием М (или Е, или f) в качестве независимого 
переменнога и сопряжено с риском смешения понятий 
nвиду двойного употребления одной и той же величины 
в качестве координаты местоположения и в качестве 

независимого череменного. 

Постоянные интегрирования рассматриваются в (:[15], 
стр. 411-413), ({19], стр. 115-124) и в [20]. 

7. Р аз л о ж е н и е у р а в н е н и й д в и ж е н и я и 
и н т е г р и ров а н и е. Обычный метод состоит в разло­
жении в буквенный ряд способом последовательных 
приближений, подобным описанному в уравнениях 
(31)-(44). Результат состоит в выражении координат 
и компонент скорости через постоянные интегрирования, 

разложенные в ряд, а также через параметры потенци­

ального поля и независимую переменную либо через про· 
межуточные функции. Подобное разложение может быть 
существенно сжато, если вместо теоретической вековой 
скорости изменения переменной местоположения подста­
вить численное значение скорости, основанное на на­

блюдениях. Эта процедура особо приложима в случае 
Луны, для которой уклонение от точной механики 
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Ньютона невелика и может быть отделено при иссле·· 
довании наблюдений. Разложение может быть сжато 
еще больше, если допустить формы, пригодные для ите­
ративного решения, как, например, если переменная р; 

выражена в виде 

(48) 

где е~ 1. 
Наконец, разложение, разумеется, может быть пол­

ностью сжато к собственно уравнениям движений, если 
с самого начала применять численное интегрирование. 

Однако для каждой из описанных выше операций раз 
личные периодичности, взаимодействия и т. д. становят­
ся менее заметными. Поэтому достижение второй цели 
теории, т. е. достижение более отчетливого понимания 
физической природы явления, становится более затруд­
нительным. 

Прежде чем приложить предыдущие соображения к 
различным разработанным теориям спутников, рассмот­
рим два метода весьма общего применениЯ: метод эмпи­
рических орбит и метод численного интегрирования. 

§ 2. ЭМПИРИЧЕСКИЕ ОР&ИТЬI 

.Как показывают уравнения (31), если преобладаю­
щая часть (отрицательного) гамильтониана F = U- Т 
может быть выражена только через Иl\1Пульсы Pi. то 
каждая каноническая переменная может "быть представ­
лена как константа плюс периодические члены плюс 

(для переменных местоположения) вековой член. Это 
же справедливо для кеплеровских элементов а, е, i, М, 
ffi, Q. Следовательно, если бы существовало чисто нью­
тоново физическое положение, то точно наблюденные 
вариации кеплеравой орбиты могли бы быть полностью 
учтены эмпирическими рядами Фурье: 
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(49) 

Поскольку, как описано в § 4 и 6, гравитационные 
вариации, представляющие интерес для геодезии, появ­

ляются в орбите в форме периодических или вековых 
изменений известной частоты, то удобнее всего их вы­
числять по эмпирически определенным ве:шчинам С и 
S уравнения ( 49). 

Методы вывода эмпирических орбит по наблюдениям 
спутников были весьма широко развиты на смитеонов­
екай астрофизической обсерватории Вейсом и его сот 
рудниками в соответствии с программой дифференццаль· 
нога исправления орбит ({!], сто. 135-144), [21]. По· 
скольку действитеJ1ьное физическое положение нельзя 
считать чисто ньютонопым положением в абсолютном 
лространстпе, то для учета торможения и других ва­

риаций добавляются полиномиалr,ныс, экспоненциальные 
и гиперболические члены. 

Полное выражение, возможное для каждого орби­
тального элемента Р;, таким образом, имеет форму 

Е1 ; .(t-to) н2 . ·] 

+-Eo;ie 1 +Ho;j(Hlii-t) '1 • (50) 

К:роме того, вариации определяются не совершенно 
точно. Во-первых, программа разработана для прило­
жения к наблюдениям направлений. Поэтому большаf, 
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полуось не включена в элементы, исследуемые уравне­

нием (50), а принимается из вычислений по наблюден· 

ному среднему движению n с использованием уравне·· 

ния (63). Во-вторых, наблюдения обычно производятся 
с частотой, которая заметно меньше частоты обращения 
спутника по орбите, так что вместо короткопериодиче­
ских вариаций частоты n, 2n и т. д. ({22], стр. 31-33) 
могут быть получены ложные долгопериодические ва­
риации. Таким образом, короткопериодические вариа­
ции, вызванные сжатием ! 2 , вычисляются по формулам 
Козаи [23] и исключаются до исследования по урав­
нению (50). 

Эмпирические орбиты регулярно вычисляются смит­
соновской астрофизической обсерваторией и публикуются 
в их серии «И с следования по космическим наукам, спе­
циалыtьtе отчеты» (Research in Space Science, Special 
Reports). 

§ Э. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

При наличии достаточных вычислительных средств 
простейшее решение динамической проблемы состоит в 
численном интегрировании уравнений движения ( 12) в 
прямоугольных координатах при помощи одного из стан­

дартных методов решения систем обычных дифферен­
циальных уравнений высшего порядка ({24], стр. 261-· 
306), ({25], стр. 375-411). В астрономии численное ре­
шение в инерциальных прямоугольных координатах 

обычно известно как метод К:ауелла. Он описан в ([9], 
стр. 218-222), ([12], стр. 89-91), ({15], стр. 169-175). 
Численное интегрирование в прямоугольных координа· 
т ах- наиболее широко применяемый метод, и програм­
мы для этого метода (применяемого либо в качестве ос· 
новного, либо для контроля программы, основанной на 
общей теории) имеются во всех вычислительных цент­
рах, занимающихся вычислением орбит. 

Приемы численного интегрирования, имеющие, ве· 
роятно, ню1более широкое пр именение в США,- это 
приемы, разработанные Каннингемом и в существенной 
части описанные Винопом и Бреди [26]. Для сохранения 
точности, достаточной д.пя геодезического применения з 
течение нескольких недель, требуется код двойной точ­
ности (т. е. код, содержащий более восьми значащих 
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Десятичных цифр), а шаг интегрирования для близкого 
спутника должен быть равен 2 .мuн или менее. В [26] 
используются центральные разности вплоть до десятого 

порядка. Итеративная оценка интегралов служит для 
переноса компонентов положения и скорости вперед на 

девять последовательных шагов, после чего произво­

дится контроль путем вычисления компонентов поло­

жения для пятого шага по формуле, использующей цен­
тральные разности. Если соответствие не достигается в 
в пределах 10-11 , то шаг интегрирования сокращают на­
половину, а если оно достигается в пределах 10-15, то 
шаг у дваива ют. Код обычной точности ( 1 О-8) убыстряет 
работу в десять раз [27] и, вероятно, достаточен для 
геодезических целей на протяжении около одного дня 
при шаг'е в 1 .мин. Рассмотрение накопления ошибок при 
численном интегрировании см. в ([15], стр. 158-159) 
и [28]. 

Если численное решение выполняют при небольшил 
отклонениях от известного решения, т. е. для возмуще­

ний относительно промежуточной орбиты, то шаг инте­
грирования может быть значительно увеличен и, следо­
вательно, достигнута экономия в вычислениях. Подоб­
ные методы известны в астрономии, где они применя­

лись длительное время. Наиболее обычным для тел с 
пренебрегаемо малой массой является метод Энке ([9], 
стр. 222-224}, ([12], стр. 91-105), ([15], стр. 176-182), 
в котором отклонения от кеп.11еровой орбиты вычис­
J1Яются в прямоугольных координатах. Эти отклонения 
~=х-х' появляются в дифференциальном уравнении 

~- = +(fqx-~) + vR. 
г 

(51) 

где fq- величина, противоположная сумме всех членов 
после первого в биноминальном разложении (r'fr)З, т. с. 
величина порядка ~/r. Форма (51) используется потому, 
что она удобна для вычислений на настольных вычисли­
тельных машинах, так как f может быть табулировано 
в функции q ([12], стр. 155). Для применения к спут­
никам Земли метод Энке может быть обобщен так, что­
бы r' относи.11ось к промежуточной орбите, учитывающе!'i 
влияние сжатия Земли. 

Метод, аналогичный методу Энке в полярных коорди­
натах, принадлежит Ганзену ([9], стр. 224-227). Однако 
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он настолько сложен, что вместо него можно выполнять 

численное интегрирование относительно кеплероных 

элементов непосредственно, используя уравнения (29) 
или им аналогичные, выражающие возмущающие силы 

в ортогональных компонентах. Ivlетоды численного ин­
тегрирования относительно кеплероных либо аналогич­
ных элементов известны как методы вариации произ­

вольных постоянных, или вариации параметров, или 

вариации элементов. Было разработано несколько та­
ких методов либо относительно только кеплероных эле­

ментов, либо относительно сочетания некоторых из них 
с прямоугольными или полярными координатами, как, 

например, метод Брауэра ([15], стр. 398-414) или 
Мьюзена [29]. Да.'!ьнейшее теоретическое развитие чис­
ленных методов логически приводит к общей численной 
теории, рассмотренной далее. 

Другой численный метод, таящий в себе значитель­
ные возможности для решения проблем геодезии, заклю­
чается в выражении возмущений элементов или коор­
динат чис.'lовым рядом Фурье '[30]. Этот метод, по-ви­
димому, впервые применил Эри к проблеме Луны ([19], 
стр. 245-246), а недавно он был применен Эккертом 
[31] для исправления лунной орбиты. 

Сравнение различных численных методов дано в {32. 
33 и 34]. В общем, если желательно сэкономить на про­
граммнравании и если должны быть учтены большие 
или переменные возмущения, то предпочтительнее бо­
лее простые методы, как, например, метод l(ауелла. 
Если же промежуток времени велик, возмущения неве­
лики и имеют систематический характер и необходимо 
сэкономить машинное время, то предпочтительнее болеt 
совершенные методы вариации постоянных. Эти методы, 
кроме того, обеспечивают лучшее понимание физичt­
ского смысла явления. 

§ 4. ЗАДАЧА &ЛИЗКОГО СПУТНИКА 

Определим задачу близкого спутника как решение 
уравнений движtния для частицы пренебрегаемо малой 
массы в потенциальном поле с возмущающей функцией 
R2 уравнения ( 41). С исторической точки зрения может 
показаться неуместным рассматривать проблему близ­
кого спутника до проблемы Луны, однако задача близ-
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кого спутника является более важной для геодезии и 
более легкой, а вместе с тем вплоть до последнего вре­
мени и «обладавшей отличительной особенностью быть 
простейщей из нерешенных проблем небесной механи­
ки» [35]. 

Решение указанной задачи до членов первого порядка 
наиболее просто достигается использованием R2 в ла­
гранжевых уравнениях (29), вследствие чего возмуще · 
ния всех элементов оказываются пропорциональными 

J2. Здесь 12 для Земли составляет около 1 : 1000. Дру­
гие коэффициенты гравитационного поля Земли, кото­
рые представляют интерес, имеют порядок 1 о-б или 
меньше, поэтому при решении необходимо также учи­
тывать члены, пропорциональные 1~. Чтобы свести 

число ссылок на литературу к минимуму, рассмотрим 

только те теоретические выводы, которые либо учиты­
IНJЮТ влиющя до J~ (в данном параграфе), либо выво-

дят влияния первого порядка для общего члена коэф­
фициента 1 nm, Кпт (см. § 6). Из мноtих выводов вли~­
ний первого порядка заслуживают упоминания, как 
имеющие приоритет, лишь выводы Краузе [36] и Спит­
цера [37]. Рассмотрение основано на семи пунктах, пе­
речисленных в § 1 в качестве характеризующих методы 
решений, с отдельным предварительным учетом систем 
i,\оординат и выражения в них потенциала. Все рассмат­
риваемые решения также учитывают влияния 14, а не­
которые- влияния 13 и / 5, но только до первого по 
рядка, вследствие чего они будут изложены далее 
в § 6. 

Возмущающая функция 

Силовая функция (величина, противоПоложная потен­
циалу) в сферических полярных координатах имеет вид 

и fJ. [ 1 J ( ае ) 2 
( 3 · 2 1 ) = --;- - 2 --;- 2 SIП ер - 2 , (52) 

а в прямоугольных координатах 

И= Р· ·[1-J __ а~_Х 
1' х2 + у2 + 22 2 х2 + у2 + 22 

х- --( 3z2 1 )] 
2(х2 + у2 "+ z2 ) 2 · 

(53) 
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В эллипсоидальной (сплюснутый эллиnсоид вра· 
щения) .системе координат, для которой уравнение по· 
тенциала (62) ..IJЛИ (53) совпадает с той же эллипсои­
дальной координатной поверхностью на экваторе и на 
nолюсе 1[38, 39], силовая функция будет 

и = fJ. . [1- -·- с2 Х 
у с2 + р2 _ c2J2 2 (с2 + р2 _ с2"2) 

х -1 • ( Зр202 )] 
с2(1 _ 02) + р2 (54) 

где с=ае Vh -Здесь р определяет эллипсоидальную 
поверхность, а cr (пробегающее значения от -1 до + 1) 
устанавливает поверхность гиперболоиднога типа; а­
.синус угла между асимптотой и экватором. 

Координаты в уравнении (54) разделяются не без 
труда, поэтому решение, использующее эллипсоидаль­

ные координаты, с большим удобством может быть по­
лучено из выражения 

.. 
Ив= fJ.P = L ~(-1)nJ~(!!!...)2n P2п(cosq>), (55) 

р1 +с2а2 r"""""" r 
11=0 

которое отличается от и на величину порядка J~ 

{38, 39]. 
Потенциал (52) в оскулирующих кеплеровых элемен· 

тах ({15], стр. 564), [23, 40 или 41] имеет вид 

U >= J!:.._l_!!__ .!.L(~)2(~)3 !(2- 3sin2 i) + 
. а r 4 а r 

+ 3 sin2 i cos 2 ( w + f}] , (56) 

а в переменных Делоне ({15], стр. 564), (40] 

и= J!:.... + f'ч2t?. [(з.!!:- 1)(.!!....)з + 
r 4L6 G r 
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Для исключения r и f из уравнений (56) и (57) тре­
буются эллиптические разложения по степеням эксцен'J­

риситета ([9], стр. 44-46), ([ 15], стр. 564), [40]. 
Методы решений в данной работе несколько произ­

вольно классифицированы в соответствии с возможно­
стью или невозможностью определить промежуточную 

орбиту как точное решение части одного из потенциалов 

(52) - (57). Иначе говоря, классифицированы в соот­
ветствии с разделением на динамические и геометри· 

ческие промежуточные орбиты. Обозначения, взятые из 
цитированных статей, насколько возможно приведены 
в соответствие с обозначениями, примятыми в этом об­
зоре. Относительно перехода от других параметров сжа­
тия к !2 см. {40, 42 или 43]. 

Динамические теории промежуточных орбит 

Теория. Брауэра (,[15], стр. 562-573), {40] являетсSI 
решением уравнений Делоне (25), (26) и (27) с исполь­
зованием возмущающей функции в форме уравнения 
(57) методом канонических преобразований, как в ураз­
нениях (37) - ( 44). Для облегчения интегрированиа 
производящей функции S и обеспечения достаточной 
близости орбиты к действительной производятся два 
канонических преобразования: первое- к орбите, опи­
сываемой гамильтонианом F' (L', G', Н', g), КО'J\Орая 
таким образом имеет те же долгопериодические вариа­
ции, как и фактическая орбита, и второе- к орбите, 
описываемой гамильтонианом F" (L", G", Н"). 

Это двухступенчатое иреобразование приводит к по­
явлению дополнительного члена (дF; jдg) (дS 1/дG') в 
правой части уравнения ( 41). ЗдеС;ь F; полностью оп­

ределено. При выполнении интегрирования по средней 
аномалии l используются преобразования (7) и (8), а 
интегрирование выполняется формально по истинной 
аномалии f. Определяются только долгопериодические 
(т. е. не являющиеся фу~кциями от /) вариации, выз· 
ванные S2, однако в остальном решение полностью со­
ответствует второму порядку. Иначе говоря, выводятся 
все вариации, возникающие ввиду F; и F;. Постоян­

ными интегрирования являются средние элементы, т. е. 

постоянные части а", е", i" и секулярно меняющиеся 
част» l~. g~. h~ щ1 данную эпоху. Неваэмущенное 
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среднее движение определяется в виде n0 = V ~t/а''й, 
щ:ледствИе чего промежуточная орбита оказывается 
кепдеровой, соответствующей лотенциалу И0 = ~jr'. 
Брауэр [40] вывощп таюке долгопериодические и веко 
вые эффекты / 3, / 4 и /5- первого порядка. Проблем.ы 
нулевого эксценгриситета и нулевой наклонности могут 
быть решены использованием канонических переменных 
(28). Вековые и долгопериодические члены, возникаю­
щие вв.иду действия члена с ! 2 в теории Брауэра, где 

V ' 2 ,.,,= l-e"2, 8=cosl" и y 2=ael2!(2a"2 ч4 ), таковы: 

l' = l~ + n0t { 1 + + "I2'Yi (- 1 -+- 382 ) + :2 1;''YJ Х 1 
Х (- 15 + 16Yj -j- 25·t? + ( 30 - 96'Yj - 90·'i2 ) &2 + 

\ 1 ' + (105 + 144"/j+ 25Yn 64 1) + gi2'YJ3 !1 -1162 -

-- 4084 ( 1 - 582)-1 1 sin 2g" 

g' = g0 + n t {2.."; ( -1 + 582 ) + _.:!_ .,;' [-35 + 
о 2 1 32 1 

+ 24'У) + 25Yj2 + ( 90 - 192'У) - 126·'i2 ) 62 + ( 385 + 
+ 360Yj + 45~2 ) 64 1} ---1- ·r 2 [2 +е''')- 11 (2 + 

16 

+ Зе"') 82 -40 (2 + 5е"') &4 ( 1 + 582 )-1- 80е'''81' Х (58) 

Х ( 1- 5&2)-21 sin 2g" 

h' = h~ + n0t {- 3·r~e + + ·r;' [( -5 ± 1'2-'i + 9YJ2 )6+ 

1 1 ' 2 + (-35- 36YJ - 5YJ2 ) 831 f - 812~" е 1 11 + 8082 х 

х ( 1 -· 582 )-1 + 20084 ( 1- 582 )-21 

с' = е" + -1-1;e"1j2[ 1--1182-4084 ( 1-5&2 )-1 1 cos 2g" 
8 

i' = i" - - 1 1; е"' ctg i" 11 - 11 -1 2 - 4084 ( 1 
8 

-- 582 )-11 cos 2g" 

Долгопериодических вариаций в а нет. Следует за­
метить, что периодические члены второго порядка. вы-
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Rеденные из F; и F;. становятся ч.1енами первого пv­
рядка в том смысле, что их коэффициенты содержат 
скорее !2, а не J~. Следует, кроме того, заметить, что 

выраж·ение ( ~ 1 + 582), содержащееся в вековом члене 
первого порядка для g', снова встречается в этих чле· 
н ах второго порядка для всех переменных в виде 1/ ( 1-
-582). Отсюда следует, что эта теория не может быть 

использована вблизи 8= ( ~ //2 или i=63°26'. Подобные: 
орбиты должны определяться отдельно (см. § 4). 

Ковалевский [20] развил теорию второго порядка. 
аналогичную теории Брауэра. 

Теория Гарфинкеля [35, 44] использует в качестве 
промежуточной орбиту, соответствующую потенциалу 

где 

1 
CI = . 

а ( l - е2 ) 

с 2 = cos2 i; 

l 3 cos2 i- 1 
Сз=4· a2(J-e2/i, 

Решением уравнений движения с силовой функцие;i 
в виде (59) является «псевдоэллипс», включающий два 
эллиптических интеграла. Произведенный выбор значе­
ний ci приводит к тому, что эта промежуточная орбита 
включает все вековое движение первого порядка. Кано­
нические переменные, соответствующие псевдоэллипсу, 

по форме аналогичны переменным Делоне (26), за ис­
ключением того, что f.l. за меняется на f-1. 1 = f.l. ( 1-31 2а Сз). 
а.Н умножается на коэффициент 

{t + 6J2a;cos 2 i/[p.'a2 (1-e2 )2]. 

Все вариации первого порядка и все вековые и дол· 
гопериодические вариации, возникающие в этих псев­

доэллиптических элементах от F;, определяются кано 

ническим преобразованием типа, в общих чертах опи­
санного в уравнениях (37)-(44). 
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Стерн {45} отыскивает промежуточную орбиту, со­
оtветствующую потенциалу 

(60) 

В решении для промежуточной орбиты участвуют че­
тыре эллиптических интеграла. В [45] получены только 
возмущения первого порядка. 

Винти [38, 46, 47] разработал теорию спутника в эл­
липсоидальных координатах. Он получает уравнения 
Гамильтона- Якоби ( 40), соответствующие эллипсои­
дальному потенциалу UE уравнения (55), причем каж­
дая из трех координат р, о- и а (прямое восхождение) 
разделяется на различные члены так, что они интегри­

руются численно или разложением в степенной ряд 
по ! 2• Постоянные интегрирования могут быть выбраны 
так, что их можно считать обобщениями кеплероных 
элементов. Формальной сингулярности (особенности), 
как в уравнениИ (58), при критйческой наклонности 
i=63°26' нет. Однако проблема возмущений при крити­
ческой наклонности остается ввиду того, что действи­
тельные / 4, 16 11 т. д. отличаются от J~, -!~ уравнения 
(55), см. § 4. Винти .[38] полностью описывает теорию 
вплоть до получения уравнеtшй Гамильтона- Якоби 
с разделенными координатами. Недавно было опубли­
ковано (46] решение, включающее все вековые влияния 
и периодические влияния до членов О ( J) . 
Ижак (39] выполнил решение уравнений Винти, ко­

ТQрое включает все члены до второго порядка - ко­

роткопериодические, равно как и долгопериодические. 

Его решение уравнений Гамильтона- Якоби имеет вид 

где Р и Q- многочлены четвертой степени своих аргу­
ментов и трех переменных (импульсов). 

Нижние пределы интегрирования произвольны, и 
наиболее удобно принять в качестве их минимум р 
(аналогично перигею) и экватор. Дифференцирование 
уравнения (61) относительно каждого из переменных 
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импульсов для получения угловых переменных приводит 

к переносу радикалов в знаменатель; интегралы оказы­

ваются эллиптическими. Наибольшее внимание в тео~. 
рии Ижака уделяется преобразованию этих йнтегра.1юв 
к обычному виду и шr последующему разложению в 
ряды Фурье. Независимой переменной сделан эллипти·· 
ческий аналог истинной аномалии, а канонические пере­
менвые импульсы преобразуются в аналоги а, е 8 
sini. Для р и cr выводятся замкнутые выражения через 
эллиптические функции от а, е, sin i и постоянных, ко­
торые являются функциями последних. Эти Постоянные 
раскладываются в ряды по степеням ( cfae) до четвер­
того порядка, т. е. до /~. Четыре интеграла, nолученные 
дифференцированием уравнения (61), раскла.дываютсЯ 
в ряды Фурье аналогично аргументу широты И истинной 
аномалии в кеплеравам движении. Наконец, эти фор­
мулы преобразуются для получения удобных выражений 
для координат и других представляющих интерес ко­

личеств через орбитальные элементы а, е, sin i, t0, Q, Q> 

и истинную аномалию, которая, в свою очередь, выра­

жается через время, орбитальные элементы, с и J.t. Ма­
лых величин в знаменателях нет, поэтому теория хо­

роша для всех эксцентриситетов и наклонностей (вклю­
чая наклонность в 63°26'). 

1\озаи {23] основывается на лагранжевых уравнениях 
движения (29), из которых быстро выводятся возмуще­
ния первого порядка. Возмущения второго порядка по­
лучаются интегрированием типа 

(62) 

в которых Ei- любой орбитальный элемент, а Ei nо­
лучается из уравнений (29). 

1\озаи выводит все долгопериодические члены вто­
рого порядка и вековые члены, кроме членов с М (сред­
нsя аномалия). Его постоянные интеrрчрования совпа-
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дают с постоянными Брауэра, за исключением большой 
полуоси 

а = з/ fl· ( 1 _L _1_ + ~ 2) v i? \ 1 3 р 27 р ' 
(63) 

где 

что примерно равносильно изменению !l на !.t' Гар­
финкеля. 

Брауэр [48, 49] применил к проблеме близкого спут­
ника теорию Хилла-Брауна для Луны (см.§ 5), ис­
пользуя прямоугольные координаты, вращающиеся вме­

сте со спутником (в экваториальной [48] или в орби­
тальной [49] п..поскостях) с круговой промежуточной ор· 
битой: Теория в '[48] развита до членов второго порядка, 
но включает .наклонность и эксцентриситет в виде сте­

пенных рядов до i3 и е3 и, таким образом, точна только 
для почти круговых, почти экваториальных орбит. Тео­
рия в .{.49] дает только промежуточные орбиты и не 
r;ключает влияния эксцентриситета. 

Теории геометрических 
п-ромежуточных орбит 

Теория Мьюзена [50, 51, 52] основана на теории, риз­
витой Ганзенам для Луны. Обработка возмущений раз­
делена на две части, соответственно их разделению на 

возмущения в плоскос1 и оскулирующей орбиты и воз­
мущения этой плоскости. Это разделение достигается 
применением для первых возмущений в качестве проме­
жуточной орбиты равномерно вращающейся кеплеровоii 
орбиты, отнесенной к прямоугольным осям координат 
х, у, зафиксированным в плоскости орбиты. Возму­
шающая функция R раскладывается в числовой рнд 
Фурье ([12], стр. 123) по промежуточной эксцентриче­
ской аномалии Е', которан служит независимой пере­
менной. При разложении уравнений движения поляр­
ный угол v от закрепленной оси х на действительное 
место спутника принимается равным соответствующему 

углу фнюивного спутника на промежуточной орбите. 
Вычис.1енные таJшм образом возмущения о~!IОС~Т\Я I\ 
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моменту, когда спутник проходит некоторый полярный 
угол: бz=z-t. Радиальные возмущения выражаются 
через небо.Тiьшой коэффициент 

г ( t) = ( 1 + v ) r' ( z) . (64) 

Оба возмущения {jz и \' определяются в плоскости 

Ганзена через одну и ту же функцию Ганзена W, ко· 
торая наиболее кратко выражается в виде 

- h 2h 1 W=-1----f---, 
h' h' 1 + '1 

(65) 

где h определяется из уравнения (5). (Величина h в 
обозначениях Ганзена и Мьюзена обратна той же ве­
личине в наших обозначениях.) 

Здесь W- безразмерная величина, которая, как {jz 
и v, в неваэмущенном случае обращается в нуль. Этот 
принцип все время применяется в вычислениях д.'IЯ 

удобства. Функция, определяемая в первую очередь по 
возмущающей функции R,- это 

dW!dE', 

где Е' используется как независимая переменная, а не 
как параметр положения. 

При интегрировании по Е' для вывода W учиты­
вается, что в соответствующих выражениях нет постою! 

ных членов или членов с аргументом Е', что объяс­
няется применением промежуточной орбиты. Эта пропе­
дура эффективно определяет постоянную интегрирова· 
1-fИЯ е' как коэффициент вариации sin Е' в оскулирую­
щей средней ано:vrалии в соответствии с кеплеровьаt. 
уравнением (3). Постоянная интегрирования а' опре-

деляется по «среднему» среднему движению n= n' и 
третьему закону Кеплера, см. уравнение (6). Ориенти­
ровка оскулирующей плоскости определяется четырьмя 
параметрами, два из которых незначительно отличаю1ся 

соответственно от sin i/2 и cos i/2, а два - незначительно 
отличаются от нуля. Этим избытком параметров дости­
гают преимуществ симметрии. 

Для определения параметров ориентирования произ­
водится разложение в ряды Фурье по Е', а наклон· 
1-юсть i' промежуточной орбиты определяется так, что 
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sin i' оказывается, как в уравнении ( 46). коэффициен­
том всех вариаций sin <р вида sin (f + ш). 

Промежуточная орбита содержит все вековые движе­
ния узла. 

По данной последовательности постоянных интегри-

рования а', е', i', (t)~, Q~, м~ и параметрам гравита­
ЦИОННОГО поля f!, !2 и т. д. при помощи итераций, ис­
пользуя принцип, выраженный уравнением ( 48), полу­
чают ряды Фурье и вспомогательные постоянные. Тогда 
для любого момента времени радиус-вектор г, который 
служит для получения эксцентрической аномалии Е', 
используемой в дальнейшем в рядах Фурье, может быть 
определен итерацией уравнения К:еплера (3) со сред­
ней аномалией, выраженной в виде 

м~+ n(t -to) + n%z_ 
Применение итерации позволяет численно установить 

точность вычислений как предел, после достижения ко­
торого вычисления прекращаются. Теория Мьюзена не­
применима для случая малых эксцентриситетов, по­

скольку применение Е' в качестве независимого пере­
меннаго требует хорошо определенного положения пе­
ригея. Она неприменима и для случая критической на­
клонности i= 63°26'. Эта теория была широко применена 
Хергетом с сотрудниками в качестве основы для про­
грамм вычисления орбит в вычислительном центре На­
ционального управления по аэронавтике и исследова­

нию космического пространства [53, 54, 55]. Мьюзен 
недавно опубликовал новую теорию '[56] с несколькими 
усовершенствованиями. В качестве независимого пере­
меннога используется полярный угол v от начальной 
точки, поэтому радиус-вектор и ориентировка плоскости 

орбиты могут быть ·выражены не усеченными бесконеч­
ными рядами, а замкнутыми тригонометрическими мно­

гочленами, что обеспечивает более быструю сходимосп, 
процесса итерации. 

В теории К:инг-Хила {57] принимается, что спут­
ник постоянно находиген в опорной плоскости с фикси­
рованной наклонностью. Промежуточная орбита в этой 
плоскости- кеплерова орбита с аргументом фиксиро­
ванного перигея, равным соответствующему аргументу 

для действительного спутника. Этот пернгей на данную 
эпох:у прцнцмается за начальную точку, от которой при 
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помощи полярноrо yгJia выражается угловое место спут­

ника. Уравнения движения решаются в первом прибли­
жении в предположении, что уравнение для 1/r, см. 
уравнение (8), в правой части видоизменяется членами 
порядка ! 2 и что долгота узла опорной плоскости ~1 
имеет вековое движение, пропорциональное !2. Эти пер­
вые приближения затем используются для последова­
тельного отыскания членов порядка J2e и !~. Члены 
высшего порядка не выводятся, поэтому можно пола­

гать, что эта теория обеспечивает результаты, сравни­
мые по точности с результатами ранее описанных тео­

рий лишь при небольших эксцентриситетах. 
Теория Бреннера и Латта [58] аналогична теории 

Кинг-Хила; ее основные видоизменения состоят в том, 
что опорная плоскость имеет переменную наклонностt, 

и в угловом месте спутника учитывается вековое дви­

жение перигея в этой плоскости. Члены порядка J 2е2 
или более высокого порядка не выведены. 

Жонголович [61] предложил теорию второго порядка, 
исходящую из уравнений двцжения, аналогичных урав­
нениям (29), но выражающих возмущающие силы в ор­
тогональных компонентах (радиальном, трансверсаль­
ном, нормальном). Постоянными интегрирования служат 
оскулирующие элементы восходящего узла. 

Мерсон {59] также предложил теорию, учитывающую 
вековые влияния в !~, используя уравнения движения t 

ортогональными компонентами возмущения и узловые 

элементы. После этого он определяет промежуточную 
орбиту так, что а' и е' постоянные с точностью до 
О(!П *. 

Сравнение теорий 

Для достижения большей точности и эффективности 
решения теория Мьюзена (50, 56] для большинства спут­
ников, вероятно, является наилучшей из существующих, 
поскольку метод решения итерациями равносилен учету 

членов порядка выше J~. Из общих теорий (не просто 
численных решений) теории Винти {46] и Ижака [39] 
представляют собой наиболее полные решения проблемы 

* После написания данного обзора автору стало известно о но­
вых теориях близкого спутника второго или высших порядков 
[246-250]. 
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двух параметров ( ~t, / 2 ) и в то же время применимы ;< 
J-/аибольшему многообразию орбитальных .спецификациii. 
Однако теории, изложенные в [35, 40, 59, 61] должны 
быть достаточны для оснопных геодезических примене­
ний, равно как и теория [23] при эмпирическом опреде­
лении среднего движения и при небольшом эксцентри­
ситете {57, 58]. Вторая цель (глубокое понимание физи­
ческой сущности) в значительной степени является IШ­
дивидуальным делом. Предыдущие описания позволяют 
выбрать наиболее подходящую теорию. 

Два других критерия, по которым можно судить о 
теориях, это легкость включения дополнительных влия­

ний и легкость сравнения результатов с результатами 
другой теории или с результатами численного интегри­
рования. Для исследования явлений с существеннымн 
влияниями только первого порядка, как например, гр<J­

виметрических гармоник высшего порядка, все теории 

одинаковы, поскольку уклонения от любой численной 
или общей теории по существу одни и те же. Включе­
ние явлений, имеющих значительные влияния второго 
порядка, например торможения, было исследовано до 
сих пор только для теории Брауэра ([15], стр. 574-
582), [118]. Однако нерегулярные вариации торможения 
столь велики, что любые теоретические выводы имеют 
сомнительную ценность. Учет торможения в численных 
приложениях теории Мьюзена ограничивалея [54] вклю­
чением члена, выражающего вековое изменение сред­

него движения, n: 

(66) 

Основной критерий ценности любой теории состоит 
в том, что теория дает те же радиус-векторы и векторы 

скорости на любой момент времени, что и получаемые 
численным интегрированием, либо те ж.е оскулирующис 
элементы, что и по теории, уже зарекомендовавшей 
себя как надежная. Бейли и Брайант [62] приводят фор­
мулы, позволяющие выполнить сравнения второго вида 

с теорией Мьюзена. Кроме того. полезно иметь возмож­
ность непосредственно преобразовьшать постоянные ин­
тегрирования одной теории в постоянные другой теории. 
Подобные преобразования легче всего выполняются для 
теорий, использующих в качестве постоянных средние 
элементы, а также сферические системы координат, та-
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ких как теории -Брауэра (40], Гарфинкеля (35] и Ко­
заи [23]. 

Гарфинкель приводит соотношения между постоян­

ными Брауэра и своюш, а уравнение (63) дает возмож­
Iюсть согласования теорий Козаи и Брауэра в вековых 
движениях узла и периген лучшего, чем до 10-5. Зна­
чительно труднее получить преобразования, связываю­
щие теории, развитые в различных (сферических и ЭJ1-
липсоидальных) координатах, или теории, использующие 
различные (динамические и геометрические) промежу­
точные орбиты. Единственное опубликованное преобра­
зование подобного рода {63] ограничено случаем круi·о­
вой орбиты для теорий Брауэра [40] и Кинг-Хила [47]. 
Трудность состоит здесь, скорее, не в погрешности или 
НЕ:точности определений, как это было предположено 
Ковалевским [20], а, по-видимому, в алгебраической 
сложности. Применение оскулирующих элементов для 
моментов прохождения через периген или восходящий 
узел в качестве постоянных интегрирования в [57, 58, 59, 
61] приводит к тому, что в соответствующие этим тео­
риям коэффициенты входят отличающиеся друг от друга 
степени эксцентриситета и возникают отличающиеся 

друг от друга периоды, как это указывается уравнением 

(47). Например, теория Жонголовича [61] имеет в Q 
• 2 

и ш члены, пропорциональные J 2 cos uJ. 
Применеине общих теорий возмущений, вызванных 

сжатием Земли, для определения лучших значений !2 
будет рассмотрено в § 6. 

Специальные проблемы 

I}роблема ~ритической наклонности (5 cos2 i- 1 =О 
ию1 i = 63°26') решена Хори [64], Гарфинкелем [65], Ха· 
гихарой r[254], Козаи [281] и Страблом [247] с примене-

нием степенных разложений по V !2, встречающихся в 
эллипсоидальных теориях [38, 39]. Величина !4 стано­
вится значащей при определении ширины зоны наклон­
ности i, в пределах которой перигей совершает колеба­
тельное движение, а не перемешается секулярно. 

Для орбит с небольшим эксцентриситетом или не­
большой наклонностью могут быть использованы каио­
нические элементы (28). Неточность, которая будет 
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иметь место в h или в g+h, не будет оказывать соиз­
меримого влияния на точность определения положения 

или скорости спутника, поскольку функции h и g + !z 
всегда умножаются на коэффициенты соответственно 
O(sin2 i) и О(е). Другая система элементов, которая 
по существу включает эти коэффициенты, дана К.оэаи 
[23]. Проблема ма.пых эксцентриситетов рассматривается 
также в [255-257]. 

Козаи [66] исследует влияние прецессии и нутации 
земной оси, которые при использовании инерциальных 
координат приводят к медленному изменению члена 

12 в R со временем. Наибольшим является вековое из­
менение, доходящее несколько больше чем до 20" в год. 
!\роме того, имеются периодические вариации с ампли­
тудой до 8". Если координаты отнесены к движущемуся 
экватору (опорная плоскость, см. § 8), то появляются 
меньшие периодические члены. 

К.озаи [67], а также Мьюзен, Бейли и Аптон [68, 69] 
выводят влияние лунного и солнечного возмущений на 
близкий спутник. Возмущающая функция Rs приведеи­
ная в уравнении ( 15), может быть разложена в сумму 
полиномов Лежандра 

где 

.. 
Rs =- - Рп(S), fL* ~ ( r )n 

r* r* 
n=2 

s = cos (r, r*) = _I Ft(п*) Х 
1 

(67) 

х cos [r + ro + (_~ }~-~~ ± (f' + ro*)] (68) 

сумма шести членов, в которой v=sini/2 и ДQ=Q-Q"'. 
Наличие коэффициента (rjr *)n приводит к тому, что 
только два главных члена (при n=2 и 3) могут иметь 
значение в Rs. При подстановке S из уравнения (68) и 
выполнении всех умножений выражение P2(S) раскла­
цывается в 23 члена (включая постоянную) вида 
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P2 (S) = _IFi(l, r*)cos(at(f+ ш) + 
l 



(69) 

где ai=O или 2, bi=-2, О или 2 и Ci=-2, -1, О, 1 
или 2. 

Выражение P 3 (S) раскладывается в 56 членов. За­
тем возмущающая функция преобразуется от истинных 
аномалий f, f' к средним аномалиям М, М* путем при­
менения стандартного эллиптического разложения для 

функции (r/a)P cos (qf+a), см., например, ([9], стр. 44--
46). Поскольку аномалия спутника меняется намного 
быстрее, чем любой другой угол, входящий в возмущаю­
щую функцию, ощутимый вклад при интегрировании но 

времени будут давать члены, в которых отсутствует сред­
няя аномалия спvтника М. 

JrолгопериодЙческая величина 

Х ~ Gj(e*)cos[aiw + biw* + (Ь1 + j)M* + ci.iQ], (70) 
1 

где j пробегает значения от -оо до +оо, Gi(e) имеет 
порядок eai , а Gj(e*)- порядок e* 1i 1, е*=0,017 для 
случая Солнца и 0,055 для случая Луны. Очевидно, что 
су~естве~ные . члены, для которых FiG i велико, а 

[aiш+bi(ш*+M*)+Ci~Q] мало, сильно зависят от не­
посредственного влияния эксцентриситета и наклонности 

орбиты на Fi и Gi и их косвенного (посредством !2) 

влияния на ш и Q и должны определяться для каждо­
го спутника отдельно. Например ([68], стр. 39), цля 
спутника 1958~2 (i=34°,2, е=0,19) член щ=2, bi= 
=-2, Ci=2 наиболее важен, несмотря на коэффициент 
е2 • Введение этого члена в уравнения (29) приводит 1\ 
колебанию высоты перигея с амплитудой 1,458 км. 
(В некоторых оценках лунного и солнечного влиянш"1 
этими членами с е2 пренебрегают.) 

Полное разложение долгопериодических членов 
P2(S) и Рз(S) приведено в [68] вместе с короткопери­
одическими членами Р2 (S) в функции эксцентрической 
аномалии для использования в теории Мьюзена {50] 
ганзеновского типа. 
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§ 5. ТЕОРИИ ДВИЖЕНИЯ ЛУНЫ 

В движении Луны (а= 3,84 · 105 к м) влияния второ­
го порядка / 2 в уравнениях (58) пренебрегаемо малы, 
наоборот, rjr* в R" в уравнении (67) ощутимо больше, 
так что преобладает солнечное возмущение R,. ПоэтQ­
му уравнения (68)-(70) могут быть упрощены введе­
нием эклиптики в качестве опорной плоскости, так что 
у*= О. Однако среднее лунное движение n теперь ощу­
тимо сравнительно со средним солнечным движением 

( n* jn ~ 1 j 13), поэтому должны учитываться короткопе· 
риодические члены. Должны быть учтены также члены 
более высокого порядка вплоть до Rs, 4, содержащие 
P4 (S), и, наконец, а, у, е в уравнении (70) не могут 
считаться постоянными, а ш, Q -- секулярно меняющи­
мися и поэтому должны быть получены приближения 
более высоких порядков. 

Теория Луны имеет длительную историю и достигает 
наибольшего расцвета в исследованиях Ганзена [70, 71], 
Пелоне 1[72] и Хилла {73, 74]. Теории Ганзена и Делоне 
представляют большой исторический интерес как наибо­
лее широкие приложения определенных динамических 

принципов и приемов и как предшественницы теорий 
близких спутников соответственно Мьюзена [50] и Брау­
эра {40]. Детальное изложение теорий Ганзена и ДeJIO· 
не приведено в [19] и [75]. Теория, применяемая в на­
стоящее время, -это теория Хилла, дополненпая 
Брауном 1[76] и Эккертом [31, 77]. 

Теория движения Луны, разработанная Хиллом -· 
Брауном, описана в специальной литературе ([9], 
стр. 254-291), ({25], стр. 335-374). В ней используется 
прямоугольная система координат х, у, z, вращающаяся 
с постоянной скоростью в плоскости эклиптики так, что 
ось х напр.авлена на среднее Солнце, а ось z перпенди­
кулярна к эклиптике. Вследствие этого в уравнениях 
движения ( 12) появляются члены, соответстnующие си­
.1е К:ориолиса и центробежной силе, 

~-2rXn*-(rXn*)Xn*=vИ, (71) 

где 

n* =(О, О, n*\. 
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Хилл подставил 

U=x+ь·V-1; S=--'X-YV-1; v=n-n*; 

m=n*J(n-n*); x=(fLE+fLм)/(n-n*)2 , 

принял 

за независимую переменную и ввел операторы D=--=­
=~(d/d~), D 1 =~(дjд~). Соответствующая подстановка 
в уравнение (71) и некоторые дальнейшие преобрюо­
вания переводят уравнения движения в 

D2 (us+ z2 )-Du-Ds- (Dz) 2 + 2rn(sDu-uDs) + ) 
00 

9 ~ ' + 4 m2 (и+ s)2 - 3m2z2 =С-~ (n + 1) R,, n + 
n=2 

+ D- 1 (D,R~) 

D(uDs-sDu-2mus)+-~ m2 (u2 -s2 )= 
2 

дR~ дR; 
= s-- -u--

дs ди 

дR~ 
а~ 

' (72) 

где С- постоянная интегрирования, а 

R~, содержащий Р п ( S). 
R' -член в s, n 

R~ отличается от R. уравнения (67) 
тремя изменениями: 

1) aja* всюду заменено на 

ata* [(fLE- fLм}/(fLE- !1м)] 

следующими 

для учета массы Луны (существенно только в R~. 3); 

2) координаты Солнца r* отсчитываются относители­
но центра тяжести системы Земля- Луна; 

3) из R~. 2 вычитается член 



а соответствующие производные вычитаются из левоl 
части уравнения (72), см. (1[9], стр. 256-259). 

Промежуточная орбита является периодическим ре. 
шением уравнения (72) при нулевых значениях е*, а/а*, 
z и е. Это приводит к исчезновению в правой части Урав· 
нения (72) всех членов, кроме С, равно как и всех чле· 
нов, содержащих z в левой части. В результате возму­
щающая сила оказывается постоянной и всегда направ­
лена вдоль оси х. Промежуточная орбита называется ва­
риационной кривой. Она представляет собой овал, вра­
щающийся так, что его меньшая ось направлена вдолh 
оси х. Условие периодичности требует, чтобы координаты 
и, s могли быть разложеньi в ряд следующим образом: 

00 

l ! 2i+l и= А a2l~ ; 

1 
(73) -А! 2l+l s = a-2l-2~ , 

J 

где А - постоянный масштабный коэффициент, а0 при­
нимается равным единице, а другие постоянные a2i, 
a-2i-2 вместе с С определяются как функции т последо­
вательными приближениями с вычислением производных 
D, D2 и т. д. от и, s путем подстановки в уравнение (72) 
(причем, как было упомянуто, принимается, что члены с 
R~ и z равны нулю) и под условием исчезновения коэф-
фициентов при каждой степени ~- Большим преимущее1· 
вом метода Хилла является быстрая сходимость процес­
са по т, численное значение которого (т) используется 
на этой стадии в теории. Масштабный коэффициент А 
также определяется видоизменением Уравнения (72), в 
которое вводится величина Х· Величина ае/А -средний 
параллакс, видоизмененный по сравнению с параллак"' 
сом, который имел бы место в соответствии с законом 
Кеплера [см. уравнение (6)] при отсутствии Солнца. Для 
геодезических целей выражение для А лучше всего ис­
пользовать, как в [78], в виде 

(1 +~)А= Vз/fJ-н(l+fJ-м/P·н) 
n2 (74) 
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Решение для промежуточной орбиты включает только 
две произвольные постоянные: t0 (эпоха) и n (определяе­
мое как среднее движение по долготе). Следующая ста­
дия- полное решение уравнения (72) с членами с R: и 
z, равными нулю, что равносильно включению е, но с 

другой стороны равносильно удержанию нулевых зна­
чений для е*, а/а* и z. Основная часть этой стадии за­
ключается в определении (решением бесконечного сим­
метричного определителя) количества со, где (1-co)n 
представляет собой ту часть среднего движения перигея, 
которая зависит только от т. На последующих стадиях 
решения вычисляют изменения в решении уравнения (72) 
последовательным включением более высоких степеней 
малых параметров е*, е, Aja* и sin i/2. Произволь­
ные постоянные е и sin i/2 определяются как коэффици­
енты основных периодических вариаций соответственно 
по долготе и в z ([76], том 53, стр. 69). Браун [76] довел 
решение до членов 6-го порядка, где порядком называет­
ся сумма (названная характеристикой) степеней 
е*, е, Aja * и sin ij2 в произведении соответствующих чле­
нов. Цель вывода состояла в достижении точности 0",01. 
Окончательное выражение имеет около 900 периодиче­
ских членов с числовыми коэффициентами. Браун ([76], 
том 59) вычисляет также влияния планет и влияния сжа­
тий Земли и Луны. 

Браун составил основанные на своем решении табли­
цы, которые были использов·аны для эфемерид Луны на 
период 1919-1951 гг. Ввиду небольших ошибок в таб­
лицах, недостаточного числа членов и накопления оши­

бок округления эти эфемериды не подходили для геоде­
зических целей. Для изучения движений Луны в течение 
коротких промежутков во время затмений 1945 и 1947 гr. 
Зундманом [79] и Хирвоненом [80] (ер. [5], стр. 128-. 
146) были получены специальные численные решения. 
С появлением вычислительных машин уравнения Брауэ­
ра были запрограммированы для непосредственной ма­
шинной обработки, а дополнительные члены были выве­
дены Эккертом [31, 77] в численном виде. Специальная 
эфемерида Луны [77] была составлена на 1952-1959 гг., 
а улучшенная эфемерида Луны, начиная с 1960 г., вклю­
чается в регУлярную эфемериду и обеспечивает точность 
в 0•,001 в прямом восхождении, 0",01- в склонении и 
0",001- в параллаксе. 
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§ 6. ВЛИЯНИЕ ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ ЗЕМЛИ 

В § 4 и 5 были исследованы гравиметрические эффек­
ты, .вызывающие заметные влияния второго порядка. В 
этом параграфе будут исс.r1едованы влияния, представля­
ющие наибо .. 1ьший геодезичесv.ий интерес: влияния откло­
нения гравитационного поля Земли от гравитационного 
поля сплюснутого эллипсоида. Будут также исследованы 
численные решения для получения уточненных значений 
~t=kM и ! 2, поскольку наилучшие значения для этих па­
раметров должны получаться одновременно с решением 

для меньших параметров. 

Возмущающая функция и интегрирование 

Гравиметрический потенциал Земли как сумма сфе­
рических гармоник может быть выражен в виде· 

Х (JoP. (sin~)+ ~(J=cosrnA+ 

+ K.msinm<) Р= (sin ~)~], (75) 

где ер- геоцентрическая широта, отличием коrорой от 
геодезической можно пренебречъ при подсчете всех чле· 

иов, кроме ! 2 ; Pn=Pno, а P"m ~обычные присоединен­
ные функции Лежандра 

k 

р nm ( sin 'fi) = cosm <р У (2п- 2t)! (n) ( -1 )1 sin'z-m-2/cp. ( 76) 
2"-п!- (n--m-2t)! t · 

1=0 

. В (76) k= (п-т)/2 при четном (п-т) и k=(n-­
- т- 1)/2 при нечетнам (n- т). В уравнении (75) 
широко исполыуется наиболее употребительное обо­
значение для коэффициентов зональных ·гармоник J n, 
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ввеДенное в [81] и принятое в [35, 38, 39, 40, 42, 59, 64]. 
Выражение для Rnm. приведеиное к оскулирующим кеп­
.1еровским элементам [41J, _имеет вид 

n n "" 

Rпm = а;;~ Fпmv (i) ~ Gnp 1 (1')Sпmpq('o,M, Q, е). (77) 
р=О Q=-oo 

В этом выражении 

F ( ') }J (2п- 2t)! . n-m-2l · }J (т) s· Х 
nmp t = l SlП t COS t 

t! (n- t)! 22n-2 ,S 
t s 

x~(n-т-2f+s){ т-S) (--J)C-k l (78) 
~ С \Р- t- С (n - т- 2t)! 

с 

где t пробегает значения от О до меньшего из ч-исел р 
и;iш k, s- от О до т, а с принимает все значения, при­
водящие к иенулевым значениям обоих биномиальных 
коэффициентов. Далее, в (77), при q = 2р --- n, 

где 

1 р'-1 

• _ _ 2 2_ ( n-- -n 1 ) 
Gnp<2o--n1(c)- (1 е) }J \2d +n- 2p' Х 

d=O 

Х (2d + ~- 2р') ( + /dtn-2p', 

1 
р, если 

p'-

n-p, если 

__.- n 
р~2' 

n 
Р>-, 

2 

( /'9) 

а при q =1= 2р- n 

G ( ·) _ x-<n+IJ; (n-2p)) 
npq - (n-2p+q> (8CJ) 

t<оэффициенты Ганзена, разложенные по бесселевым и 
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гипергеометричес1шм функциям ([9], стр. 44-64)., 
Gnpq(e) всегда имеет порядок О (eiql). Наконец, 

[ J ](n-m} четное 
Snmpq(ш, М, Q, Э) = -Кпт Х 

пт (n-m} нечетпае 

Х cos { ( n- 2р) ш + ( n - 2р + q) М + т ( g - Э)} -

- r KJnm](n-m} четрое ·Sin {(n- 2р) (J) + (п -2р + q) м+ 
l пт (n-m) 11ечетное 

+ т(Q-Э)), (81) 

где е- гринвичское звездное время. 

Обозначим производную от Snmpq по ее аргументу 
через S~mpq , а интегра.пы от Snmr>q и S ~Рч по време­
ни, принимая при этом вековое изменение ш, М, Q и 8, 
соответственно через Snmpq и S~mpq" Например, 

• Snmpq 
Snmpq = . . . (82) 

(n- 2р) (1) + (n- 2р +- q) n + т (Q - 6) 

случай при четном n, p=k и нулевых значениях q и т 
исключается. 

В результате дифференцирования уравнения (77) по 
орбитальным элементам, подстановки производных в 
уравнения (29) и интегрирования по времени получим 
величину полного влияния первого порядка любого члена 
Rnm· Например, влияние на узел 

dFnmp -
dj Gnpq Snmpq 

t1Qnm =а~ f1 
nan+ 3 siniyl-e2 

p,q 

( 83) 

При определении Sr,mpq было принято, что ш, !d и М 
изменяются оекулярно. Пренебрегаемое, поскольку име­
ются в виду гравитационные гармоники, влияние второ­

го порядка несекулярных изменений этих элементов в 
случае спутников, достаточно высоких для их использо­

вания в гравиметрических целях, является наб.1юденным 

фактом. Величины ш и ~"2 определяются эмпирически при 
обработн;е наблюдений, как описаf!о в § 2. При построе-
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11 ни математИческой теории, имеющей точ1-1осrь nорядка 

Л, величины ~ и Q выражаются как влияния J 2 первого 
порядка. 

Вывод уравнений, аналогичных (77)- (83), приведен­
ный Гровсом [82], отличается в основном тем, что в нем 
участвует более чем одна функция наклонности, подоб­
ные аргументы Snmpq не объединяются в один член и уп­
рощенная форма уравнения (79) не используется для оп­
ределения долгопериодического члена Gnpq· Мьюзен [52] 
получает члены Rmn в форме, удобной для их численно­
го анализа с применением рядов Фурье в его теории дви­
жения спутника [50] ганзеновского типа. 

Исследуя знаменатель выражениq для S~pq из 
уравнения (82), видим, что: 

1) наибольшие возмущения имеют место при m=O, 
n-2 p+q=O (вековые и долгопериодические влияния зо­
нальных гармоник) и 

2) член, содержащий m=I=O, не приведет к влияниям 

с частотой, меньшей т (Q-8). Эти возмущения будут 
исследованы ниже. 

Вековые и долгопериодические члены 

Для основного векового или долгопериодического вли· 
яния зональной гармоники (т= О) возмущающая функ­
ция в уравнении (77) может быть упрощена до следую­
щего выражения: 

долгопериодическое 

an 

Rno = - fJ-J n an~1 Fnok ( i) Gnk(2k-n) (е) Х 

Х {1, если n четное } 
2 sin ш, ес.1и n нечетное 

(84) 

Коэффициент 2 появляется потому, что уравнение 
(84) при нечетнам n фактически является суммой двух 
равных членов: p=k и p=k+ 1. В дополнение к основно­
му члену p=k при n~4 будут иметь место другие дол­
гопериодические влияния заметно меньшей величины, по­
скольку Gnp(2p-n) имеет порядок ei2P-n\. 

При вычислении частных производных из уравнения 
(84) и подстановке их в уравнения движения (29) J n 
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при четноl\1 n приве'l.еТ к возникновению вековых изме­

нений IJ М, (1) и Q, но не будет влиять на а, е и i, а при 
нечетнам n вызовет периодические вариации с частотой 
w в е, i, М, w и Q. Влияния второго порядка для ! 2 долж­
ны быть учтены, например, при помощи уравнений (58). 
Далее, как было указано Козаи [83], взаимодействия вто­
рого порядка между ! 2 и 111 при нечетнам n должны быть 
учтены при помощи уравнения (62) или другими сред­
ствами. 

Верс>.пrо, впервые движение спутника для определе­
ния гравитационного поля Зе~ли применил в 1884 ~ 
Гельмrрт ([84], стр. 470), который по движению Луны, ис­
пользуя теорию Ганзена [71], получил ! 2 = 1084( + 12) Х 
Х 10-3. Trrccepaн ([75], стр. 155---158) исследовал влияние 
! 3 на движенrrс Луны 11 пришел к заключению, что оно 
пренебрегаемо мало. 

Таблица 1 
ВЫЧИСЛЕНИЕ ЗОНАЛЬНЫХ ГАРМОНИК ПО ДВИЖЕНИЯМ СПУТНИКОВ 

Ант р 
J,X 10' J,x:o; J,x 10' 1 С'С'Л\'Д RЫ:ИЙ 

КиF.Г-Х ил l ~; 1 1СЕ2, '1~±0, 15 -1.4±0,2 

1 

1 

0'1<-иф, Экнл. с и 1082,4Э±О,СG -2,39±0.~6 

1 

-1, 70±0,06 
СJ<уайрс ,'i8J 

1 1. 

Коза н [85) 1 082, 19 ± о, 02 -2.~·9:!_ n,o2 -2.13±0,04 

Михилее н [ 86: 1082,66 

1 

-2,5 -1,72 

1 

1 

Пр и м е q а н 11 я: 1. В граQ".<:' «Тип на .... людениЙ» симu".n 'М Rl ,. бо:чtачен:.! рпд 
локационnые наблюд<.ння. с:.- оп·Iи~:е,кне наб ... 1юдсния. КТ- KJ•B JTeuд JJ'!НТньс 

?. В граф,~ JьХ 1U 6 n велиlJ.Не --0,30 испраВJJсна арнф~етиче(rС1Sl DН'Ибюt. 
3. В графе «Продолжительность R днях» nри ;.z()люденш х Михвлс~на [ k iJ] 

ностью по две недели (или менее) r<аждая, разделенные nрJмежутком в два-три 
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С 1957 г. влияние долгопериодических и вековых эф­
фектов на орбиты близких спутников, коrорые (эффекты) 
возникают от возмущающей функции, определенной в 
уравнении (84), с целью получить улучшенные числен­
ные оценки величин J n было предметом около 40 статей 
и докладов. В та•бл. 1 приведены опубликованные в по­
следнее время результаты, полученные Кинг-Хилом [60], 
О'l(ифом с сотрудниками [78], l(озаи [85] и Михилее­
нам [86]. Другие сводки результатов приведены в [42, 
43, 60, 87]. 

Кроме величин, приведеиных в табл. 1, Михилсен [86] 
получил оценки величин / 7 (0,6 · 10-6), !в и /g, которые, 
однако, мало надежны. 

Результаты, полученные различными авторами, как 
обычно бывает в подобных случаях, расходятся больше, 
чем на соответствующие стандартные отклонения, опре-

1 Пр>дол- Орбиты 
ИсПJль-~ Тпп житель· hг. J,x IO' J, х 10" Зованнь;с наблюдс-

но:::ть к м 

1 

движения ний [\ днях е i 

О, 9±0, 8 ~2 RI 207 650 О, 19 24° 
R. О !20 55~) 0,03 50° 
кт !30 230 о.ы в-о ;) 

-0,30±0, 53 () w Ri зсо 650 О, !9 34° --· 
:\е, ..)(•,, 

.1 ~J 

' 
-0,23±0,0~ о UJ BN, RI 90 650 О, 19 34° --, 

-'>е, .Jw BN, RI 90 510 О, 19 33° 

~Q, ы BN, Rl 50 550 0,03 50° 
1 

1 

-t-0.~5 0,73 () 
l<) RI 

1 

:::::900 650 0,19 24° --' 
~е о 7i) 290 0,03 5JO 

о 7-> 280 0,03 65" 

ИJННТtрферrнцианны·: Ilаблюде:ния (с nрим"'нснне:·.: систе:-.;ы Мш1итрек). R-рздио~ 
Нdблюдt:ния tlN - наблюдения с камерJй .GeЙJ\~pa - Нан нз. 
им-"ющаяся в [ 7 8]. 
для каждо о спутника были использованui две ~"t ... рии наблюдений. пр::>должитель~ 
месяuа. 
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д~ленные по внуtреннеfl сходимости. Расхождения, ве· 
роятно, не являются СJlедствиеNI каких-либо недостаткон 
в гравитационной теории: лунно-солнечные члены и чле­
ны второго порядка ! 2 были использованы во всех слу­
чаях, а влияние зональных гармоник, высших fs, должно 
быть небольшим. К:роме тоГо, во всех исследованиях 
вековые влияния сопротивления атмосферы исключались 
до определения неличин ln. В таблице перечислены 
лишь наиболее существенные данные о продолжитель­
ности наблюдений, орбитах и средствах наблюдений. 
Дополнит,ельные данные, которые пр,едставляли бы ин­
терес, но которые невозможно получить из опубликован­
ных материалов без известного труда, это: 

диапазон широт, в пределах которого были нроизве­
дены наблюдения; 

полное движение перигея относительно Солнца в те· 
чение периода наблюдений; 

полное движение узла относительно Солнца для на­
блюдений, использующих отраженный свет. 

Из причин погрешностей, более подробно рассмотрен­
ных в § 6, на результаты К:инг-Хила [60], возможно, по­
влиял ввиду сопротивления атмосферы и наблюдений 
посредством теодолитов высокий уровень шума от спут­
ника 1957~ (h" =230 к.м); на результаты О'К:ифа и дру­
гих повлияло единообразие элементов орбит и система­
тические ошибки радиоинтерференционных измерений; 
на результаты К:озаи- кратковременность периода на­
блюдений, которая могла привести к некоторой геомет­
рической неопределенности в наблюдениях отраженного 
солнечного света, и, наконец, на результаты Михилее­
на - кратковременность периода наблюдений и высокий 
уровень шума при наблюдениях и от торможения при 
оптическом наблюдении спупшков с низким перигеем. 

Величина lз, кроме значений, приведеиных в табл. 1, 
дана К:оэном и Лидерлом [88] на основе допплеровских 
наблюдений спутника 1960 v1 (Transit 1 Ь): !3 =-2,3Х 
Х I0-6• В дополнение к различиям в спецификациях 
спутников, орбитах и средствах наблюдения К:оэн и Ан­
дерл, кроме того, вычислили орбиту при помощи числен­
ного интегрирования в прямоугольных координатах, как 

было описано в § 3. Этот метод вычисления эффективно 
исключал всякую возможность пропуска членов порядка n в аргументе ш, которую предположили Бреннер и 
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другие [89], ошибочно полагавшие, что аномалия проме­
жуточной орбиты опр.еделяется 1как в уравнении (47). 

Ньютон [258] недавно получил по орбитам спутников 
1958~2, 1960v1 и 1960rJ2 следующие данные: 13 =- (2,42± 
+0,10) · 10-6 ; / 5 =-(0,22+0,07) · 10-6 и /7=-(0,27± 
+0,07) . 10-6• 

Поскольку расхождения результатов, вероятно, вы­
званы различием методов обработки результатов наблю­
дений в такой же мере, как и неточиостью исходных дан­
ных, трудно разумно согласовать значения, приведеиные 

в табл. 1. Приемлемыми оценками могут служить значе­
ния 12= (1082,3+0,2) · J0-6 ; / 3=-(2,3+0,1) ·10-6; /4= 
=-(1,8+0,2) · 10-6; / 5 =-(0,3+0,2) · 10~. 

К:роме определения зональных гармоник, уместно ска­
зать и об определении основного члена потенциала 
(kM = /l), определяемого в основном по среднему движе­
нию и третьему. закону К:еплера из уравнения (6). Не­
обходимым для этого видоизменением уравнения (6) для 
близких спутников является уравнение (58) плюс члены, 
учитывающие торможение вследствие влияния атмосфе­
ры и высшие четные зональные гармоники. 

Для Луны соответствующим уравнением будет (74). 
Если измерять период наблюдений в периодах спутни­
ков, то наблюдения спутника 1958 ~2 уже намного пре­
восходят современные наблюдения Луны. Однако, поми­
мо затруднений в устранении влияний торможения из 

среднего движения близких спутников, необходимый для 
получения kM линейный масштаб определяется относи­
тельным положением прослеживающих станций, точность 
которого (положения) зависит от точности связывающей 
их геодезической триангуляции. Таким образом, основной 
причиной, ограничивающей точность определения kM, 
является точность наземных данных. Независимое от 
указанного обстоятельства определение может быть по­
лучено, если выводить масштаб rю измеренному расстоя­
нию до спутника, а это делает наиболее подходящим объ­
ектом для определения kM Луну. Можно считать, что 
неопределенность в значениях ~=0,00090768 и n= 
=2,6616997 · J0-6 радиан/сек ([76], том 57, стр. 109) в 
уравнении (74) пренебрегаеl\10 мала. Отношение /lмl/lE 
или, скорее, равная ему величина (пропорциональное 
смещение центра масс Земли относительно центра масс 
системы Земля- Луна) определяется по вариациям па-
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раллакса при наблюдениях ~1алой плннеты Эрос в лери­
од ее максимального приближения к Земле. Последние 
определения таковы: Джеффрис [259] (с использованием 
данных Спенсера Джонса)- 1/81,291+0,027; Рейб [90]­
~-tм/~-tE= 1/81,375+0,026 и Делано [91]- 1/81,219+ 
+0,030. Величина, полученная Рейбом, является более 
надежной, так как он для определения поправок в орби­
ты Эроса и Земли, в массы четырех внутренних планет 
и в равноденствие и экватор эпохи использовал данные 

за 19 лет. Величина Делано ограничивается определени­
ем поправок в орбиту Эроса и в среднее движение Зем­
ли в течение восьми месяцев в nериод максимального 

приближения Эроса к Земле в 1930-1931 гг. Наименее 
уверенной в уравнении (74) величиной является среднее 
расстояние А. До недавнего времени основным методом 
определения А был по существу метод триангуляции 
(наблюдение покрьпий звезд Луной с пунктов одной 11 

той же геодезической сети). Последние оnределения бы­
.пи произведены О'.Кифом и Андерсеном [92] и Фишер 
[251]. В настоящее время более точныvr является радиоло­
кационное измерение расстоянУiя до Луны. Программа 
таких измерений была выnолнена Япли с сотрудниками 
r93, 94, 95]. Их последний результат: А= 384 402+ 1,2 км 
r95], откуда, используя :шачение р,мf!-!Е Рейба, rrn.nyчaeм 
kM= (3,986141+0,000040) · 1014 м3jсек2 и 3,986048Х 
Х 1014 л-t3/сек2 при использовании знасrения, данного Де­
лано. 

Суточные и короткопериодические члены 

Первая оценка влияния тессеральной или секториаль­
ной гармоники на орбиту спутника была произведен<1 
О'.Кифом и Батчлором [96], когорые показали, что секта: 
риальная гармоника 1?2, полученная Джеффрисом ([97], 
стр. 187), должна привести к легко наблюдаемому полу­
суточному колебанию круговой орбиты. Более общее ис .. 
следование [41], н которо:~1 были использованы значения 
амплитуд, вычисленные по автоковариантному анализу 

наземных гравиметрических данных [98], показывает, чтu 
члены четного порядка, как, например, nm=22, 41, 42, 61, 
л.олжны привести к суточным и полусуточным колеба­
ниям порядка ± 100 м в орбитах с большой полуосью, 
rrсньше!"! 104 км, тогда как члены нечетнога порядка, как 
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например, nm = ~ 1, 32, должны вызвать сравнимые эф­
фекты для орбит с эксцентриситетом 0,2. Кроме того, по­
казана, что сумма влияний всех гравиметрических гар­
моник с частотой n или более выеокоn (за исключением 
влияний 12 ) должна иметь порядок ±50 .м или меньше. 
Поэтому для оценки тессеральных и секториальных гар­
моник возмущающая функция (77) может быть выраже­
на в виде: 

долгопериодическое 

n n-1 1 
Rnm = fJ-Ue ~ Fnmp (i) Gnp(2p-n) (е) Х 

an+t ~ 

[{ 
J }n-m Чf'ТН~=\ ( 

Х - nm COS \ ( n - 2р) ш + т ( Q - 6)} -- (' 
Knm n-m нечетное 

(85) 

- nm sin\(n-2p)ш+m(!2-6)) {К }n-m четное ] 

J nm n-m нечеткое 

где Fптр и Gnp(2P-n) оnределяются соответственно урав­
нениями (78) и (79). 

Полученные к настоящему времени значения тессе­
ральных и секториальных гармоник по наблюдениям с 
камерами Бейкера- Наина [99, 260] вероятно искажены 
в результате взаимодействия неоднородно распределен­
ных наблюдений, а также вследствие ошибок исходных 
данных. Значения, основанные на радиоинтерференцион­
ных измерениях системой Минитрек [100, 261], искажены 
ошибками ориентировки антенн. Результаты, достаточно 
близкие к действит,ельным значениям, получены до сих 
пор лишь для R22 и R4t Козаи [260] по данным 66 дней на­
блюдений трех спутников с 'камерами Бейкера- Наина: 

J22 =- 0,60 ± 0,19·10-6, 

J41 = +0,25 ± 0,04-10-6, 

к22 = + 2,24 ± о,19-1О-6 ; 

к41 =- о,о8 ± о,о3-1о-6 ; 

и Каулой [261] из 385 дней наблюдений одного спутника 
при помощи системы Минитрек 

J22 =- 0,38 ± 0,59-10-6, 

J41 = -1,12 ± 0,14-10-6, 

3 В. М. Каул~ 

к22 = + 1,64 ± о,58-1о-в; 

к41 = + 0,26 ± 0,15-10-6. 
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Вариации орбит спутников можно рассматривать как 
стохастический временной ряд с добавлением дискретно­
го спектра за счет гравитационных влияний и непрерыв­
ного спектра за счет торможения. Однако литература по 
исследованию временньтх рядов (например, [22, 101, 
1 02]) здесь мало помогает, потому что для близких спут­
ников преобладающим со статистической точки зрения 
свойством является неоднородное распределение наблю­
дений. Эта неоднородность вызвана в основном геомет­
рическими ограничениями: на каждой данной станции 
наблюдения всегда будут. производиться в интервалы 
времени, когда спутник находится в пределах нескольких 

градусов от значений углов Q-8 и ш + f, соответствую­
щих зениту станции. В случае оптических наблюдений, 
кроме того, имеют место ограничения вследствие их за­

висимости от освещения спутника Солнцем. Лоскольку в 
уравнении (85) основным аргументом в случае четного 
n является m(Q-8), а в случае нечетнога n-m(Q-e)+ 
±ш, для любого периода наблюдений влияния гравимет­
рических членов четного порядка (а для коротких пери­
одов наблюдений влияния членов нечетнога порядка) при 
наблюдении с одной или нескольких станций трудно от­
делить друг от друга и~и от влияний местоположения 
станции, ориентировки и от ошибок определения време­
ни. К:роме того, неоднородное распределение наблюде­
ний увеличивает искажение вычисляемых Rnm за счет 
влияний более длинного периода, как, например, за счет 
торможения и лунно солнечного притяжения, и увеличи­

вает поглощение эффектов от Rnm параметрами опорной 
орбиты. 

Разнообразные взаимодействия, влияющие на опре­
деление тессеральных и секториальных гармоник по дан, 

ным орбит спутника, бо;rтее подробно исследованы в 
[261], где предлагается: 

1) использовать наблюдения в течение несколькиl( 
оборотов узла и перигея: 

2) приписывать наблюдениям веса, обратно пропор­
циональные их плотности относительно Q-e; 

3) использовать априорно взвешенные оценки пара­
метров исходных данных и гравитационных коэффици­
ентов в соответствии с уравнениями (137) и (138); 

4) использовать опорные орбиты, определяемые no 
меньшей мере из 50 наблюдений; 
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5) у4итывать вековые и долrопериодичrские ускоре­
ния по крайней мере 0,15 W1 параметрами (W -· количе­
ство суток, покрываемое опорной орбитой). Физические 
причины, вызывающие эти рекомендации, дополнительно 
рассмотрены в § 7, а гео~1етрические -в § 10. 

Интересной возможностью, которую следует упомя­
нуть в связи с тессеральными и секториальными гармо­

никами, является резонанс, т. е. при возмущающей функ­
ции (77) и (81) условие 

(п- 2р) ~ + (п- 2р + q) n +т (!2- bl) =О, (86) 

рассмотренное Гровсом [82] и Куком [103]. 
Из третьего закона Кеплера [см. уравнение (6)] сле­

дует 

(87) 

откуда значения больших полуосей резонансных орбит 
будут: 42 200 к.м для т= 1, 26 000 к.м для m=2, 20 300 к.м 
для m=3 и т. д. Эти условия, вероятно, будут осущест­
влены в связи с системами связи при помощи ИСЗ, для . . . 
которых необходима орбита Q+w+n=e, близкая к кру­
говой. Лунно-солнечные влияния окажутся в этом слу­
чае небольшими даже при а=42 200 к.м. 

Приливныевлияния 

Исторически наиболее известные геофизические при­
менения астрономических данных состояли в их исполь­

зовании для изучения векового ускорения движения Лу­
ны, замедления врq.щения Земли и выведенного из этого 
рассеяния энергии в Земле. Вековое ускорение Луны бы­
ло впервые обнаружено в XVII в., а его геофизическое 
объяснение (приливным трением) предложено в XVIII в .. 
однако математическое определение этого ускорения бы­
ло предметом полемики еще в XIX в. ([75], стр. 240-
256). Само геофизическое объяснение нельзя считать 
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твердо установленным и в ХХ в. ([97], стр. 230-263), 
([104], стр. 198-249). 

Близкие спутники не могут помочь в решении пробле­
мы приливнога трения, однако искажение орбит спутни­
ков лунным и солнечным возмущениями (67) наводит на 
мысль, что они могут заметно возмущаться приливами, 

которые происходят на Земле, но I<оторые плохо опре­
делены для большой части ее поверхности. 

Примем обычное разделение приливов на приливы 
земной коры и морские приливы. 

Потенциал, вызванный прчливами земной коры, мо­
жет бытъ представлен [105] в виде 

Rт = K(r)Rs. (88) 

Здесь К на поверхности Земли- число Лява k, которое 
будем считать постоянным. Примем также, что в уравне­
нии (67) существен только член с P2 (S). Вследствие 
этих предположений Rт на поверхности Земли оказы­
вается гармоникой второго порядка, которая поэтому 
экстраполируется пропорционально (ae/r) 3• При подста­
новке r=ae в уравнение (67) и использовании уравнения 
(69) оказывается, что 

Rт=__:___:_ .!!.!.__ ~Fi("(, y*)cos[ai(f+ш)+ kJ.*a2 ( )з 
r*з r ~ 

1 

(89) 

LLля определения долгопериодических членов приме­
ним уравнения (7) и (8) для интегрирования по средней 
аномалии 

дошопериодическое 

kr*a2 ( )з Rт = ---;;(-- :е ~ Fi ( l• 1*) х 
i<Fl 

Х .IG1(e*)cos [Ь;ш* + (bi + j)M* + c1AQ), (90) 
j 

где ае=2. 
Так как Rт пропорционально г3, (а не r2 как Rs), то 

долгопериодических членов, содержащих 2 ffi, которые 
наиболее ощутимы в Rs, здесь нет. 
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Для членов с ai =О 

Rт-:::::::; k (aela) 5Rs. 

При типичных значениях k=О,З, а=8,0·106 м и ае= 
=6,37 ·106 м, Rт~О,1 Rs. 

Для морских приливов существенными становятся 
размеры океанических бассейнов. Приближение к резо­
нансу может привести к более чем десятикратному воз­
растанию приливов относительно равновесного прилива 

(амплитуда которого менее метра). 
Общий вид морских приливов представляется амфи­

дромными системами [1 06]: линии равных фаз исходят из 
узлов, расположенных друг от друга на угол порядка 

60°. Величину прилива в любой точке можно выразить 
через 

C(q>, Л, t)=]Ci(q>, Л)cos(bi(f*+ш*)+ctQ*± 
l 

± е + d t ( q>, Л)) = ] Ctnm Р пт ( sin q>) 
l, n, т 

cos {bi(f* + ш*) + CtQ* ±е+ mЛ + dtnm}· (91) 

Из формулы для потенциала поверхностного. слоя ко­
эффициент потенциала равен 

4nka2 

Jl -- е р С· 
пт- (2n+I)~J- wtnmt 

(92) 

где k, как и раньше, -- гравитационная постоянная, а 
Pw - ПЛОТНОСТЬ ВОДЫ. 

Ввиду сложности вида морских приливов вряд ли ка· 
кое-нибудь ~inm превзойдет 1 м в нормированных гармо­
никах, хотя полный прилив может быть довольно значи­
тел,ен. Приняв нормированное ~i22 равным 1 м, получим 
Ji22, равное 10-8, что на два порядка меньше чем 
!22, упомянутое ранее. Поэтому, чтобы любой морской 
прилив ~inm имел ощутимое влияние, его аргумент, счи­
тая что уравнение (91) приведено к орбитальным эле­
ментам аналогично уравнению (77). должен поиводить к 
частотам порядка 0.01 пиклов в сvтки. 
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Релятивистские влияния 

Наибольшим релятивистским влиянием является веко­
вое движение перигея ([107], стр. 217). 

з,... 
ш = c2a(J-e2) n= (93) 

где с~ скорость света. 

В табл. 2 сравниваются релятивистские влияния на 
спутники с эксцентриситетом 0,20 и наклонностью 0° с 
влияниями, ожидаемыми от зональных гармоник четно­

го порядка и уве.пиченными до максимальных значений 
для экваториальных орбит. Зональные гармонические 
влияния были вычислены с использованием амплитуд по 
результатам автоковариационного анализа [98] по урав­
нениям (84) и (29). 

Таблица 2 
СРАВНЕНИЕ РЕЛ51ТИВИСТС1(0ГО ВЛИ51НИ51 И ВЫЧИСЛЕННОГО ВЛИ51НИ51 
ЗОНАЛЬНЫХ Г АР МОНИ!( НА ДВИЖЕНИЕ ПЕРИГЕ51 

Наклонность О, эксцентриситет 0,2 

Большая Релятивистское J2 J. 
полуось, 

сек-1 w , сех-1 ш, сек-1 KAI "' . 
10" 8,66XI0-18 9, IOXI0- 7 1, 76Х Iо-я 

2Xl04 1, 54Х I0-13 8,02XIO-a з,s9х ro-11 

зхiО' 5,50Х I0-14 l,94XIO-a 4, rsx ю-12 

4Xl0' 2,69Х I0-14 7,04хrо-э 8,6XI0-13 

Продолжение табл. 2 

Наклонность О, эксцентриситет 0,2 

а {J,) а {J.} а {J,o} 

~ , сек- 1 . -1 ... сек .;, . сек- 1 

±B,lXI0-10 
4,5xr0-12 

±4,3XI0-10 
5,9XI0-13 

±2,oxro-10 
6,9Х JQ-14 

2,1 х ю-13 l ,зх I0-14 6,5х ro-1o 
±2,5х ю-14 ±В,2х ю-16 ±2,4XI0-17 
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Из данных табл. 2 видно, что релятивистское влияние 
1\·IОжно не принимать во внимание при определении / 10 

или более низких зональных гармоник по близким спут­
никам и, наоборот, что аномальные вариации в гравита­
ционном поле могут оказаться серьезной помехой наблю­
дениям релятивистского движения перигея ДJlЯ спутников 

с высотой менее 104 км. Более того, уравнение (93), как 
это уже было подтверждено орбитой Меркурия, не яв­
ляется следствием чисто релятивистского влияния, пред­

ст авляющего основной интерес. Влияния, представляю­
щие интерес для исследователей релятивизма [108, 109, 
110, 111], порядка в 10-2 раз меньше (влияние вращения 
Земли и ее скорости на орбите, релятивистская поправка 
к влиянию ! 2, разность между атомным и гравитацион­
ным временем, вековые изменения гравитационной посто­
янной и т. д.). Трудности в получении этих влияний из 
орбит слишком низких спутников заключаются в труд­
ности выделения влияния торможения и земных грави­

тационных влияний, а для слишком высоких спутни­
ков - сложных влияний лунно-солнечных возмущений 
(67) высших порядков. 

§ 7. НЕГРАВИТАЦИОННЫЕ ВЛИЯНИЯ 

Полагая, что для достижения геодезических целей 
негравитационные влияния должны быть исключены или 
в возможно большей степени ослаблены, исследуем по­
очередно физическое влияние механического торможе­
ния атмосферой, электромагнитных влияний и давления 
радиации на орбиту близкого спутника. Выясним, в ка­
кой степени явления, вызывающие эти влияния, были 
выражены в экспериментальны:" или теоретических моде­

лях и в какой степени измеренные вариации орбит оста­
ются необъясненными и, наконец, обсудим значение этих 
результатов для точного описания орбит, необходимого 
для их геодезического применения. 

Механическое тормО>жение 

На высотах спутников, используемых в геодезических 
целях, средний свободный пробег частиц воздуха по 
сравнению с диаметром спутника велик. Соображения, 

касающиеся переноса количес1'ва движения между мо-
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лекулами воздуха и спутником, приводят к уравнению 

для силы, действующей на спутник [112, 113, 114] 

i Сп (А) · · Fd=-m-2- т p(r)rlrl, (94) 

где А - площадь поперечного сечения спутника, р­
nлотность воздуха и Сп- коэффициент, зависящий от 
формы спутника и механизма отражения частиц воз­
духа. В случае зеркального упругого отражения от сфе­
ры Cn=2,0, для диффузного отражения Cn=2,67. Обычно 
используют какое-либо промежуточное значение. Таким 
образом, в уравнениях ( 16) и ( 17) Ь (r) равно ( Cn/2) Х 
Х (A/m)p(r). Так же, как и в§ 1-6 примем первый 
множитель т в уравнении (9i) равным единице. Под­
становка Fd 1В лагранжевые уравнения для ортогональ­
ных компонентов силы ([9], стр. 151), ([15], стр. 301) 
поиводит [114, 115] к 

1t 

dP =- 3С (~)а 5 v(l + ecosE)s (r) dE 
dt D т 1 -- е cos Е р ' 

о 

(95) 

где период P=2rc/n. Уравнение (95) является точным. 
Далее необходимо принять какое-либо правило для рас­
nределения плотности атмосферы при изменении высоты 
p(r). Проще предположить также постоянство темпе­
ратуры и наличие гидростатического равновесия, !КОТО­

рые приводят к 

(96) 

где индекс rc относится к перигею, а Н порядка 100 км, 
обозначает масштабную высоту. До решения уравнения 
(95) относительно Р и других элементов Кинг-Хил [115, 
116] и Стерн [114, 117] вводят вращение атмосферы, кото­
рое наиболее просто выражается умножением силы (94) 
на коэффициент 

находящийся в интервале от 0,9 до 1,1. Затем интеграл 
оценивается разложением в степенной ряд по е, что наи­
более у д об но осуществляется 13 бесселевых функциях 
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первого рода с мнимым аргументом i п ( ael Н). Скорость 
убывания р в уравнении (96) такова, что для всех орбит, 
1<роме фактически круговых, торможение происходит 

главным образом в окрестности перигея. Основные чле­
ны в результирующих уравнениях для определения экс­

центриситета, радиуса перигея и периода таковы [116]: 

(97) 

где время существования спутника 

Также применима формула 

р" = _ ~~ f 2е [1-2е _-_!!_+ ... J. (99) 
ЗАС D V лаН ~ Вае 

Уравнения (97) указывают, что расстояние до пери­
ген убывает намного медленнее эксцентриситета и 
периода. Это наводит на мысль о том, что для грави­
тационных исследований влияние сопротивления атмо­
сферы может быть получено эмпирически по изменению 
среднего движения и по вычисленным (по этому изме­
нению) малым влияниям -второго порядка на другие 
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:Jлементы при постоянном расстоянии до перигея. Этим 
соображением воепользавались О'Киф с сотрудниками 
[78], подучившие 

( 100) 

где !1n может быть определено из уравнения (66) или из 
суммы таких членов для различных сегментов, для ко­

торых 

( 101) 

где n2 - величина, противоположная Р/Р. 
Брауэр и Хори [118], ([15], стр. 574-582) развили ка­

ноническую теорию торможения, в которой предпола­
гается экспоненциальная зависимость плотности атмос­

феры от высоты вида (96) и которая принимает во вни­
мание связь торможения со сжатием Земли (12). Ижак 
[119] получил выражения д.т~я короткопериодических воз­
мущений, вызванных торможением экспоненциальной ат­
мосферой, отк у да при е= О, 1 О и р" = 1,9 · 1 О-12 г/ см3 nо­
лучил колебания около векового изменения примерно в 
0,6 км в большой полуоси, +0°,02 в средней аномалии и 
-0°,008 в аргументе перигея, причем почти все они про­
исходят в пределах 30° от перигея. 

Яккья [120] и Граве [121] рассматривают влияние до­
полнительного члена в масштабной высоте 

( 102) 

Существующие модели атмосферы показывают, что 
~ может доходить до 0,2. Относительная ошибка при оп-

ределении Р из уравнения (95) при постоянном Н не пре-
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восходит ~/2 и лишь слегка из:.1еняется с эксцентрисите­
том [120]. 

Вращение атмосферы [117, 122] вызывает небольшое 
уменьшение скорости убывания периода, ср~днего рас­
стояния и эксцентриситета, а также постепенное убыва­
ние наклонности орбиты прямого движения (для орбиты 
с обратным движением имеет место перемена знаков) 

плюс вариация частоты 2(1) в узле. Для спутника 1958 ~2 
(h.t =650 км) вычисленная скорость изменения наклон­
ности составляет -0",004/сутки [117]. 

Влияние сплюснутости атмосферы [117, 123] вызывает 

колебания с частотой 2(1). 

Электромагнитные влияния 

Спутник движется в частиqно ионизированной среде 
и в магнитном поле и большую часть времени в поле 
излучения Солнца. Ожидаемые результирующие электро­
магнитные влияния обусловливаются следующими [113. 
124] явлениями. 

(а). Спутник бомбардируется электронами, движу­
щимиен с намного большей скоростью, и таким образом 
приобретает отрицательный заряд. 

(Ь). Во время пребывания спутника в освещенной 
Солнцем зоне этот заряд может увеличиться вследствие 
возра_стания числа электронов с высокими энергиями. 

(с). К:огда спутник находится в освещенной Солнцем 
зоне, этот заряд может уменьшиться вследствие фото­
эмиссии электронов. 

(d). Отрицательный заряд спутника вызывает элект­
ростатическое отклонение положительных ионов, движу­

щихся медленнее спутника, вследствие чего в результате 

переноса количества движения спутник испытывает тор­

можение. 

(е). Притяжение отрицательно заряженным спутни-' 
ком положительных ионов вызывает возрастание числа 

столкновений и, следовательно, увеличение механическо­
го торможения. 

(f). Более быстрое по сравнению с движением ионов 
движение спутника имеет с.1едствием несимметричное 

распределение заряда, которое видоизменяет влияния 

(d) и (е). 
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(g). Движение спутника поперек геомагнитного поля 
индуцирует в спутнике электродвижущую силу, влияю· 

щую на распределение случайных электронов (а) и, сле­
довательно, на распределение отрицательного заряда. 

(h). Заряд спутника возрастает, если на нем уста­
новлен мощный радиопередатчик. 

(i). Неоднородный вследствие влияний (f), (g) и 
(h) заряд вызывает электрический ток в спутнике, кото­
рый, взаимодействуя с геомагнитным полем, вызывает 
дополнительное механическое торможение. 

По оценкам Джастроу и Пирса [113] и Бирда и Джон­
сона [124] возросшее механическое торможение, вызван­
ное причиной (е), намного более важно, чем чисто 
электростатическое торможение вследствие причины (d) 
или взаимодействия с магнитным полем (i) (кроме, воз­
можно, спутников, с диаметром большим 50 м на высо­
тах, превышающих 1200 к.м [124]). Величина полных 
электромагнитных влияний на тор~ожение сравнительно 
с нейтральным механическим торможением зависит от 
величины потенциала спутника, вызванного причиной, 
указанной в (а), а также его изменениями, указанными 
в (Ь), (с), (f), (g) и (h). Джастроу и Пире [113] приняли 
среднюю энергию электрона равной 1,5 эв и получили, 
что спутник может приобрести потенциал -30 в, и в этом 
случае торможение от заряда может оказаться ощути­

мым. Используя более современные сведения об атмосфе­
ре, Бирд и Джансон {124] принимают среднюю энергию 
электрона в О, 1 эв, что с учетом влияния (g) приводит к 
заряду спутника в несколько десятых долей вольта, под­
твержденному измерениями на ракетах. Подобный не­
большой заряд свидетельствует о ма.'IОЙ величине элект­
ромагнитных влияний сравнительно с флуктуациями 
нейтрального механического торможения, вызванного ат­
мосферой. 

Все электромагнитные влияния действуют так, что 
увеличивают вектор силы торможения в уравнении (94) 
и вследствие этого увеличивают величину влияний (97). 
Поэтому если характер влияния рассеяния кинетической 
энергии спутника устанавливают эмпирически, то элект­

ромагнитные влияния смешиваются с эффектом нейт­
рального торможения. К настоящему времени не наблю­
дено никаких орбитальных влияний, которые можно бы­
ло бы приписать электромагнитным влияниям. Если no· 
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следние и объясняют часть расхождения данных наблю­
дений с выводами теории, то эта часть мала по сравне­
нию с атмосферными вариациями, вызванными дейст­
вием Солнца. Однако теория электромагнитных влияний 
все еще несовершенна и нелLзя заведомо отрицать, что 

эти влияния могут иметь значение для спутников, пред­

ставляющих геодезический интерес, с высотами пери­
геев более 1200 км. В недавно опубликованном обшир­
ном обзоре Чопра [279] выражено сомнение по поводу 
многих выводов Джастроу и Пирса [113] и Бирда и 
Джанеона [124] и при отрицании большинства выводов 
относительно плотности воздуха, изложенных несколько 

ниже, электромагнитные влияния для высот, превышаю­

щих примерно 300 км, считаются важнее механическо­
го торможения. 

Давление излучения 

Поток энергии S, падающий на поверхность под уг­
лом е к нормали, вызывает давление, нормальное к nо­
верхности и равное ([125), стр. 616). 

Рп=(1+х) Sn cos8, (103) 
с 

где с- скорость света, а коэффициент ( 1 +х) изме­
няется от единицы (полное поглощение) до двух (полное 
зеркальное отражение). 

Поэтому сила, действуюшая на тело, определяется 
векторным интегрированием уравнения (103) по осве­
щенной поверхности. Давление солнечной радиаuии яв­
ляется известной величиной (вблизи Земли S равно 
1,4 · 106 эрг/см2 в секунду [133]), если не считать неопре­
деленности коэффициента отражения х для некоторых 
спутников. Давление со.'lнечной радиации было впервые 
успешно использовано для объяснения долгопериодиче­
ских расхождений порядка 2 км в орбите спутника 
1958~2 [126, 127] и, как с тех пор было достаточно под­
тверждено большим спутником Echo [128, 129. 1301, вклю­
чает зеркальное отражение. 

Мьюзен [131] исследовал долгопериодические влияния 
давления солнечной радиации, пренебрегая вли~нием 
тени Земли. Эти долгопериодические влияния состоят из 
ше.сти членов по числу вариаций каждого орбитального 
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элемента, причем аргументы этих шести членов содер­

жат в себе все возможные комбинации вида 

( 104) 

Комбинация 

ш + &!-(f' + ш') 
вызывает 890-суточный период в спутнике 1958~2 и объ­
ясняет большую часть 2-t\M возмущения. Мьюзен, кроме 
того, исследовал случай резонансного спутника, перигей 
которого следует за Со.'lнцем. 

Достаточно разработанная теория влияния давления 
излучения должна включать короткопериодические чле­

ны, так как существуют долгопериодические вариации 

ориентирования орбиты относительно тени Земли {132]. 
Эти вариации существенны, потому что они вызывают 
долгопериодические вариации большой полуоси или 
энергии орбиты. Для случая перигеев, расположенных 
выше 1000 км, результирующие ускорения превосходят 
ускорения, вызванные торможением, и являются предме­

том обширных исследований орбиты спутника 1960 Lt 

[262, 263]. 
Имеет место также давление и земного излучения. 

В среднем 36% полной инсоляции отражается или рассе­
ивается, а 64% поглощается и после перераспределения 
по широте излучается вновь [133]. Отраженная часть 
(36%) в основном направлена противоположно непосред­
ственному солнечному излучению, тогда как вновь излу· 

ченная часть (64%) в основном направлена противопо­
ложно главному гравитаuионному члену и поэтому со­

мнительно, чтобы давление земного излучения могло быть 
когда-либо установлено в орбите спутников. 

Наблюденные вариации 
и теоретические модели атмосферы 

Как уже было указано, электромагнитные влияния 
на орбиты еще не удалось отделить от механических, 
тогда как давление излучения является известной вели­
чиной. Поэтому более глубокое изучение орбитальных 
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вариаций ограничивается данными о механическом тор­
можении, зависящем от плотности р (r) в уравнении (94). 

За три года (1957-1960 гг.) по наблюдениям спутни­
ков было составлено описание атмосферы до 700 км 
(предел, установленный высотой перигея спутника 
1958~2 в 650 км). Сводка результатов многих опублико­
ванных исследований дана в недавних работах [134, 135, 
136, 137, 138, 140, 264, 265]. 

Основные характериспши вариаций плотнос~и атмос­
феры для зоны 300-700 к.м, выведенные по орбитам и 
изложенные в этих работах, таковы: 

(а). Плотность в полночь для широт менее 50° состав­
ляет в среднем 4 · 10-14 г/см3 на высоте 300 км и убывает 
примерно до 5 · I0--17 г/с:из на высоте 700 к.м. 

( Ь). Плотность незначительно убывает от полуночи 
до рассвета, а затем быстро возрастает с максимумом 
.около двух часов после полудня, равным примерно 6Х 
Х 1 О- 14 гjсм3 на высоте 300 к,и и уменьшенным примерно 
до 6. 10-16 гjсмз на высоте 700 км. 

(с). Различают вариацию плотности, тесно связан­
ную с флуктуациями потоr<а солнечной энергии на дли­
нах волн порядка 10-20 см, в которой (в вариации) ча­
сто играет важную роль 27-суточный период солнечного 
вращения. Эти вариации намного более выражены на 
больших высотах и на дневной стороне атмосферы; от­
ношение максимальной плотности к минимальной состав­
ляет здесь примерно 2 : 1. 

(d). Во время магнитных бурь отмечены краткие 
возрастания плотности. 

(е). С 1958 по 1960 г. происходило убывание средней 
плотности атмосферы, сильнее выраженное на больших 
высотах и на дневной стороне атмосферы, совпадавшее 
с убыванием солнечной активности 11-летнего цикла 
[134, 136]. 

(f). Вариация плотности с изменением широты неве­
лика [136]. 

(g). Существуют полуго,1.ичные вариации плотности с 
минимумом в июне- июле- августе (примерно 0,6 
максимума на высоте 300 к.м) [138] и с менее выражен­
ным минимумом в январе, связанным с параметром Кр 
магнитной активности [265]. 

(h). Отмечены неправильные флуктуации Р относи­
тельно модели, учитывающей пуакты (а), (Ь), (с) и (е), 
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среднеквадратическое значение которых находится в пре­

делах 0,5-1,0 · 10-7 и которые для спутников с высота­
ми перигеев 500-700 км содержат компоненты с пери­
одом в несколько суток [134]. 

Яккья для описания вариаций (а), (Ь), (с) и (е) 
предложил [134] эмпирическую модель вида 

- [ o/J р V Н = fo (h) F2u 1 + {1 (h) cosn 2 , ( 105) 

где fo(h), f 1 (h) -экспоненциальные функции высоты, 
F~ пропорционально интенсивности потока энергии на 
длине волны в 20 см, а 'Ф'- угловое расстояние от мак­
симума суточной кривой, который, как было указано в 
пункте ( Ь), отстает от Солнца на 30° или 2 часа. Анало­
гичная формула была получена Пристером и другими 
[265], а также Петцольдом Ll3IO. 

Недавно запущенный спутник Echo 1960t добавил к 
указанным выше результатам новые сведения: плотность 

составляет примерно 10-18 гfсмз па высоте 1500 х:м. Ис­
следование орбиты спутника 1960t1 усложняегся мало­
стью эксцентриситета, влияниями давления излучения, 

убыванием массы вследствие потери газа и вероятно 
значительными электромагнитными влияниями, так что 

полученное значение плотности не является надеж1:1ым 

[130, 262, 263, 265]. 
Большинство приведеиных выше выводов относится к 

вариациям в атмосфере с частотой менее 0,25 циклов в 
сутки, так как наб.ТJюдения, на которых они основаны, 

сглажены применением величин Р, осредненных на пе· 
риоды порядка двух суток. В автоковариационном ана­
лизе {261] данных Яккья для спутника 1958~2 в течение 
462 дней [134] в формуле 

2 { • } (--:- ) 2 -qf 
cr1 Р = D Р е цих:ловjсутх:и (106) 

приведено в качестве вполне согласованной оценки 
спектральной плотности ускорени_! D=0,6 и q= 19,2 для 

0,022<{<0,216 циклов/сутки, где Р --среднее ускорение, 
которое для 92-дневных периодов колебалось в пределах 
от 2,0 до 5,4 · 10-7• Для частот более 0,216 циклов/сутки 
в качестве надежного максимума может быть принято 
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. 
0,0035 P21f циклов/сутки. В другом статистическом ис­
следовании торможения, выполненном Мо [139], приняты 
случайные флуктуации плотности от одного периода 
спутника к другому (за исключением 27-дневного сину­
соидального колебания), что значительно увеличивает 
высокочастотную часть спектральной плотности по срав­
нению с уравнением ( 1 06). 

Для распространения области применения модели 
атмосферы на высоты более 700 км, вывода оценок вариа­
ций при изменениях широты и долготы и для получения 

физической оценки короткопериодических флуктуаций 
плотности атмосферы необходимо обратиться ,к теории 
[135, 140, 264]. 

Зона, представляющая интерес, делится на две части: 
1- термасфера (примерно от 100 до 600 км), харак­

теризуемая сильным нагревом, вызванным поглощением 

мягких солнечных рентгеновских лучей и ультрафиоле­
тового излучения (шiюс, возможно, других солнечных 
излучений), которые разлагают молекулы кислорода и 
ионизируют азот и кислород; 

2- экзосфера (выше 600 f<;:и), характеризуемая нали­
Чием атомов и молекул, проникающих из термосферы, 
которые либо покидают Землю, либо возвращаются в 
термасферу в большем числе случаев без столкновений. 

Кроме указанных процессов диссоциации и иониза­
ции под действием излучения, сущес11венными в термо­
сфере являются процессы диффузии и теплопроводности. 
В результате диффузии более тяжелые составные части 
термасферы располагаются ниже, так что выше 250 к.м 
основным КiОМпонентом оказывается атомарный кисло­
род, а примерно выше 1600 км- атомарный водород или 
гелий. Теплопроводность обеспечивает 1перенос тепла из 
зоны интенсивного поглощения энергии (ниже 200 к.м), 
необходимый для «закипания» атмосферы, приводящего 
к тесной связи плотности атмосферы и солнечной актив­
ности на высотах 500-700 км. Приняв во внимание 
солнечный нагрев атмосферы ниже 140 км, диффузное 
разделение компонентов, гидростатичес~ое равновесие и 

теплопроводность, Джастроу и Кайль [135] экстраполи­
руют модель атмосферы на высоты, превышающие 
700 км. Для дневного максимума водородной атмосферы 
плотность около 5 · I0-21 г/c:vt3 достигается в модели на 
высоте примерно 2100 км, для ночного минимума водо-
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родной атмосферы плотность 7 ·10-2• гjсмз достигаетсst 
на высоте 1400 KJvt. Наибольшее теоретическое затрудне­
ние состоит в том, что в таких моделях плотность от по­

луночи до рассвета убывает быстро, а не медленно, как 
это следует из наблюдений за движением спутников 
[см. выше пункты (а) и (Ь)]. Механизм нагрева может 
иметь гидрамагнитную природу или может объясняться 
электромагнитными влияниями на спутник. 

Наличие большого числа заряженных частиц делает 
учет влияния геомагнитного поля существенным для оп­

ределения широтной и, возможно, долготной вариаций 
плотности .атмосферы, особенно вследствие отклонения 
заряженных частиц солнечного происхождения в зоны 

полярных сияний в окрестности магнитных полюсов. Не­
обходимо отметить, что была зарегистрирована лишь не­
большая вариация плотности с изменением широты [см. 
пункт (f)]- главным образом вследствие отсутствия 
спутника, имеющего наклонность более 51° и высоту 
перигея более 300 км. 

Ввиду трудности получения удовлетворительного тео­
ретического объяснения распределения плотности атмос­
феры очень мало было сделано по изучению ожидаемых 
короткопериодических возмущений движения ИСЗ. 
Спектральная плотность ( 106) и факт отставания днев­
ного хода плотности от Солнца лишь на 2 часа, см. 
пункт (Ь), указывают, что спектр вариаций раопро­
страняется от периодов в несколько суток до периодов, 

меньше одного часа. Аналогичное разнообразие в спектре 
обнаруживается и при ионосферных наблюдениях [14]. 
Однако на больших высотах, представляющих интерес 
для геодезических спутников, вовсе не обязательно, 
чтобы нейтральная атмосфера имела бы те же флук­
туации плотности, что и плазма, вызывающая флуктуа­
ции радиосигналов. 

Влияние атмосферы 
на точность определения орбит 

Сущесrвует два обстоятельства, вследствие которых 
неучет влияния атмосферы может исказить геодезиче­
ские выводы из данных наблюдений орбит. 

( 1). Наличие вариаций плотности атмосферы, враща­
ющихся с твердой Землей и поэтому приводящих к спект-
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ру колебаний орбит, аналогичному спектру геодезических 
sлияний. 

(2). Уоовень «шума», который искажает или даже 
заглушает геодезические влияния и зависит от числа и 

распределения использованных наблюдений. 
Предположение о существовании основного искаже­

ния типа ( 1) из-за влияния геомагнитного поля основы­
вается главным образом на теоретических соображениях. 
Наблюдения могли бы подтвердить наличие долгоперио­
дического воздействия геомагнитного влияния- ко-'lе­
бания с аргументом 2(i), вызванного вариацией плотности 
с изменением широты. Однако исследование подобной ва­
риации по экспериментальным данным (Паркин [123]) 
обнаружило влияние, противоположное по знаку. Если 
доказательства наличия долгопериодического ·Влияния 

столь ненадежны, то можно без опасения принять, что 
это влияние на уровнях суточной или полусуточной ча­
стот пренебрегаемо мало. 

Для шума торможения частоты ниже примерно h/2W 
будут поглощаться параметрами торможения опорной ор­
биты (h- число параметров торможения; W- продол­
жительность, охватываемая опорной орбитой). Для ча­
стот выше этого критического уровня (т. е. выше h/2W), 
если спектр (106) содержит все частоты, среднее квадра­
тическое влияние на среднюю аномалию окажется 

равным 

а {М, dJ = ± _1_ [ sco 
2:n:P2 

h/2W 

]
'1. 

df ~ 

( 107) 

где М выражено в радианах, а Р- в сутках. 
«Показатель искажения» [261] вследствие торможения 

при опредеJiении коэффициента в выражении для вариа­
ции с ожидаемой среднеквадратической амплитудой 
а { Сх} и аргументом Ax(t) (например, гравитационный 
член) для последовательности наблюдений с индексом 
i будет равен 
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( 108) 

Для неискаженного определения коэффициента Сх 
этот показатель искажения должен быть мал по сравне­
нию с единицей. Из всех способов его уменьшения для 
данной орбиты и данной системы наблюдений единствен­
ный надежный способ состоит в увеличении длительности 
наблюдений (иначе говоря, числа наблюдений). Увели­
чение h или уменьшение U'l увеличивает поглощение не­
которой части влияния Сх параметрами опорной орби· 
ты*. 

* После написания настоящего обзора автору стало известно об 
исследованиях [252], которые охватывают большую часть материа.1а, 
изложенного в § 6 и 7. 
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rЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ 

И АНАЛИЗ ПОrРЕШНОСТЕЙ 

• 

В предыдущей главе орбиты спутников и действующие 
на них влияния рассматривались без подробного описа­
ния способа наблюдений и систем координат, в которых 
даны орбиты и результаты наблюдений. Рассмотрим бо­
лее обстоятельно основные системы координат- инерци­
альную, геодезическую и инструментальную, связь меж­

ду ними, их точные определения и изменения их во вре­

мени. Эти системы и связь между ними будут затем ис­
пользованы при математической обработке наблюдений. 
Наконец, эта «геометрия» в сочетании со статистикой 
орбитальных вариаций и инструментальных погрешно­

стей поможет оценить влияние этих погрешностей на ис­
комые результаты. 

!i В. СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 

Основные определения и обозначения 

Общие системы обозначений даны Вейсом [1], Каулой 
[41] и Хенриксеном [142]. В последующем изложении 
примем систему [41] с небольшими видоизменениями. 

Пусть, как и в гл. 1, г-- радиус вектор с началом в 
центре масс Земли без указания применяемых осей ко­
ординат. Для других начал координат (не геоцентриче­
ских) применим индексы: Гт- топацентрическая систе­
ма с началом в векоторой точке на земной поверхности; 
rв- система с началом координат в спутнике; rv- си­

стема, начало которой совпа~ает с началом геодезиче-
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екай системы координат при известном смещении ее от­
носительно центра масс Земли (в отличие от геодезиче­
ской системы, расположенпой неопределеннО относи­
тельно этого центра). Для систем г, относящихся к опре­
деленным направлениям координатных осей, применим 
различные символы. Некоторые из этих систем коорди­
нат таковы (все они правые): х (инерциальная система) 
с осями, одна из которых (х=х 1 ) направлена к точ­
ке весеннего равноденствия, а другая (z=Хз) направле­
на к северному полюсу; q (орбитальная система) с 
осью q1, направленной к перигею, и осью q3, нормальной 
к плоскости орбиты; u (геодезическая система) с осью 
и= u1, направленной к точке пересечения гринвичского 
меридиана с экватором, н осью w=u3, идущей по на­
правлению к северному полюсу; 1 (местная система или 
система станции) с горизонтальной осью 12, направлен­
ной к северу вдоль местного '1\1еридиана, и осью 13, нап­
равленной к местному зениту; система а с осью а3, иду­
щей вдоль прямой станция -спутник, и осью а 1 , перпен­
дикулярной к а3 и лежащей в плоскости, содержащей 
местный вертикал; система р с осью р3 , направленной 
вдоль прямой станция -спутник, и осью р 1 , перпендику­
лярной к р3 и лежащей в плоскости, содержащей мери­
диан спутника; система Ь с осью Ь3 , идущей вдоль оси ин­
струмента, и осью Ь 1 , перпендикулярной к Ь 3 и располп­
женной в плоскости местного меридиана. 

Дальнейшие уточнения этих систем, рассматривае-­
мые ниже, обозначаются чертой сверху (чтобы показатJ.. 
исключение периодических вариаций) и выписыванием 

аргумента, чтобы указать эпоху [например, x{t0 )]. 

Для матрип вращения б у де м применять символ Ri (8). 
где i- ось, около которой происходит вращение, а е­
угол вращения, причем положительным вращением назы­

вается вращение против часовой стрелки, если смотретr, 
с положитЕ'льного конца оси вращения по направлению 

к началу координат. Элементы r 1m матрицы Ri (8) та­
ковы*· 

j=i(mod-3)+1. k=j(mod 3)+1) 
'и=1; r11 =r11 =r1k=rki=0 ~ (109) 
rп=rkk=+cos Э r1k=+sinЭ, rk1=-sin Э J 

---:--'-..,-
* а== Ь (mod т) означает, что разность двух целых чисел а и Ь 

делится без остатка на натуральное число т. Примеры: 63о=О 
(mod3); 7о=-1 (тоd8).-Прим. перев, 
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Применяя все эти правила, получим, например, для 

топацентрических местных координат спутника относи­

тельно станции с геодезическими координатами u0 и 

местным вертикалом, направленным на станцию qJ, 'А, 

lт=Rз( ;)Rz(; -qJ)Rз(Л)[Rз(Э)R3 (-Q))( 

Х R1 (-i) Rз (-ш) q- U0 ] = R1u [Rнq q -- U 11], ( 110) 

а для топацентрических инструментальных координат 

спутника с направлением оси камеры вдоль (аь, 6ь) 

Ьт =R2 (оь- ; )Rз(аь-1t) [Rз(-Q)RI(-i) Х 

Х R3 ( -ш) q- Rз ( -Э) U0 ] = Rьх [RxqQ- Rз ( -Э) U0], ( 111) 

где 

q~~~;ij~{aV;o';. si~)E )· ( 112) 

Вторые равенства в уравнениях ( 11 О) и ( 111) пред­
ставляют собой другое возможное сокращенное обозна­
чение для матриц вращения. В астрономии матрица вра­
щения Rxq Gбычно выражается иначе, а именно через 
коэффициенты вида v= sin i/2, умноженные на тригоно­
метрические функции от Q и ш, как, например, упомяну­
тые в § 4 функции Мьюзена ориентации плоскости орби­
ты [50]. 

Необходимо подчеркнуть, что в уравнении ( 11 О) ( qJ, Л) 
определяют направление и не обязательно связаны с 
положением, которое определяется по u0. Разумеется, u0 

может быть выражено в геодезических координатах (!р, 
'),, h), однако в главах II-IV (qJ, Л) следует понимать как 
направляющие углы (например, астрономический верти­
кал инструмента или «электрический» вертикал радио­
интерференционной системы) даже если, как иногда бы­
вает, в наблюдения вводятся произвольные поправки с 
тем, чтобы отнести их к оси (ер, Л), численно соответству­
ющей геодезическим координатам станции в некоторой 
системе исходных дат. 

В векторных уравнениях, подобных уравнениям (110) 
и (111), параметры ориентирования (ер, Л) или (а, 6), 
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а tакже время е обычно известны из наблюдениi\:, про­
изводящихся отдельно от наблюдений спутника, и притом 
с намного большей степенью точности, чем параметры 
орбит. Поэтому для практических целей дифференциал 
«локального» вектора может быть выражен в виде 

dlт = R!u[R3 (B):dx-du0 ]. (113) 
Тогда 

- { дВхq ~ дRxq : дRxq ! } 
dx - ---;]Г q : ifГ q • ---а;;;- q , Rxq Х 

dQ) dQ\ di di 
Х dш = Cxq dш ' 

dq dq 
где, например, 

и 
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дRхч = дRз(-Q) R (-·) R (- ) = 
дQ дQ 1 t 3 (j) 

1
- sin Q - cos Q О) 

= + cos Q - sin Q О R1 ( -i) R3 ( -ш) 

о о о 

dq ~ + v;cos ~· si:i ) ~ ! Vtcos ~· si~·E, ] 
-а sin Е!( 1 -е cos Е), 

aV1-e2 cosE/(1-ecosE), 
о 

-а [ 1 + sin2 Е!( l- е cos Е)] 

aV1-t:2 sinE( cosE е ) Х 
1 ~-ecosE - 1- е2 

о 

Х 1 ~) ~ Cqede 

(114) 

( 115) 

( 116) 



Более простая форма уравнения (114), предложенная 
Эккертом и Брауэром [143], ([15], стр. 238), получается 
при использовании дифференциальных вращений ('1jJ1, 'ljJ2, 
'ljJз) соответственно около осей х, у, z взамен dQ, di, dffi: 

z -У 1 О Х Rxq {~q} • 
-х О 

( 117) 

Время и точное определение координат 

Объяснение различных систем отсчета времени и их 

соотношений приводится Клеi\lенсом [144, 145], Данжаном 
([146], стр. 113-128), Вейсом [1], Райсом [147], Габбар­
дом [266], а 1акже в каждом выпуске American Epheme­
ris and Nautical Almanac. 

Примененин различffых систем отсчета времени в кос­
мической геодезии приведены ниже. 

Эфемеридное время (ЕТ), определяемое средней ча­
стотой обращения Земли RОкруг Солнца на 1900,0, ис­
пользуется, как указано в гл. I, для вычисления всех 
орбит. 

Всемирное время (UT) определяется частотой враще­
ния Земли. 

Мгновенная частота вращения около мгновенной оси 
(UTO) определяется из наблюдения частоты вращения 
неподвижных звезд относительно неiшторого местного 

вертикала обсерватории. 
Мгновенная частота вращения около средней оси от­

носительно земной коры (UTl) определяется осреднени­
ем примерно за шесть лет [148] и необходима для пра­
вильного соотнесения наблюденных направлений к рав­
ноденствию. 

Средняя частота вращения около средней оси (UT2), 
определяемая вычитанием из UTI известных сезонных 
вариаций с амплитудой 0,"03, со,д;ержит вековые и непра­
вильные вариации относительно ЕТ. 

Атомное время (АТ), определяемое частотой колеба­
ния атома, например цезия, является наиболее точным 
стандартом частоты на протяжении до нескольких лет. 

Время A.l, даваемое службами времени, как, например, 
службой времени Морской обсерватории США [149], по 
существу совпадает с ЕТ со сдвигом долготы, соответст­
вующим наименьшему возможному отличию от UT. 
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Существенным требованием является соотношение 
между временем и системами координат для различных 

используемых данных: для орбиты спутника, вычислен­
ной в эфемериднам времени и отнесенной либо к фикси­
рованным на некоторую эпоху в границах области при­
менения эфемериды осям, либо к вращающимся с посто­
янной скоростью осям; и для наблюдений, моменты ко­
торых определяются по сигналам, отнесенным к А.1 (или, 
практически, к ЕТ), а направления отнесены либо к осям, 
жестко связанным с Землей, либо к осям, определяемым 
звездным каталогом, на какую-либо стандартную эпоху 
(например, 1950,0). Для выражения необходимых соот­
ношений Вейс ([1], стр. 97-100) принимает следующие 
системы координат (все геоцентрические), причем он 
употребляет прописные буквы, а также с соответствую­
щим видоизменением обозначения, данные на стр. 85 и 86. 

X=u(t) с осями: из, направленной tк среднему север­
ному полюсу, и u1 - к пересечению среднего экватора и 

среднего гринвичского меридизна (вновь подчеркиваем: 
это направление, а не координата), соответствующего 
UT2; 

Y=u(t) с осями: из, направленной к среднему север· 
ному полюсу, и u1 - к пересечению среднего экватора и 

мгновенного гринвичского меридиана, соответствующего 

UТl; 
Z=x(t) с осями: х3, направленной к мгновенному на­

правлению относительно небесной сферы средней (отно­
сительно Земли) полярной оси, х 1 -к мгновенному ве­
сеннему равноденствию; 

Z=x(t) -на тот Ж·е момент врем·ени ось х3 направ· 
лена вдоль средиело (с вековым изменением) направле­
ния средней полярной оси; х1 - к среднему (с вековым 
изменением) весеннему равноденствию; 

W =X(to) -на определенную эпоху ось х3 направлена 
вдоль среднего направления средней полярной оси, х 1 -

к среднему весеннему равноденствию. 

Для записи поворотов при переходе от одной из этих 
систем в другую имеем 

U{t) = R2 (х) R1 (у) u (7) 1 
x(t)=Rs(-B)u(t) . (118) 
~(t) =Rs(-дf1)R2 (дv)R1 (-Ae)x(t) ' 
х (t) = R3 (-ш) R~'(v) R3 ( -х) x(t0) 
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где х, у- смещения (относительно земной коры) мгно­
венного северного потоса от среднего соответственно по 

направлениям на Гринвич и на 90° W ([148], стр. 349); 
е - мгновенное или видимое гринвичское звездное время; 

~!J., .1v, .1в- нутации соответственно в прямом восхожде­

нии, склонении н наклонности, (x+w) - прецессия в 
прямом восхождении до членов первого порядка; х опре­

деляется как компонента в плоскости среднего экватора 

на момент t0 , а w- как компонента в плоскости средне­

го экватора на момент t; v - прецессия в склонении. Ве­
личины х, у, .1!J., .1v, .1в так малы, что в уравнениях ( 118) 
вместо косинусов этих величин может быть подставлена 
единица, вместо синусов- аргументы, и нули- вместо 

произведений синусов. См. также ([146], стр. 79-128). 
Вейс ([1], стр. 102-105) выводит также-Ереобразова­

ния между геодезическими системами u и Uo не только 

для переноса, но также и для небольших расхождений в 
ориентировке и масштабе. Рассмотрение последних рас­
хождений представляется здесь ненужным, поскольку 
для наблюдений в космической ;·еодезпи наземное геоде­
зическое обоснование используется только для вывода по­
правок за переход к различным станциям прослежива­

ния. Ориентировка обычно определяется по звездам, 
причем единственное затруднение состоит в получении 

самолета, подходящего для обеспечения ориентировки 
радиоинтерференционной системы. 

В 1903 г._ системы ЕТ и UT были тождественны, в на­
стоящее же время ЕТ ушло на 3-1 сек вперед относитель­
но UT. Эфемеридное вре!l!я может ежегодно опережать 
UT до 1,5 сек (или на 5 · 1 о-8 ), поэтому расхождение лег­
ко улавливается в среднем движении Луны, однако оно 
не станет геоде:шчески существенным, пока линейные из­
мерения в космической геодезии не достигнут необходи­
мой точности. 

Основная трудность. возникающая в связи с определе­
нием систем координат, состоит в том, что прецессия и 

нутация изменяют вековое влияние 12 , исследованное 
Козаи [66] и рассмотренное в § 4. Смитсановекая астро­
физическая обсерватория поэтому приняла решение от­
носить наклонность и аргумент перигея к истинному 

экватору момента наблюдения и измерять долготу узла 
от начальной точки, смещенной от среднего равноденст­
вия в момент наблюдения на величину, равную прецессии 
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в hрЯмом восхождении с 1950,0 [150}. Другие возможные 
системы координат рассмотрены Херриком [151]. Трудно­
сти измерительного характера рассматриваются в § 11. 

§ 9. УРАВНЕНИЯ ПОГРЕШНОСТЕА НА&ЛЮДЕНИА 

Каждое наблюдение может быть выражено функцией 
одного из векторов § 8. Например, для 'У\. s при измере­
ниях на фотопластинках ([ 152], стр. 281) с фокусным рас­
стоянием камеры f [41] имеем 

1
1.._ о о 1 { i } = hвыч = Ьз Ьт = N ььЬт, 

... выч о _f_ о 
Ьз 

(119) 

а для уравнения погрешностей, используя ( 111), получим 

hнабл + dЬнабл = Ьвыч + dЬвыч = hвыч + 
(120) 

где 

N~ь = 1 ;, 0 
- ;~ j:::::Nьь· (121) 

о f --
- 2 
Ьа Ьз 

Уравнение ( 120) является по существу уравнением по­
грешностей при одновременных наблюдениях космиче­
ского тела с двух или более точек, обработка которых 
(наблюдений) была детально разработана Вяйсяля [153, 
154], Куккамяки [155], Брауном [156, 157, 267] и Вейсом 
([1], стр. 115-135). Уравнение (120) отличается от из­
вестных как в астрометрии ([ 152], стр. 288-291, 404-
411), так и в фотограмметрии тем, что в нем не встреча­
ются параметры пластинки, зависимости или параметры 

ориентировки и масштаба. Любая ошибка в ориентиров­
ке (или в отсчете времени) будет учтена в члене dЬнабл 
уравнения ( 120), большая часть которого должна быть 
вызвана несовершенствами изображения тела и мерца-
нием. 
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Поскольку космическое тело в нормальном слуЧ~е 
весьма близко к оси камеры, то могут быть составлены 
уравнения ( 119)- ( 122), относящнеся к вектору р вместо 
вектора Ь. 

Если наблюдения не одновременны, то уравнение 
(120) относится к спутнику на орбите, а dx доJJЖен быть 
выражен через дифференциалы всех параметров, внося­

щих погрешности в определение орбиты: шести постоян­
ных интегрирования, параметров гравитационного поля, 

плотности атмосферы, коэффициента формы и отношения 
площадь/масса спутника. ИJ уравнений (114) и (116) 
можно определить Схе 

( 122) 

и тогда 

dx = Cxede, ( 123) 

где de- вектор, включающий дифференциа.1ьные по· 
правки к шести оскулирующи!\.1 элементам. 

Далее следует выразить de через постоянные интегри­
рования, которыми обычно являются элементы промежу­
точной орбиты на данную эпоху, и через другие парамет­
ры, воздействующие на орбиту посредством уравнения, 
подобного 

• ldjnm 1 { : ] de = Jdeo + Ceq dfnm + Сер d:n2l • ( 124) 

В уравнении ( 124) J- сумма единичной матрицы и 
элемента дМ/да~ =-Зп (t--t0) /2а~ из уравнения (6), ес­
ли (t-to) имеет порядок одних суток; для (t-t0), равно­
го нескольким суткам, в эту сумму должно быть добав­
лено девять дополнительных членов 

д (Q, ш, М)/д (i~, а~, е~) 

с тем, чтобы учесть вековые изменения, вызванные нали­
чием члена с !2 из уравнения (58) [41]; Ceq- матрица из­
менений оскулирующих элементов, вызванных изменени­
ями коэффициентов гравитационных гармоник, получен­
ная применением возмущающей функции Rnm из уравне-
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ния (77) в уравнениях (29) и интегрированием, как n 
уравнении (83); Сер- это 6 · k-я матрица (порядка 6k) 
изменений оскулирующих элементов в момент наблюде­
ния относительно ускорений n2i для i= 1, ... , k сегментов 
орбиты от t0 до момента наблюдения (вместо n2i можно 
использовать коэффициенты разложения n в степенной 
ряд). 

Величина дМ/дп2i вычисляется из уравнения (101), 
тогда деjд~;, дwjдn2;, дQjдnu вычисляются из уравне­
ния ( 100), а да/дп2i- из уравнений (66) и (6). Учет из­
менения наклонности вследствие торможения вызовет по­

явление дополнительных параметров атмосферного вра­

щения или поперечного ветра. Подстановка уравнения 
(124) в (123) и уравнения (123) в (120) дает полное 
уравнение погрешностей. 

Процесс, аналогичный процедуре получения уравне­
ний (123) и (124), может быть проведен для орбиты, 
численно проинтегрированной в прямоугольных коорди­
натах, е разложением квадратных матриц 

6-го порядка в ряды Тейлора. Для того чтобы ряд Тейло­

ра можно было ограничить членами порядка х, интервал 
(ti-ti-J) должен быть порядка 5 мин. 

Если наблюдаемым небесным телом является Луна, 
то dЬнабл в левой части уравнения ( 120) включает по­
правку центра Луны относительно фактически наблю­
даемого края Луны. Математическая часть геодезическо­
го использования фотоснимков Луны была развита Мар­
ковицем [158, 159], Поттером [160] и Вейсом [1]. В качест­
ве уравниваемых наблюдений первые два применяют 
(а, 6), а не (YJ, ~).Другой возможный мето.д- ис­
пользования Луны, метод покрытий и солнечных затме­
ний (когда Луна оказывается на пути лучей Солнца или 
звезды), может обрабатываться аналогично, приняв све­
товой луч за ось Ьз,t или линию, проходящую через центр 
Луны, за ось Рз.т. В работах Бонсдорфа [161], Ламберта 
[162], О'Кифа и Андерсона [92] и Хенриксена [163] обра­
ботка была произведена с применением фундаменталь­
ной плоскости Бесселя ([5], стр. 14-22), ([ 132], 
стр. 368-403), что эквивалентно выбору геоцентрической 
системы координат р с осью р3, направленной на звезду, 
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а не на Луну. В способах О,Кифа и Андерсона [92] и 
Хенриксена [163] покрытия наблюдаются в течение ко­
роткого интервала времени со станций, расположенных 
так, что поправка к радиусу Луны считается одинаковой 
для обеих станций. Это обстоятельство приводит к гео­
метрически иенадежиому определению 'Вдоль Рз, не счи­

тая иенадежпасти вдоль х3, вызванной малой наклон­
ностью орбиты Луны. Поэтому д.J!Я одной станции при­
нимается du =О, а для второй- dlз =О, с тем ч11обы по­
лучить по существу уравнение для разностей широт и 
долгот. 

Наконец, последняя возможность применения фото­
графического метода состоит в размещении камеры на 
спутнике и съемке расположенных на Земле (и опреде­
ленных геодезически) пунктов. Наиболее точные резуль­
таты могут быть получены при перекрывающихся сним­
ках. Эта проблема, по существу относящаяся к стереотри­
ангуляции, была весьма широко разработана Шмидом 
[164] и Брауном [156]. Результатом уравнивания стерео­
триангуляции является последовательность положений 
спутника на геодезической поверхности относимости (u0) 

с соответствующей матрицей ковариаций, ксrгорые исполь­
зуются как наблюдения в уравнениях, аналогичных урав­
нению ( 120). См. работу [41], в которой также приведе­
ны уравнения для наблюдений с применением теодолитов. 

Уравнение погрешностей относительно расстояния 
сравнительно несложно, поскольку оно может быть за­
писано через инерциальныс координаты [41, 142] 

1 Хтlнабл + d 1 Хт lнабл = 1 Хт lrвь~ + r \ :т 1 Хт Х 

( 125) 

Для случая наблюдений: скорости изменения дально­
сти уравнение погрешностей становится более сложным 
ввиду влияния вращения Земли: 

J ~т lнабл + d 1 ~т lнабл = 1 ~т lвыч + т*т Хт [ dx-
_ дRs(-6) duoe] + { dx-R8 (-6)du0 _ 

дб 1 Хт 1 
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-х х 
Хт (dx- R3 (-В) du0 } • 

Т 1 Хт 13 Т' 
( 126) 

где е- частота вращения Зе:мли. Члены в скобках неве­
лики (второго порядка). Поэтому указанные набJJюдения 
не чувствительны к du3 и необходимо принять, что возле 
экватора du3=0, а в остальных областях d/3=0. 

Для определения dx чере3 поправки к элементам ор­
биты de имеет место уравнение 

· { дRxq • ~ дRxq • : дRxq • ~ } 
dx = ------aQ q \ ---а/ q :д;- q j Rxq С qe de, ( 127) 

где 

q ~ (· +::,1 ,ri :~ J -sinE 1 
= l V 1 - ~2 cos Е 

_па __ (J28) 
1-ecosE 

и 

х 

. f 
sinE --(1-ecosE), 
2а 

2а 
Cqe = \ _ -.fт=ёi" cosE(l- ecosE), 

о 

e-cosE, 

- Vl-L'2 sinE, 

о 

па 

(l- ecos Е)2 ' 
о 

па 

--1 sin2E 
2 

cosE --::===- ( cos Е - е) 
у1-е2 

о 

о 

о (1-ecosE)3 ' 

пasinE 

(1- е cos Е)а 

о о 
па 

(1- ecos Е)З 

( 129) 

Уравнения (111) и (115) определяютRхq спроизвод­
ными. Теория, касающаяся скорости изменения расстоя-
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ния, была наиболее разработана (в связи с допплеров­
ским прослеживанием) Гайером и Уэйффенбаком [165, 
166, 167], которые применили центральный угол между 

станцией и спутником, а не хт. См. также ([5], стр. 
315-320)' [168] и [169]. 

Для случая радиоинтерференционных измерений на­
правляющих косинусов относительно базиса с азиму­
том А, отсчитываемых по часовой стрелке от точки 
севера, имеет место [41] 

lнабл+dlнабл = NnRз(f)R2(; -«р)Rз(Л) Ur + 
+N;.Rs( ;)R2(; -«p)R3 (Л)[R3 (6)dx-du0 ], (130) 

где 

• f sin А Ii sin А +- l1l2 cos А 
N11= 1-- , 

l Рз р~ 

cos А l1l2 sin А+ l~ cos А 
---
Рз р~ 

_ 13 (11 sinA+I2 cosA) l 

N _ { sin А 
11---, 

P:J 

р~ f 
cos А 

р~ 

( 

(' 
( 131) 

( 132) 

К ан [ 170] исследует интерференционные наблюдения, 
рассматривая конус, ЯВJiяющийся геометрическим местом 
точек с измеренным направляющим косинусом lнабл· 

Общий порядок обработки измерений разработан 
также Гровсом и Дейвисом [171]. 

Измерения дальности, допплеровские и интерферен­
ционные, обычно производят с применением электронных 
средств (следовательно, непрерывно), так что при пол­
ном использовании данных количество последних оказы­

вается значительным. В идеале оценка всех шести эле­
ментов орбиты должна получаться при каждом прохож­
дении спутника [167], однако подобные определения для 
некоторых элементов будут столь неуверенными, что 
предположение о линейности поправок, принимаемое в 
способе наименьших квадратов, окажется ошибочным. 
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Автор в другой работе [41] предлагает интегрировать по 
сегментам прохождений. Однако при назначении надле­
жащих весов каждому прохождению необходимо обра­
щать пристальное внимание на статистическую сторону 

дела. Этот вопрос рассматривается в следующем пара­
графе. 

§ 10. ОЦЕНКА КОНФИГУРАЦИИ 

Все дифференциальные поправки § 9 (например, 
dЬнD.бл, duo, dx или de~, dlnm, dKnm, dn2i), относящиеся 
к векоторой последовательности уравнений погрешностей 
и условных уравнений, могут быть сведены в два обоб­
щенных вектора: у- поправки к измерениям и z- по­

правки к параметрам. Существенное отличие измерений 
от параметров состоит в том, что для измерений оценки 
дисперсии и ковариаций (в отличие от параметров) могут 
быть выведены по данным, не зависимым от данных, 
включаемых ·в уравнения погрешностей. При введении 
указанных векторов последовательность уравнений по­
грешностей и условных уравнений может быть выраженз 
в матричной форме 

Су+ Mz =f, ( 133) 

где элементы матриц С и М- коэффициенты диффе­
ренциальных поправок в уравнениях, а элементы мат­

рицы f- разности измеренных и вычисленных величин. 
Подставим оценки дисперсии и ковариаций в кова­

риационную матрицу W и введем обобщенное ус.тrовие 
способа наименьших квадратов 

тw-1 . 
у у= mш. (134) 

Решение ( 133) и ( 134) для общего случая относитель­
но у и z и их матриц ковариаций приведены в [172], [173] 
и [267]. В большинстве проблем, включающих наб~юде­
ние спутников, для более простого специального случая С 
заменяется единичной матрицей 

(135) 

Матрица ковариаций уравненных параметров имеет 
вид 

( 136) 
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где n- число уравнений, а ni- число пара метров. 
Если желательно учесть первоначальные оценки не­

которых из величин Zi, основанные на измерениях, не 

включаемых в уравнивание и выражаемых матрицей 
ковариаций Vi, то решение принимает вид [261] 

( 137) 

Для тех Zi, для которых нет первоначальных оценок, 
соответствующие столбцы и строки в Vj1 составлены из 
нулей. Матрица ковариаций уравненных параметров 
имеет вид 

( 138) 

где r- число величин Zi с учтенными первоначальными 

оценками. 

Для оценки определенной конфигурации местополо­
жений станций, орбитальных спецификаций, частоты, 
продолжительности, типа и неуверенности наблюдений 
желательно оценить некоторые величины, входящие в 

V0, и отыскать конфигурацию, которая бы минимизиро­
вала эти величины в пределах, накладываемых техноло­

гическими возможностями, экономическими факторами 
и т. д. В матрицах V0 из уравнений ( 136) и ( 138) для 
исправления величины W используют фактические невяз­
ки f. Другие дефекты в W, как, например, неучет кова­
риаций, остаются неисправленными. При предваритель­
ной оценке приходится принять, что W верно, причем V0 

оказывае·п~я в этом случае равным 

(мтw-tм + Vit)-t. 

Здесь W должно включать дисперсию и ковариацию, 
вызванные всеми явлениями, которые влияют на измере­

ния и которые не учтены исходной моделью, или поправ­
ки к параметрам z. «Трудной» частью W, пренебрежение 
которой вызывает занижение большинства оценок точ­
ности в способе наименьших квадратов, являются недиа­
гональные элементы, выражающие ковариацию. К:ова­
риация может быть ощутимой в большом числе наблю­
дений ввиду систематических ошибок, подобных ошибке 
регистрации времени. К:овариация может быть ощутимой 
также вследствие пренебрежения гравитационными влия-
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ниями и торможением. Если исходить 11з уравнения ( 1 07), 
то вызванная торможением ковариация в средней анома­
лии за промежуток времени М окажется равной 

Cov (торможение, Ы) = 1 Х 
16 л2р4 

( 139) 

2W 

Понятно поэтому, что в выrюлнсю-rых выводах матриц 
ковариаций были. учтены только инструментальные 
ошибки {268], либо они были выполнены для частных 
конфигураций одновременных наблюдений [157, 187] 

Браун [157] принял: 
( 1) погрешность измерения пластинок в +21-t; 
(2) фокусное расстояние 600 м.м; 
(3) наличие пяти станций в североамериканской си­

стеме координат ( NAD) от Алеутских островов до южной 
Калифорнии; 

(4) наличие одной станции на Гавайских островах и 
одной станции на о. Мидуэй; 

(5) высоту спутника около 1800 к.м; 
(6) три группы, по девять вспышек в каждой, на про­

тяжении дуги около 48°; 
(7а) нулевую неопределенность в NAD; 
(7Ь) стандартное отклонение по каждой координате 

в +6 м с нулевой ковариацией в координатах в системе 
NAD. 

В пр,едположении (7а) Браун получил для каждой 
координаты в районах атолла Мидуэй и Гавайских 
островов неопределенность менее +6 м и менее +8 м­
в предположении (7Ь). 

Однако при качественном и частично чйсленном 
исследовании { 1, 169, 17 4, 175, 176] для трансокеанских 
связей между различными геодезическими системами с 
точностью порядка + 10 м обычно предпочитают приме­
нение методов интерполяции орбит. Основная причина 
заключается здесь в желательности наблюдений спут­
ника на возможно более близких расстояниях, чтобы 
ограничить падение точности, происходящее с возраста­

нием дальности. Минимальная высота перигея, необхо-
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димая для ограничения влияний торможения до rtрен~­
брегаемого уровня (принимая А/т около 0,05 см,2jг), 
обычно полагается равной 700-1000 км. Другие обычно 
принимаемые . спецификации таковы: наклонность 
55-70° (для обеспечения наблюдений на большинстве 
представJiяющих интерес территорий), эксцентриситет 
менее 0,05 (для постоянного удержания спутника в пре­
делах дальности точных наблюдений), погрешность реги­
страции моментов ·времени в пределах +0,•001. Ньютон 
[17~, рассматривая геодезическое использование доп­
плеровских измерений, предлагает высоту перигея поряд­
ка 1500 км. 

Спецификация орбит спутников для исследования гра­
витационного поля мало изучена. Высота перигея поряд­
ка 700-1000 км желательна также по соображениям, 
связанным с торможением, однако предпочтителен боль­
ший эксцентриситет- порядка 0,2, достаточный, чтобы 
обеспечить хорошо определенное направление на пери­
гей, но не столь большой, чтобы потребовалась большая 
полуось, сильно ослабляющая влияния высших гармоник. 
Оптимальная наклонность для некоторого члена может 
быть выведена по влиянцю ее коэффициента F (i) из 
уравнений (77) и (78) в уравнениях возмущения (29), 
однако для общего исследования можно рекомендовать 
только разнообразие спецификаций. 



Глава 111 

РАКЕТЫ 

И ИСКУССТВЕННЫЕ СПУТНИКИ 

И ИХ НАБЛЮДЕНИЕ 

• 

§ 11. О&ЩИЕ СВЕДЕНИЯ 

Некоторые характеристики спутников 
и ракет 

Некоторые характеристики, наиболее вероятные для 
спутников, меньших 100 см в диаметре и не превышаю­
щих 100 кг по весу, которые, вероятно, будут доступны 
для геодезических целей [3, 174, t78, 253], таковы. 

1. Средняя мощность, оьеспечиваемая при использо­
вании солнечной энергии, rv25 вт. Основная трудность 
поддержания этого уровня вызывается порчей солнеч­
ных батарей в результате солнечной и корпус,кулярной 
радиаций, микрометеоритов и т. д., хотя опыт со спут­
ником 1958 ~2 указывает, что эта порча происходит мед­
ленно. 

2. Полезная емкость аккумуляторов 106 вт· сек. Тер­
мин.«полезная» подразумевает, что для обеспечения 
длительной работы используется только небольшой про­
цент емкости батареи и что при заряде имеют место по­
тери энергии порядка 15% и т. д. 

3. Емкости с эффективностью 0,35 должны ~быть спо­
собны разрядить 1500 вт-сек за 0,001 сек. 

4. Стабильность частоты 1 О-8 в сутки, или 2 · 1 О- 10 в 
течение минуты. 

5. Индикация положения- в пределах одного гра­
дуса при помощи датчика горизонта или датчика маг­

нитного поля. 

6. Возможность замедления собственного вращения 
до величины, меньшей одного оборота в 40 мин. 
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7. Автоматическое, солнечное или командное управ­
ление переключателями. 

8. Отношение плошади к массе меньше 0,08 см2/г. 
Приведеиные значения указывают лишь порядок 

соответствующих величин, так как фактические специ­
фикации .могут очень быстро устареть. 

Ограничения на спецификацию орбит в отношении 
наклонности могут быть вызваны политическими причи­
нами, а также соображениями безопасности для окрест­
ностей станции запуска. Применение орбиты с обратным 
движением вместо орбиты с прямым движением может 
уменьшить полезную нагрузку на величину до 1 О%. 

Некоторые спецификации спутников, которые были 
использованы для геодезических целей или которые 
представляют в этом смысле потенциальный интерес 
(косвенно в случае спутника Echo I) приведены в табл. 3. 

Сравнительно недорогими, имеющими потенциальное 
значение для геодезических целей, являются зондирую­
щие ракеты, запускаемые с баллонов на высоте 
20-30 км, как, например, ракета Locki-II Rockoon США, 
способная поднять 4 кг полезного груза на высоту около 
120 км ([179], стр. 149-153) или японская ракета Sigma, 
предназначенная для подъема 2,5 кг полезного груза на 
высоту около 100 км ([179], стр. 283-286). В произведен­
ных до настоящего времени испытаниях фотографирова­
ний световых вспышек на ракетах [195] использовались 
ракеты, запущенные с Земли, для которых обеспечивалея 
лучший контроль регистрации времени и траекторий. 

Регистрация времени 

Точность + 1 О м в положении спутника на орбите 
требует точности регистрации времени +0,•001 или более 
высокой. Достижение подобной точности требует приме­
нения сконструированной в последнее время техники 
определения и передачи времени, а также соответствую­

щего оборудования [149, 180, 253, 282]. 
Начиная с 1960 г. контроль сигналов времени в 

основном осуществляется системой примерно из десяти 
цезиевых генераторов, применяемой Морской обсерва­
торией США и другими национальными службами вре­
мени. Эти генераторы контролируют передачи сигналов 
времени на очень низкой частоте (VLF) станций NBA 
(зона Панамского канала, 18 кгц) и GBR (Англия, 

JQ8 



-<:::> Таблица 3 
...., СПЕЦИФИI(АЦИ51 ИСI(УССТВЕННЫХ СПУТНИI(ОВ ЗЕМЛИ 

v 

' 
v. 
Е 

т 

Название 

Jутник II* 

anguard 1 

1111guard 11 

шguard 111 

~plorer VII 

iros 1 

Обозначе-
ни е 

1957~ 

1958;32 

1959а1 

19591) 

1959tl 

1960~2 

Дата 
запуска 

1957 

Ноябрь 3 

1958 

Март 17 

1959 

Февраль 17 

Сентябрь 18 

Октябрь 19 

1960 

Апрель 1 

Радиоnрослеживание 

частота ·1 дата окончания 

10' гц наблюдений 

1 
!. 

1 

20, 40 Ноябрь 10, 1957 

108 

108 Март 16, 1959 

108 Декабрь 12, 1959 

108 Декабрь 5, 1959 

108 

Максимум 
отношения Высота Эксцентри-

Нак-
nло-

перигея л он-

щадьfмасса h1t, К-1! 
ситет 

н ость 

А/т, е i 
см 2fг 

0,07 230 0,07 65° 

1 
О, 14 650 о, 19 34° 

0,21 560 о, 16 33° 

0,27 5!0 О, 19 33° 

О, 11 550 0,03 50° 

0.07 690 о,со 48° 



Transit 1В 1 1960у Апрель 13 о 

1 

О, 14 

1 

290 

1 

0,03 
1 51" 

1960у2 Апрель 13 54, 324; Июнь 19, 1960 0,06 370 0,03 51" 
162, 216 И19ЛЬ 12, 1960 

Спутник IV 
1 

1960е1 Май 15 20 Июль 2, 1960 
1 

0,02 1 280 
1 

0,03 1 65" 

Transit IIA 1 1960"rl Июнь 22 54,324; 
162,216 0,07 630 0,03 67" 

NRL Radiation 

1 

1960"/)2 Июнь 22 108 Апрель 18, 1961 О, 12 610 0,03 67" 

Echo 1 1960tl Август 12 108 Декабрь, 1960 100,0 1450 0,02 47" 

1960t2 Август 12 о 0,05 1530 0,01 47" 

Courier 1В 1960v1 Октябрь 4, 108 0,06 810 0,02 28" 

Tiros 11 19601t Ноябрь 23 108 0,07 620 0,0\ 1 48" 

1961 

Explorer XI 196\v Апрель 27 108 1 

1 

0,20 1 490 

1 

О, 10 1290 
Transit IVA 1961:;1 Июнь 20 54, 324, О, 12 880 0,01 670 

162, 216 

Tiros III 

1 

196Ipl Июль 12 108 1 1 0,07 1 730 1 0,01 1 48° 

.... 
~ • Прекратил сущесmоваиие 14 апреля 1958 г. 



16 кгц), а также передачи на высокой частоте ( HF) 
станций MSF (Англия), WWV (США) и WWVH (Гавай­
ские острова). Вероятные ошибки сигналов станции VLF, 
контролируемых в Вашингтоне, составляют +0,4 мсек 
или меньше, а станций HF- меньше + 1,0 мсек. Кроме 
того, эти станции координированы с тем, чтобы переда­
вать одну и ту же стандартную частоту со стабиль­
ностью 10-10 . Ожидается, что другие национальные 
службы времени вскоре присоединятся к этой систе­
ме [149]. 

Описанное выше А Т сравнивается с ЕТ посредством 
наблюдений орбиты Луны лунными камерами Марко­
вица [159]. Вариации UT относительно АТ наблюдаются 
так часто, как позволяет погода, фотографическими 
зенит-телескопами (PZT) и астролябиями Данжона. Оба 
прибора характеризуются вероятными ошибками при­
мерно в +0,"06 по широте и +0,8005 по времени (оценки 
по внутренней сходимости, не включающие влияния оши­
бок звездного каталога, см. § 11) для наблюдений в тече­
ние одной ночи ([148], стр. 334-340). Поправки, вычис­
ляемые по этим наблюдениям, публикуются не позже чем 
через несколько месяцев национальными службами вре­
мени и с запозданием на год или около этого- в 

Bulletin Horaire. 
На расстояниях примерно до 8000 км время должно 

определяться по сигналам VLF с ошибкой около 
0,5 мсек [149]. Для сохранения этой точности в пределах 
суток необходима стандартная частота с устойчивостью 
лучшей, чем 10-8• Кварцевые часы, которые недавно 
были применены при прослеживании спутников, имеют 
стабильность лучшую, чем 10-9 [180]. В системах регист­
рации времени имеются другие технические трудности, 

такие как, например, точность делителей частоты и 
задержки сигналов в приемнике. Вероятно, точность 
регистрации времени при любом оптическом измерении 
ограничивается оптической и механической частями­
работой затвора камеры или газоразрядной лампой. 

Ориентирование 

Любой вид неодновременных наблюдений, включаю­
щих измерения направлений (т. е. все виды наблюдений, 
кроме наблюдений дальности и скорости ее изменения), 
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зависит от точности привязки результатов к инерциаль­

ной системе координат. Привязка осуществляется при 
помощи звезд- непосредственно (в случае фотографи­
ческих наблюдений) фотографированием звезд на тех же 
пластинках, что и изображения спутника, либо косвенно 
с использованием обычных астрономических положений 
звезд при употреблении теодолитов и прослеживанием 
самолетов, оборудованных лампами-вспышками в случае 
радиоинтерференционных наблюдений. Таким образом, 
эти методы, в свою очередь, зависят от точности звездных 

J(аталогов. Плотность звезд, требуемая для фотографий 
(или для точного определения астрономических широт), 
составляет единицу на квадрат 2°Х2°, или около 10 тыс. 
звезд (при равномерном покрытии всей небесной сферы). 
Фундаментальные катзлоги не обеспечивают достаточной 
плотности и потому необходимо обращаться к генераль­
ным каталогам. 

Наилучшими имеющимися каталогами для широт 
севернее 30° ю. ш. являются каталоги Yale Zone 
Catalogue, Zweiter Katalog der Astronomischen Gesell­
schaft (АGК:2), а для широт южнее 30° ю. ш.- каталог 
К:оролевской обсерватории в К:ейптауне (Южная Афри­
ка). йельский каталог и каталог AGI\2 основаны на 
наблюдениях (произведенных в основном в 20-х и 30-х 
годах) с собственными движениями, зависящими от 
наблюдений, выполненных начиная с середины XIX в. 
Для эпохи 1960 г. их ошибки по каждой координате 
имеют порядок от +0,2 до +0,"4 ([181], стр. 225). Южнее 
30° ю. ш. ошибки будут больше вследствие отсутствия 
наблюдений XIX в. В этих ошибках ощутимы система­
тические вариации, вызванные плохим определением 

положении опорных звезд и случайными погрешностями 
из-за собственного движения. 

В настоящее время готовится каталог AG.К:3R- фун­
даментальный каталог более чем 20 тыс. звезд для ши­
рот севернее 2° ю. ш., которые наблюдались меридиан­
ными кругами (образуя систему для каталога АGК:3). 
Ожидаемая средняя ошибка каталога AG.К:3R составляет 
+0,"03 по каждой координа1'е и +0,"008 в год (в собст­
венном движении). Аналогичная работа, равно как и 
составление новых фотографических каталогов, ведется 
оейчас и для южного полушария. Таким образом, к 
концу 60-х годов будут получены положения звезд с по­
грешностью +0,"15 при плотности порядка одной звезды 
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на квадрат 1"Х 1". Рассмотрение соответствующих проб­
лем см. в [181], а исследование точности, необходимой 
для геодезии, - в [ 187]. 

§ 11. ТЕХНИКА ОПТИЧЕСКИХ НА&ЛЮДЕНИЙ 

Освещенность и ее ослабление 

Свет с длиной волны Л рассеивается в атмосфере 
молекулами газа пропорционально Л-4 и водяным 
паром- вне зависимости от длины волны. Коэффициент 
пропорциональности передачи света (Т) от источника, 
находящегося на высоте h*, при зенитном расстоянии z по 
отношению к наблюдателю, находящемуся на высоте h0, 

fr1олекулярное рассеяние света ~mPm(h) достаточно 
точно выражается формулой 

0,00114Л-4 е-0 ' 126\ 

если h. выражено в километрах, а Л- в микронах [182], 
в то время как влияние водяных паров ~wpw(h) грубо 
оценивается выражением, данным в [182] 

0,145Г0 ' 65h. 

Для источника света вне атмосферы и для наблюда­
теля на уровне моря 't может быть припята равной 
(0,009ОЛ-4+0,223). 

Солнечный свет- единственное средство освещения, 
до настоящего времени широко используемое при наблю­
дениях спутников. Применив уравнение ( 140) к уравне­
ниям, данным Зеркером и другими [183], для потока SR. 
принятого на расстоянии r и под углом cr относительно 
Солнца от диффузно отражающей сферы радиуса Ь и 
альбедо х, при исходном потоке S 1 получим соотношение 

(141) 
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Для зеркально отражающей сферы 

( 142) 

Для солнечного освещения вблизи Земли S 1 примерно 
составляет 1,2 · 105 люмен/м2, а Л- около 0,52 /А, что 
приводит к 't (0,52, оо, О), равному 0,348. Для потока S 
в люмен/м2 соответствующая звездная величина равна 

- 2,5 (lg s +- 5,65). 

Многие оценки яркости были получены по спутникам, 
освещенным Солнцем (см. табл. 1), однако спутники, 
представляющие геодезический интерес (с Достаточно 
высоким перигеем и достаточно малым отношением пло­

щади к массе), систематически проележивались только 
камерами Бейкера- Наина Смитсановекай астрофизиче­
ской обсерватории. При благоприятном сочетании ши­
роты и прямого восхождения перигея с долготой узла 
на этой обсерватории получают до 200 наблюдений 
в течение 20-дневного периода наблюдений спутников 
Vanguard (hл~600 км, i~зз·о, е~О,18) [99], однако эти 
наблюдения относятся менее чем к полоnине орбиты. 
Вейс [1] рассматривает геометрические условия возмож­
ности наблюдений. 

Для обеспечения периодически более ярких отраже­
ний были предложены методы гранения поверхности 
спутников или разбивки ее на секторы [184, 185]. 

Прослеживание с применением прожекторов было 
первоначально предложено О'Кифом и самым тщатель­
ным образом исследовано Хофманом [184]. В этом слу­
чае является обязательным наличие на спутнике воз­
вратно-отражающих призм, посылающих свет в проти­

воположном направлении, которые в настоящее время 

могут быть изготовлены с углом рассеяния всего лишь 
в 2". Установка на спутнике восьми таких призм из веще­
ства с показателем преломления 1,7 (по четыре вдоль 
двух «параллелей», под углом 55° к оси) обеспечит отра­
жение по меньшей мере 72% света при поворотах спут­
ника даже на 45° относительно наблюдателя. Для источ­
ника с силой света 1 световой поток Sл от возвратно-
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отражающей призмы с эффективностью х, дисперсией ЧJ 
и площадью А б у дет 

( 143) 

С учетом дифракции, вращения спутника, неточной 
наводки, потери света в стекле призмы, аберрации и т. д. 
х составляет около 0,4. Аберрация, вызванная движе­
нием спутника, в сочетании с резким падением силы све­

та при удалении от центральной оси прожектора (это 

удаление составляет е-4 · 10 - 4 &2 при угле 8) заставляет 
нренебречь рассеянием спета в атмосфере. При силе 
света l= 1,2 · 109 свечей (два стандартных прожектора), 
z=45°, r=2000 км, Л=0,52 ~t и камере с апертурой в 
500 .мм уравнение ( 143) дает для шющади призмы на 
спутнике (для каждого прожектора) величину 100 см2. 
Подобный метод может быть Еполне осуществимым, при 
этом основная трудность будет заключаться, вероятно, в 
точном определении положения спутника и направлении 

на него света. 

При источнике света на спутнике с силой света J полу­
ченный от него поток Sн равен 

SR 1 -2• scc z 
--=-С 

1 r 2 
(144) 

Эджертон разработал надежные ксеноновые разряд­
ные .тампы. Спецификации ламп, представляющиеся 
выполнимыми, таковы: световая отдача около 35 лм/вт, 
длительность вспышек около 1 мсек, срок службы­
порядка миллиона вспышек [186]. Как указано в § 11, 
можно обеспечить 1500 вт· сек для каждой вспышки. Если 
принять, что Л=0,52 ~ и вспышки должны быть зафикси­
рованы на одном полушарии, то плотность световой энер­
гии составит около (8300/r2)exp(-0,348 secz) лм-секjм~ 
Унтней и Вейс [174] поJiучиJiи, по сущестпу, те же данные 
для эффективности вспышек при меньшем коэффициенте 
поглощения 't и требовании uидимости вспышек на всей 
сфере. · 

Если принять, что 0,6 орбиты спутника освещается 
Солнцем и что 0,6 орбиты видно станциям, расположен­
ным в темноте, то скорость накопления энергии. (см. § 11) 
ПОЗJЗОЛ!1Т производить ло одной JЗслышке с энергией в 
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1500 вт· сек через каждые 3 .мин, а запас энергии может 
обеспечить 200 таких вспышек. 

Уравнение ( 144) применимо также к пиротехническим 
вспышкам, сила света кuторых может достигать в макси­

муме около 20 млн. свечей, в основном в близкой инфра­
красной части спектра ( 1 ,О ~-t) при эффективной (до поло­
вины максимума) длительности в 3-5 .мсек [157, 187]. 

Рефракция и аберрация 

Для обеспечения наблюдения возможно большей 
части орбиты спутника и достижения оптИмальной гео­
метрической конфигурации для одновременных наблю­
дений необходимо производить эти наблюдения на каж­
дой станции на всех зенитных расстояниях до максималь­
ного значения, при котором получаются точные резуль­

таты. Единственное ограничение точности в этом случае 
будет ставить рефракция, исследование которой со спе­
циальным приложеннем к спутникам, ракетам и т. п. 

было осуществлено Вейсом [1], Вяйсяля [153, 154] и Брау­
ном [267, 269]. Поправка 6z, которую необходимо приба­
вить к измеренному зенитному расстоянию z0 , в наиболее 
сжатой форме выражается интегралом, взятым вдоль 
пути луча от наблюдаемого тела s до наблюдателя О 

о о 

oz =- -= --ds, R f ~ 5 nv~ 
.. R r-

(145) 

s 

где R- радиус кривизны пути луча; 1-t- коэ~фициент 
рефраJщии; n- единичный вектор, нормальныи к пути 
луча. Уравнение ( 145) может быть выведено либо из за-

кона преломления Снеллиуса, либо принимая S ~-tds за 
интеграл действия согласно уравнению (45) и применяя 
принцип Гамилыона (который известен в оптике, как 
принцип Ферма). Для зенитных расстояний менее 45° 
достаточно предположить плоскую модель Земли и 
экспоненциальное убывание (~-t-1) с высотой, однако 
для больших зенитных расстояний формулы для вычис­
ления этого интеграла становятся сложными ввиду необ­
ходимости использования сферической модели Земли и 
выражения зависимости 1-t и VJ.t от s. При решении 
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nоследней проблемы помимо экспоненциального убыва­
ния с высотой применялось численное интегрирование 
с использованием значений Jl, основанных на метеороло­
гических измерениях, и выражение интеграла в форме 
~iaitg2i+ 1 zo, где ai определяются из наблюдений. 

Наибольший интерес в космической геодезии пред­
ставляет разность рефракций для космического тела и 
соответствующего звездного фона. Вейс [1] получил 

lloz = _ 4Зб",0~( 1 -e-O,IЗ85cosz0r), 
COS z0r 

( 146) 

что достаточно для z<45°. Для z>45° Вейс [1] и Браун 
[267] приводят дополнительные члены. 

Более трудно поддающийся учету вид рефракции 
представляют собой неправильные мерцания, которые 
не осредняются, что обычно имеет место при длительных 
экспозициях звезд и кратковременных вспышках. Мер­
цания были исследованы Неттлбладом [270] и, кроме 
того, рассмотрены Брауном [187], которые нашли, что 

величина мерцаний примерно пропорциональна V sec z 
и может изменяться от одной ночи к другой на один 
порядок; эти мерцания обладают характеристической 
длиной волны порядка 2-4 см. Влияние мерцаний долж­
но убывать с возрастанием апертуры. Экспериментально 
определенное влияние углового мерцания для апертур 

больших 100 .мм выражается формулой 

k г-] а ( сх) = ± - V sec z 
а ' 

0,05 < k < 0,30 

( 147) 

где а дано в радианах, а а- & микронах. 

Помимо обычной годовой и суточной звездной абер­
раций существует аберрационное влияние, равное vjc, 
вызванное компонентом скорости спутника относительно 

Земли, перпендикулярным к линии визирования, вели­
чиной порядка двух секунд дуги (см. Вейс [1]). При 
вычислении смещения луча прожектора относительно 

зрительной трубы этот угол должtн быть удвоен, чтобы 
учесть изменение направления как посылаемого, так и 

отраженного света. 
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Теодолиты 

Для прослеживания самолетов и ракет разработаны 
довольно сложные кинотеодолиты с фоторегистрацией, 
подобные Askania и Contraves [3]. Хотя и утверждается, 
что точность определения положения по одному кадру 

составляет +20", теодолиты, видимо, не обеспечивают 
геодезической точности при прослеживании спутников, 
так как в дополнение к трудности регистрации времени, 

присущей камерам, они требуют введения полной реф­
ракционной поправки согласно уравнению ( 145), что 
влечет за собой вычисление ~-to по наблюдениям темпе­
ратуры, влажности и т. п. по уравнению ( 157). 

Фотографические камеры 

Для фильма с заданной чувствительностью эмульсии 
Ех, разрешающей способностью, характеризуемой диа­
метром «пятна» ах, при камере с апертурой а и фокусным 
расстоянием f, в момент фотографирования тела, обла­
дающего угловой скоростью движения относительно 
камеры ш и выдержкой l!:.t, необходимый световой поток 
Sя составляет 

(148) 

Здесь Ех в типичных случаях составляет 0,004 лм- се.кjм?. 
( =ASA 250), чтобы обеспечить достаточный контраст с 
фоном фильма, а ах изменяется в пределах от 18 до 30 !-!· 
Для прослеживающей камеры второй член в числителе 
уравнения ( 148) становится равным нулю. Для закреп­
ленной камеры при фотографировании движущегося, 
постоянно освещенного тела первый член в числителе 
становится пренебрегаемо малым. 

:Конструкция камеры Бейкера- Наина ( прослеживаю­
щая камера с оптической системой шмидтовского типа) 
подробно описана в [188, 189]. Она может прослеживать 
как спутники, так и звезды (а также другие объекты), 
имеет апертуру 500 мм, фокусное расстояние 500 мм и 
дает изображения диаметром 20-30 !-!· Камера имеет 
сферическую фокальную поверхность и использует 56-м.м 
фильм. Точность измерительной системы камера-
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фильм- пластинка (с использованием J<омпаратора 
Манна) составляет для изображений звезд + 1-2" 
(+~.5-5 ~t) [190]. Эта точность не была проверена n 
отнош~нии изображения спутников, так как ка~·tеры не 
применялись для одновременных наблюдений. По пред­
варительной оценке она составляет 6" [191]. Точность 
регистрации nремени в дополнение к факторам, описан­
ным п § 11, зависит от одновременности фотографирова­
ния показаний вторичных часов, освещаемых газоразряд­
ной лампой, и момента прохождения затвором централь­
ной точки кадра. Предполагается, что моменты, опреде­
ляемые с применением сигналов nремени высокой ча~ 
тоты, заслуживают доверия в пределах 10 мсек, а неко­
торые- в пределах 2 мсек [192]. Применени е сигналов 
времени весьма низкой частоты должно привести к веко­
торому повышению точности. 

Система из 12 камер Бейкера- Нанна, используемая 
астрофизической обсерваторией Смитсоновского инсти­
тута, обеспечивает в среднем 1200 успешных наблюде­
ний в месяц [271]. Эти наблюдения публикуются в серии 
«Специальные отчеты по исследованиям в космических 
науках» (Research iп Space Scieпces, Special Reports) 
сначала в предварительном, а затем в окончательном 

виде. 

Марковиц [193] разработал и сконструировал камеру, 
которая одновременно прослеживает спутник и звезды 

получением изображения спутника при помощи nращаю­
щейся стеклянной пластинки толщиной 13 мм. Апертура 
камеры 178 мм, фокусное расстояние 1015 мм. Точность 
измерения положений +5", а точность регистрации вре­
мени +0,8002. 

Если изображение спутника получается в форме вспы · 
шек, а не непрерывно, то преимущества прослеживающих 

камер [188, 193] утрачиваются, так как в этом случае 
будег сказываться влияние любых неправильностей в 
прослеживании. В подобных случаях следует производить 
стационарные наблюдения, а время должно измеряться 
либо по одновременным радиосигналам, либо при помо­
щи фотоэлементов [ 17 4]. 

Для наблюдений спутников разработано несколько 
систем с закрепленными камерами: баллистические 
камеры [157, 187, 194] с апертурой 117 мм и фокусным 
расстоянием 304 мм; модифицированные аэрофотока-
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меnы [195] с апертурой 203 мм и фокусным расстоянием 
1015 мм; особо сконструированная камера [196] с апер­
турой 145 мм и фокусным расстоянием 910 .мм. Все эти 
камеры обладают мобильностью, а также тем преимуще­
ством по сравнению с камерами Бейкера- Нанна, что в 
них применяются стеклянные пластинки, а не пленка. 

Будучи закрепленными и имея небольтую апертуру, они 
обладают недостатком, состоящим в необходимости бо­
лее сильного источника света. По этой причине, равно 
как и для ослабления влияния мерцаний и увеличения 

угловой точности, предложена баллистическая камера 
больших размеров с апертурой 300 мм и фокусным рас­
стоянием 1200 .мм [187]. Точность регистрации времени 
баллистическими камерами и модифицированными аэро­
камерами имеет порядок +08 ,010, что достаточно для 
ориентировки по звездам и для одновременного наблю­
дения сигнальных ракет или вспышек со спутника. К.аме­
ра Хьюита [196], в которой показания часов регистри­
руются на снимке при освещении лампой-вспышкой, 
характеризуется точностыо регистрации момента про­

хождения дисковым затвором фотоэлектрического эЛе­
мента в +0 8 ,001. 

Точность измерения пластин баллистических камер 
при наблюдении изображений световых ракет, как это 
вполне подтверждено одновременными наблюдениями в 
геом·етрически избыточных сетях, составляет +3f1. 
(стандартное отклонение) [157, 187, 197]. 

Было высказано несколько предложений относитель­
но одновременных наблюдений вспышек ракет на звезд­
ном фоне [153, 155, 157], [187, 195, 198, 199]. Фактически 
произведенные испытания по этим предложениям вклю­

чают наблюдения: 
( 1) световых сигналов на воздушном шаре на высоте 

15- 20 к.м; наблюдения велись при помощи телескопов 
с фокусными расстояниями в 689 и 1031 .мм в Хельсинки 
и Турку (расстояние между станциями 153 к.м); вычис­
ленная средняя квал.ратическая ошибка направления 
±2" [154]; 

(2) осветительных ракет на высоте более 700 км; на­
блюдения велись при помощи трех баллистических 
камер, расположенных на Бермудских островах и на 
восточном побережье США; для Бермудских островов 
была вычислена средняя квадратическая ошибка поло­
жения + 18 .м [197]. 
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В общем, при неодновременных наблюдениях, упомя­
нутых в § 10, камеры могут обеспечить точность опреде­
ления положений в + 10 м, равно как и более подробную 
гравиметрическую информацию, если только ошибка 
регистрации времени сведена к +0 8 ,00 1, например путем 
передачи радиосигналов со спутника, передаваемых 

одновременно со вспышкой. Другая возможность состоит 
в управлении вспышками при помощи тщательно контро­

лируемых часов на спутнике. Значительными возможно­
стями по чувствительности и точности обладает фото­
электрическое прослеживание [272], при котором регист­
рируется момент прохождения щели светом спутника 

или звезды. 

Спутниковая фотограмметрия 

Можно ожидать, что, подобно пронешедшему измене­
нию в обычном применении геодезического и фотограм­
метрического методов, впоследствии к фотограмметрии 
перейдут многие задачи спутниковой геодезии. До сих 
пор этот предмет мало рассматривался в опубликован­
ных работах [200, 201]. Ниже приведены некоторые суще­
ственные предпосылки для развития подобной фотограм­
метрии: 

1. Камера с высокой геометрической точностью. 
2. Широкоугольная съемка для ограничения числа 

стереоскопических моделей, осуществляющих связь 
между точками существующего геодезического обоснова­
ния. Сочетание пунктов 1 и 2 обязательно вызовет низ­
кую разрешающую способность, в связи с чем необходим 
следующий пункт. 

3. Средства для точной привязки к геодезическому 
обоснованию фотографий с низкой разрешающей спо­
собностью. 

!\роме того, пункт 1 подразумевает условия 4 и 5: 
4. Высокостабильный фильм. 
5. Восстановление фильма. 
Для более жесткого контроля фотограмметрических 

измерений, кроме того, требуется соблюдение условия 6: 
6. Ориентировка в пределах 5" при помощи звездной 

камеры, синхронизированной с наземной камерой в пре­
делах около 0,801. 

7. Точно вычисленная орбита с наз~мным прослежива­
нием. 
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Соображения скорости и освещенности дополнитель­
но требуют условия 8: 

8. Компенсация сдвига изображения. 
При разработке фотограмметрического спутника зна­

чительная польза может быть получена от привлечения 
данных разработки космической астрономической обсер­
ватории [202], так как в последнем случае возникают 
аналогичные проблемы стабилизации, ориентировки, ус­
тойчивости размеров при температурных изменениях и 

т. д., но в более острой форме. 

§ 13. РАДИОТЕХНИКА 

Результат любого радиоизмерения (применительно к 
спутникам) зависит от соотношения фазы принятого сиг­
нала и фазы опорного сигнала (стандарта) той же или 
почти той же частоты. В интерференционных измерениях 
используется разность фаз сигналов одного и того же 
источника, полученных в один и тот же момент двумя 

различными антеннами на поверхности Земли 

( 149) 

где ш- частота (радиан/сек), относительно которой под­
считывается разность фаз, а с- скорость света. 

При измерениях на основе эффекта Допплера исполь­
зуется разность скоростей изменения фазы принятого 
сигнала и опорного сигнала на наземной станции 

~ш =~Ф= -~;. ( 150) 
с 

При измерении дальности используют изменения фа­
зы сигнала от момента его передачи с наземной станции 
на ответчик или отражатель до момента его вторичного 

приема 

(151) 

Индекс t в уравнении (151) означает, что это-- вре­
менная разность фаз в отличие от пространствеиной 
разности фаз д"Ф уравнения ( 149). 

Аберрация nлияст на ураnнс·ния (149)-(151) тем, что 
положение спутника или ракеты, а также их скорости 
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меняются в течение промежутка времени распростране­

ния сигнала. Для того чтобы эти уравнения соответство­
вали моменту ухода сигнала со спутника или ракеты, в 

них должны быть введены небольшие поправки. 
Уравнения (149) - (151) подразумевают постоянство 

с, которое имеет место только в вакууме. Поэтому необ­
ходим учет влияния среды, через которую проходит сиг­

нал. 

Влияние среды 
на распространение радиосигналов 

Фактические изменения фаз, происходящие при про­
хождении сигналов через атмосферу, таковы: 

( 152) 

( 153) 

( 154) 

где ~L- коэффициент преломления, а интегралы взяты по 
пути распространения сигнала. 

Изменение разности фаз б<'lФ интерференционной си­
стемы с базисом длиной Llx вследствие поворота 6'\jJ фрон­
та волны, исходящей из источника, при его приходе к на­
земным станциям равно 

МФ = ~ !:,х sin ·l·o.JJ, 
с '1' 1 

(155) 

где '1\J- угол между базисом и возвращающимся лучом. 
Математическое выражение для 6'\jJ противоположно 
уравнению ( 145). 

Радноинтерференционным юмерениям по сравнению 
с оптическими присущи дополнительные трудности, за­

ключающиеся в том, что как коэффициент преломления 
в окрестности источника, так и горизонтальные градиен­

ты этого коэффициента могут оказывать ощутимое влия­
ние. Наиболее детальное теоретичеекое исследование 
«клинового компонента», вызванного горизонтальными 

градиентами, в связи с радиоастрономией, было выпол-
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нено в [273]. Применеине к сигналам со спутников раt'­
сматривается в [203] и [204]. 

При дифференцировании по времени допплеровского 
уравнения ( 153) должно учитываться изменение верхне­
го предела интегрирования вследствие движения источ­

ника. В результате, применяя принцип Ферма и прини­
мая изотропию f.t [205], 

( 156) 

где ts- единичный вектор, касательный к лучу у источ­
ника. 

Обычно влияния рефракции в первом члене уравне­
ния ( 156) будут бОльшими, чем влияния второго члена, 
в котором влияния нерегулярностей сглаживаются в ре­
зультате интегрирования. 

Для интегрирования второго члена в уравнении ( 156) 
или интегрирования в обоих случаях в уравнении для 
расстояния ( 154) (соответствующие интегралы имеют 
разности только высших порядков) имеется также воз­
можность использовать принятые значения f.t или д~-tfдt 
и интегрировать численно, графически либо аналитиче­
ски, раскладывая S ~-tds или S ( д~-tfдt) ds по отрицательным 
степеням u> (или f), как это сделано Гайером и Уэйф­
фенбаком [165, 166] и Дейвнеоном [206]. Эффективность 
каждого из этих методов зависит в конечном счете от 

одного или немногих параметров, влияние которых мо­

жет быть исключено применением кратных частот. Осу­
ществимость этих методов зависит от физической приро­
ды коэффициента преломления f.t, который разделяется 
на две части. 

l. Коэффициент преломления тропосферы, который 
уже известен в геодезии по его влиянию на радиогеоде­

зические измерения [207] и определяется стандартными 
формулами, подобно формуле, принятой Международ­
ным геодезическим и геофизическим союзом [274] 

( fL _ 1) lOG = 10~49 (р _е) + 86~26 ( 1 + 5~8) е, ( 157) 

где давление воздуха р и давление водяных паров е вы­

ражены в миллиметрах ртутного столба, а Т- в граду­
сах Кельвина. 
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Бин [208] рассматривает формулы для экстраполиро­
вания ~-t(h) по заданным значениям /!о на поверхности 
Земли и, по данным восьмилетних наблюдений на тер­
ритории США, выводит различные правила для зон 0-
1 и 1-9 км. На высоте 9 км величина (~-t-1) составляет 
в среднем 105-10-6 и изменяися в пределах только 
8 ·10-6. Над высотой 9 км величина (/!- 1) с погрешно­
стью, не большей +15%, может быть представлена 
уравнением 

f.L-1 = 105-10-6 e-0 • 142 <h-- 9 >, h> 9 км. (158) 

2. Коэффициент преломления ионосферы, зависящий 
от электронной концентрации [141], 

V 4nNe2 v N fL = 1--- = 1-- 3 18-109-. 
Eomw2 ' w2 

( 159) 

Здесь N- электронная концентрация, выраженная в 
см-3, е и т соответственно означают заряд и массу элек­
трона, а е0 - диэлектрическую проницаемость воздуха. 

Если частота выражена в герцах (f=2:rtш} и превышает 
или равна 108 гц, а N выражено в числе электронов на 
кубический метр, то 

40N N 
fL = 1 -- = 1 - 1,6. 103-. 

1,2 (1)2 
( 160) 

Электронная концентрация N- функция интенсив­
ности ионизирующей радиации, плотности атмосферы и 
ее химического состава, причем все указанные аргументы 

определяют скорость образования свободных электронов, 
а последние два определяют скорость их уничтожения 

в результате рекомбинации. Если принять коэффициен­
ты для скорости обоих этих процессов постоянными, 
равновесие между этими процессами установленным, 

ионизирующую радиацию считать следствием воздейст­
вия Солнца, а изменение плотности атмосферы пред­
ставить экспоненциальным законом как в уравнении 

(96), то электронная концентрация может быть пред­
~тавлена моделью Чэпмена [141] 

1 
ехр 2 [1·- z- e-z sec-x.] 

N = Nmax -----==~---
У cos-x. 

( 161) 
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где Z= (h-ho)/H, ho- высота, соответствующая Nmax, 
а х- зенитное расстояние Солнца. Но вычислять угол х 
неудобно, коэффициенты ионизации и рекомбинации из­
вестны не точно; кроме того, на интенсивность радиации 

воздействует геомагнитное поле, так что обычно для об­
работки наблюдений применяют эмпирическую модель, 
которая соответствует формуле 

N = Nmax (h0, <р, Л, t) ехр-1 (1- z -гz). 
2 

( 162) 

Время t в уравнении ( 162) выражает время суток, 
года и фазы 11-летнего и 27 -дневного солнечных циклов. 
Nmax определяется подстановкой ~t=O в уравнение (160) 
при одновременном использовании наблюденной fmax 
(высшая частота колебаний, отраженных ионосферой), 
причем ho определяется по временной задержке этого 
сигнала. На основе этих ионосферных наблюдений еже­
месячно предсказываемые значения fmax и h0 для аргу­
ментов (ер, Л), времени суток и фазы 11-летнего цикла 
солнечных пятен публикуются, в Основных прогнозах 
распространения радиоволн (Basic Radio Propagation 
Predictions) Национального бюро стандартов и в изда­
ниях аналогичных служб примерно 12 других стран. 

Модель Чэпмена, см. уравнение ( 162), показывает, что 
большая часть содержания электронов, существенного 
для спутников на геодезически полезных высотах, ока­

жется в окрестности и над высотой h0. Содержание элек­
тронов ниже h0 (240-440 км) хорошо изучено зондиро­
ванием ионосферы. Можно ожидать, что уклонения от 
простой модели будут даже большими над h0 и поэтому 
желательно проведение дальнейших наблюдений. С по­
явлением спутников и более мощных радиолокационных 
устройств с весьма высокой (VHF) и ультравысокой 
(UHF) частотами разнообразные экспериментальные 
результаты были получены для таких явлений, как вра­
щение плоскости поляризации сигналов, отраженных от 

спутников или Луны, различия допплеровских смещений 
двух частот в соответствии с уравнением (156), смеще­
ния частоты при рассеивании ультракоротких колебаний 
и т. д. Однако большинство подобных измерений либо 
ограничено по объему, либо их интерпретация неуверен­
на. Основные свойства ионосферы выше 2h0 описаны в 
специальной литературе [141, 209], а результаты наблю-
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дений при помощи новой техники (выше h0) -во многих 
материалах (например, в докладах, включенных в от­
четы симпозиумов последнего времени [210, 211]). Эти 
свойства таковы: 

1. Осредненный по всему миру и по времени суточ­
ный максимум Nmax в экваториальном и умеренных поя­
сах составляет 2 · 1012 электронjм3 при h0 =400 км. 

2. С учетом !!-летнего цикла солнечных пятен имеют 
место вариации годичных средних значений суточного 
максимума Nmax от 1·1012 ДО 3·1012 электронjм3 • 

3. Имеются неправильные сезонные вариации Nmnx, п 
основном отрицательно соотнесенные с широтой Солнца. 

4. Средние суточные вариации в Nmax и h0 в эквато­
риальном и умеренных поясах составляют соответствен­

но от (примерно) 2·1012 электронjм3 в два часа пополуд­
ни и 400 км от 12 часов до дnух часов пополудни, до 
(примерно) 2,5 · 1011 электронjм3 в пять часов утра и 
240 км от часу до пяти утра. В полярных районах Nmax 
остается примерно на уровне 2 · 1011 электрон/м3 на высо­
те 400 км. 

5. Магнитные бури могут вызвать падение Nmax на 
один порядок и возрастание h0 . 

6. Сезонные вариации в полной электронной концен­
трации в умеренных поясах для раннего послеполуден­

ного времени имеют порядок 3 ·1017 электрон/м3 летом и 
6 ·1017 электрон/м3 зимой. 

7. Нерегулярные вариации электронов от суток к сут­
кам имеют порядок 20-30%. 

8. Регулярные суточные вариации полной электрон­
ной концентрации возрастают от минимальных непосред· 
ственно перед рассветом до максимальных (примерно 
втрое больших) в раннее послеполуденное время. 

9. Отношение содержания электронов над h0 к содер­
жанию их ниже h0 по результатам различных исследова­
ний находится в пределах от 1,5 до 5. 

1 О. Для того чтобы измеренная вплоть до высот n 
окрестности 1000 км электронная концентрация могла 
быть аппроксимирована уравнением (162) модели Чэп­
мена, необходима масштабная высота Н порядка 100 к.м. 

11. По всей ионосфере могут встречаться отличаю­
щиеся по электронпой концентрации до одного порядка 
«Облака», имеющие вертикальную протяженность до 1 км 
(нижний предел) и быстро движущиеся. 

При высоте спутника в 1000 км и частоте передачи 
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13 108 гц пункты 1 и 10 указывают на рефракционные 
влияния при интерференционных и допплеровских изме­
рениях порядка 1 : 1000, а пункт 6 указывает на рефрак­
ционное влияние того же порядка в измерениях 

расстояний. Пункты 5, 7 и 11 означают, что сарнации 
относительно любой модели представляют собой боль­
шую долю полных влияний. Поэтому геодезическая точ­
ность требует либо кратных частот более чем 108 гц, 
либо единых частот, бОльших 109 гц. (Другая возмож­
ность [206] состоит в получении исправленного за пока­
затель преломления расстояния на одной несущей часто­
те сочетанием одновременно импульсной и непрерывной 
работы.) 

Ионосфера, кроме того, вызывает затухание радио­
сигналов. Это затухание пропорционально 1/f2 и прене­
брегаемо мало дJТя частот, больших 108 гц (которые 
бывают необходимы по рефракционным соображениям). 

Интерференционные системы 

Система Минитрек [185, 212, 253, 280] имеет три пары 
антенн, расположенных соответственно на расстояниях 

в 500, 64, 12 футов друг от друга вдоль линии север­
юг, и две пары антенн - на расстояниях в 500 и 64 фута 
друг от друга вдоль линии восток- запад, что обеспе­
чивает прием в пределах 100° с севера на юг и 10°- с 
востока на запэд. Сигналы от спутника, принятые на 
одну пару антенн, смешиваются с сигналами от мест­

ного генератора и образуют сигнал звуковой частоты, 
который сравнивается с опорным сигналом для измере­
ния разности фаз с точностью 0,001 цикла, что при рабо­
чей частоте 108 Л1гц эквивалентно геометрической угло­
вой точности в 4". Разность фаз регистрируется как в 
аналоговой, так и цифровой форме с указанием момен­
тов времени с точностыо около 0,5001. Система калиб­
руется прослеживанием самолета, который подает све­
товые сигналы, фотографируемые на фоне звезд. Эта 
калибровка обеспечивает не только ориентировку отно­
сительно инерциальной системы, упомянутой в § 11, но 
также и поправки за ошибки установки и несовершенст­
ва антенн и других элементов системы. При получении 
сглаженного решения для направляющих косинусов l, т 
относительно обоих базисов на момент времени, соответ­
ствующий целой секунде, ближайшей ко времени на ме-
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рИдиане системы, Эти rюправки выражаются как rюЛИ­
номиальные коэффициенты. После этого в направляю 
щие косинусы вводится рефракционная поправка 

lпопр = lнабл- и= lнабл + sin •.j)('\•-)J ~ lнабл ( 1 + fLo ~- fLJ, ( 163) 

где ~s определяется по прогнозам распространения ра­

диоволн [см. уравнения ( 162) и (160) ], а ~о- по урав­
нению ( 157). 

Поскольку ощутимая часть ионосферного рефракци­
онного влияния зависит от электронной концентрации 
вдоль одной кривой- орбиты спутника- сглаженное 
решение действует так, что уменьшает влияния непра­
вильных флуктуаций в этом влиянии. 

Инструментальная точность системы Минитрек при 
частоте 108 Мгц и базисе 500 футов оценивается величи­
ной +20", заметную часть которой составляет медленно 
меняющаяся ошибка в ориентировке, о чем свидетель­
ствуют изменения последней от одной калибровки к по­
следующей [280]. Спутники, передающие сигналы, наб.тrю­
даются в среднем шесть раз в сутки сетью из 13 станций, 
работающих в настоящее время не на частоте 108 Мгц, 
а на частоте 136 Мгц. 

Более простая сист·ема, Марк II Минитрек [213], 
снабжена только одной парой антенн на расстоянии 
1000 футов друг от друга и предназначена только для 
обнаружения, а не для измерительных целей. Калибров­
ка этой системы была выполнена по радиозвездам [214], 
но оказалась недостаточной. Станции Марк II Минитрек 
работали примерно на шести островах Тихого океана. 

Другими интерференционными системами являются 
системы Ацуза и Микролок [215]. 

Допплеровские системы 

Система Транзит [166, 178, 216] ведет передачи на че­
тырех частотах: 54 и 324 Мгц, задаваемых одним квар­
цевым генератором, и 162 и 216 Мгц, задаваемых дру­
гим кварцевым генератором, причем стабильность часто­
ты каждого генератора лучше, чем 10-9 за 15 мин. После 
приема сигналов наземной станцией они смешиваются с 
сигналами эталонной частоты и образуются результиру­
ющие сигналы разностной частоты. Результирующий 
сигнал подается один раз каждые 2 сек в пересчетное 
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устроikтво, которое выдает частоту на цифровой счет­
чик. Эта частота, кроме того, регистрируется вместе 
с марками времени на ленте выходного устройства. 
Работа пересчетного устройства 'Контролируется одной 
эталонной частотой, стабильной в пределах 10-9 за 
15 мин, причем обеспечиваются импульсы, контроли­
рующие ввод сигналов в пересчетное устройство, циклы 
счета ( 1 М гц) и работу часов, дающих марки времени. 
Эталонная частота сравнивается с сигналами служб 
стандартного времени. 

Две принятые частоты (i = 1; 2) используются для ис­
ключения параметра a(t) из одной пары уравнений, как 
в (!56), 

( 164) 

Все данные прохождения затем используются для вы­
числения орбиты (или для вычисления координат стан­
ции при фиксированной орбите). При этих вычислениях 
поправка к стандартной частоте на спутнике включается 
в каждом прохождении как отдельное неизвестное. Луч­
шее, но более сложное решение проблемы стандартной 
частоты состояло бы в помещении на спутнике ответчика, 
так что в этом случае сигнал, принятый со спутника, уп­
равлялся бы т'ем же стандартом частоты, что и наземная 
эталонная частота. 

Другой допплеровской системой является система 
Доплок [275]. 

Дальномерные системы 

Система Секор [217] является системой с непрерывной 
модуляцией. Наземная станция излучает сигнал на несу­
щей частоте 421,2 Мгц, модулированный четырьмя часто­
тами (f,, f,-f2, f,-fз и ft-f2+f4), такими, что f,=c/29 м 
(около 586 кгц), f2=2-4 f1, fз=2-8 f,, f4=2- 11 ft. Ответчик 
спутника ретранслирует сигнал на несущей частоте 
448,8 Мгц, модулированный теми же четырьмя частотами 
модуляций, и сигнал на несущей частоте 224,4 Мгц, моду­
лированный только частотой f1• Разрешенный от неодно­
значности сдвиг фаз получают измерением сдвигов фаз 
на всех четырех модулирующих частотах, принятых со 
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спутника, относительно стандартных частот, действующих 
такж~ на наземный приемник. Точность измерения разно­
сти фаз в 0,001 цикла эквивалентна 10-3 (с/29 ) м рассто­
яния или точности 0,5 м. Расхождение между сдвигами 
фаз, полученное на несущих частотах 224,4 и 448,8 Мгц, 
используется для вывода исправленного расстояния r (и 
между прочим для оценки полной электронной концен­
трации между наземной станцией и спутником), прини­
мая, что уравнение ( 160) использовано в уравне­
нии (154), 

(Sf-Lds)ввepx + ( 5f1dS)вниз = 2 {r + М,Р- ~~ (5Nds)вниз }• (165) 

где тропосферное влияние дrтр в соответствии с уравне­
ниями (157) и (158) имеет порядок 3 м. В системе Секор, 

· как и в системах Минитрек и Транзит, предусмотрено 
частое сопоставление исправленных результатов и момен­

тов времени, а также контроль частоты и абсолютного 
времени по сигналам VLF службы времени. 

Геодезическая система Секор из четырех наземных 
станций должна войти в эксплуатацию в 1961 г. 

Мэррей [175], Лис и другие [176] исследуют возмож­
ность применения импульсной дальномерной системы 
вместо фазовой, а Девнеон [206] - применение дально­
мерной системы, сочетающей оба метода. Видимо, им­
пульсные системы могут обеспечить ту же точность и мак­
сима.пьную дальность действия при данной средней мощ­
ности, но требуют более тяжелого оборудования, чтобы 
удовлетворить требованию намного более высокого мак­
симума мощности. 

Дальномерные системы не так чувствительны к ста­
бильности частоты, как допплеровские системы, но ре­
зультаты измерения ими намного больше зависят от точ-
ности определения скорости света в вакууме, 

нынешнее принятое значение которой составляет 
299 792,5+0,4 кмjсек [274]. 

Радиопрослеживающие системы, по-видимому, не 
имеют существенных ограничений. Все ионосферные вли­
яния второго порядка, которые здесь не учитывались, не­

значительны (см. [176, 206]). Таким образом, к факторам, 
влияющим на выбор радиопрослеживающей системы, 
следует отнести только стоимость и технические трудно­

сти. По сравнению с оптическими системами радиосисте-
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мы обладают преимуществами работы в любую погоду и 
в дневное время и требуют меньшей мощности на спут­
нике, чем световые вспышки сравнимой дальности 
действия (например, для системы Секор при макси­
мальной дальности действия 6000 км, 0,2 вт запасной и 
27 вт эксплуатационной мощности). 

В настоящее время разрабатывается стационарная 
система Мистрем [187, 276] для получения существенно 
повышенной точности измерения дальности, направлений 
и скорости изменения дальности. 



Гnава IV 

ТЕХНИКА Н.А&ЛЮДЕНИЙ ЛУНЫ 

• 

§ 14. ТОПОrРАФИЧЕСКИА ЭФФЕКТ ЛУННОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

Основная трудность в технике наблюдений Луны воз­
никает при соотнесении точек поверхности Луны, кото­
рые используются при наблюдениях, к центру ее масс. 
координаты которого входят в уравнения движения Лу 
ны. Ошибка в положении наблюдаемых точек выражает 
ся в уравнениях (119)-(121) через в(Ь 1 , Ь 2 ) и имее"' 
заметное влияние на координаты станции наблюдателя. 
Поэтому желательно как можно более точно зафиксиро­
вать на карте Луны формы ее топографии и, что более 
важно, свести к минимуму систематические ошибки с тем, 
чтобы точность полученных геодезических положений 
могла бы быть существенно повышена повторными на­
блюдениями с использованием различных топографиче­
ских форм. 

Представляющая с этой точки зрения интерес зона 
включает топографические формы, которые могут попасть 
на край Луны в ее некотором либрационном положении 
(зона шириной около 18° селенографической долготы на 
каждом крае Луны). Порядок соответствующих погреш­
ностей в опубликованных материалах (карты Хайна [218] 
и профили Веймера [219]) оценивается величиной 0,2-
0",3, что эквивалентно 400-500 м в положении. 
Погрешность улучшенных материалов Уаттса [220, 221], 
которые должны выйти в свет в конце 1961 г., оцени­
вается средней квадратической ошибкой примерно 0",07. 
Улучшение было достигнуто не только более тщательны­
ми измеоениями и постановкой контроля, но также и 

128 



уменьшением инт~рвала м~жду nрофилями: для обеспе­
чения всего района либраций по широте и долготе было 
использовано 503 профиля (см. [5], стр. 59-78). 

§ 15. МЕТОДЫ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ СОЛНЕЧНЫХ ЗАТМЕНИR 

Солнечные затмения с 1944 по 1954 г. широко изуча· 
лись и наблюдались для геодезических целей как фото­
графическими, так и фотоэлектрическими методамй. 
Большая часть наб.Тiюдений, однако, оказалась неудач­
ной из-за плохой погоды и затруднений, вызванных рабо· 
той аппаратуры. Наиболее удачными оказались работы 
по геодезической связи Золотого Берега * и Бразилии в 
1947 г. [222], ненадежность которой оценивается велй­
чиной +94 м, включая ошибку, вызванную использова­
нием карт Луны Хайна [218]. Исчерпывающее излож·ение 
методов использования солнечных затмений дано в ([5], 
стр. 14 7 -242). 

§ 16. МЕТОДЫ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ПОКРЬIТИЯ ЗВЕЗД 

Фотоэлектрические наблюдения покрытий звезд Лу­
ной, разработанные О'Кифом, Хенриксеном и другими 
[92, 163, 223, 224] и ([5], стр. 243-267), широко применя­
ются с 1950 г. При этом используется кассегреновский 
телескоп с фокусным расстоянием 480 см и апертурой 
30 см. Покрытие звезды Луной- весьма четкое явление. 
Основная трудность регистрации момента этого явления 
заключается в малой величине отношения сигнал-шум 
для света от звезды и света, рассеянного от близлежащей 
светлой части Луны. Используемый для преодоления этой 
трудности метод заключается в применении диафрагмы, 
ограничивающей поле зрения для лучей, падающих на 
фотоячейку, до 1 0", а также ряда диафрагм, размещен­
ных в трубе телескопа. Малое поле зрения, в свою оче­
редь, вызывает необходимость в точных зеркалах и в 
тонко выполненной направляющей системе. Фотоячейкой 
является фотоумножитель RCAIP21 чувствительностью 
в 1 О- 14 лм при 25 ос. Покрытия звезд до 9-й величины 
наблюдаются с точностью регистрации времени в 08 ,01. 

* Ныне республика Гана.- Прим. перев. 

1j4 4 В. М. Ка)'Ла 129 



Влияние ошибок, вносимых лунной топографией, 
уменьшается применением метода, упомянутого в § 9, 
при котором покрытие наблюдается с двух точек, выби­
раемых так, что луч света от звезды загораживается 

одной и той же точкой лунной поверхности. Этот метод 
является Эффективным, потому что изменения лунного 
профиля, описанные в § 14, довольно незначительны, т. е. 
имеет место высокая степень корреляции в отклонениях 

лунной поверхности от сферической. При вычислении по­
Jюжений точек на одной и той же линии необходимо учи­
тывать рефракцию. 

Точность определения взаимного положения точек ме­
тодом покрытий, определяемая по внутренней сходимо­
сти ряда измерений, примерно +200 м. В настоящее вре· 
мя уравни~аются результаты наблюдений с точек, обра­
зующих сеть (более чем из 48 пар) в районе Тихого 
океана. [163]. 

§ 17. ЛУННЫЕ ФОТОГРАФИЧЕСКИЕ КАМЕРЫ 

Лунные камеры Марковица [159], ([5], стр. 243-267), 
используемые с 1952 г., были установлены на 20 обсерва­
ториях. Они могут быть присоединены к отражательным 
телескопам с апертурой 20 см или более и с фокусным 
расстоянием 2-6 м. Изображение Луны перехваты­
вается филыром (плоско-параллельной пластинкой тол­
щиной 1,8 мм) с коэффициентом передачи 0,001. Ско­
рость, с которой меняется наклон пластинки, такова, что 
изображение Луны оказывается неподвижным относи­
тельно изображений звезд. Эпоха наблюдения опреде­
ляется по параллельности пластины-фильтра и непо­
движной пластины. Время экспозиции составляет 10-
20 сек. Погрешность регистрации момента времени ис­
ключается поворотом камеры. 

При измерении фотопластинки используется около 1 О 
звезд и 30 точек на краях Луны. Вероятная ошибка на­
блюдений в течение ночи составляет около ±0", 15 по 
каждой коЬрдинате. Поскольку, как правило, наблюде­
ния удается выполнить в течение 100 ночей в год, то наи­
более существенными оказываются систематические 
ошибки. Эти ошибки вызваны телескопами и работой ме­
ханизмов измерительных пластин. Телескопы калибру­
ются сравнением наблюдений одного и того же звездного 
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участка, а систематическая ошибка работы моторов оце­
нивается величиной около О, 1 11· Погрешность годового 
цикла наблюдений Марковиц [158] оценивает величиной 
около +0,"02. 

§ 18. РАДИОЛОКАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ 

С 1950 г. непрерывно увеличивающаяся программа ра­
диолокационного изучения Луны выполняется в несколь­
ких местах. В исследованиях Япли с коллегами [93, 94, 
95] особое значение уделялось точности определения рас­
стояния до Луны в течение многих месяцев с использо­
ванием 50-футового рефлектора Морс!\ОЙ исследователь­
ской лаборатории при длинах волн 10 и 21 с.м.. Точность 
определения момента приема отраженного импульса со­

ставляет + 2 · 1 О-6 сек, а неопределенность определения 
расстояния при наблюдениях за одну ночь по внутренней 
сходимости +0,3 к.м.. Однако природа отражений от Лу­
ны, включая протяжение отражающего участка, все еще 

неизвестна. Более того, в расхождениях измеренных рас­
стояний до Луны относительно расстояний, соответствую­
щих орбитальной теории, имеет место _месячная периоди­
ческая вариация с амплитудой около 4 к.м., которую при­
писывают влиянию неправильностей в форме Луны. 
Опубликованный в самое последнее время результат оп­
ределения расстояния Земля- Луна, учитывающий по­
правку ± 1 к.м. за радиус Луны, равен 384402+ 1,2 к.м. [95]. 



rnaвa У 

СОВМЕСТНОЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ 

ДАННЫХ КОСМИЧЕСКОЙ 

И НАЗЕМНОй rЕОДЕЗИИ 

• 

§ 19. C~CTEMitl КООРД~Н.АТ ~ ЕД~Н~ЦЬI ~ЗМЕРЕНИЯ 

Соотношения между различными системами коорп~r 
наттаковы [1, 39]: 

Геодезическая 

( v + h) cos rp g cos л 
( v + h) cos rp g sin Л 

[(l-,·2 )v + hjsinrpg 

Прямоугольная Сферическая 

= х = r cos rp cos Л = 
= у ==' r cos rp sin Л 
= z = rsinrp 

Э:типсоидаJIЬНая 

= }/ р 2 + с2 V 1 - о 2 cos Л: 

= V' р2 -t- с2 V1 -· ~ 2 sin Л; 
=ро, 

а 

(166) 

где радиус кривизны в первом вертикале v = е 

е - эксцентриситет и ае - экваториальныr 1pa;~;~~2(pg 
Если для параметра формы в эллипсоидальных ко­

ординатах сделан удобный с астрономической точки зре-

ния выбор с=ае VJ; (§ 4, [38], [39]), то соотношение с: 
геодезическими координатами усложняется тем, что по­

следние относятся не к гравитационной эквипотенциаль­
ной повЕ:'рхности, а к поверхности равного потенциала 
силы тяжести, т. е. необходимо принимать во внимание 
потенциал, возникающий вследствие вращения Земли. 
Наиболее удобными промежуточными данными оказыва-
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ются параметры гравитационного поля JJ,=kM и величи­
ны ! 2n. Ламберт [225, 226], Кук [227] и Коэн [277] вывели 
необходимые формулы для внешнего потенциала вра­
щающегося эллипсоида. Основными являются члены: 

kM= a;ger1 + ~ т-f- ~5 тf--1-О(fЗ)]' 

Jz= _!_f(l-_!_-f)--1 т(1-]_т-
3 2 3 \ 2 ' -+ t) +о (f3) ( ' 

J4 =- 3~ f(1f·- 5т) + О(fЗ) 
Jв = O(f3) 

( 167) 

где ge- ускорение силы тяжести на экваторе; т - от· 

ношение центробежноi% силы на экваторе к ge, т. е. 

а сжатие 

f = 1-V1-e2 • 

Неско,Jiько дополнительных формул, относящихся к 
вращающемуся эллипсоиду и его внешнему полю, при­

водятся Ламбертом [225], Коэном [277], Куком [227] (его 
обозначение т отличается от принятого в данной рабо­
те) и Хирвоненом [228], который определяет внешнее 
поле через компоненты ускорения, а не потенциала. 

Отклонения от вращающейся эллипсоидальной мо­
дели, определяемой уравнением ( 167), выраженные че­
рез ускорение силы тяжести дg(Апт, Впт) или через 
высоты геоида (Сп т, Dпт), имеют вид 

{Jnm} = -а; {Anm} +О (f3) = 
Knm kM (n- 1) Bnm 

= -aegP {Cnm} + 0 (fЗ). 
kM Dnm 

( 168) 

Удобно выразить гравитационное поле через норми­
рованные гармоники, потому что тогда коэффициенты 
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одного и того же порядка n можно непосредственно 

сравнивать друг с другом и, кроме того, при п<25 и 

при Anm и Bnm, выраженных в миллигалах, они имеют 
порядок О ( 1) [98]:,--J 

{Ат) _ (n +т)! {Апт} 
ВптJ - -.f(n +т)! (2n + l) "1-т Bnm ' 

( 169) 

где х0 = l,xm = 2, при т =1= О. 

Уточнения определения терминов при сравнении кос­
мических и наземных измерений гравитационного поля 
были рассмотрены Куком [278] 

§ 20. СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ НАБЛЮДЕНИй 

Сравнение гравитационных величин J пт, Knm, выве­
денных по данным о движениях спутников, с соответст­

вующими величинами, полученными по данным наземных 

гравиметрических работ, усльжнено различием методов 
решения статистической проблемы определения коэффи­
циентов гармоник для всей Земли по наблюдениям, по­
крывающим лишь ее небольшую часть. Указанная проб­
лема возникает потому, что вариации с большой длиной 
волны, выраженные гармониками низкого порядка, 

представляют весьма малую часть полной гравиметри­

ческой аномалии l!:.g, измеренной на земной поверхности: 
39 членов порядков n=2-5 учитывают по произведен­
ной оценке менее 8% полной аномальной дисперсии 
а2 ~ ,f!:.g ~ [98]. Далее на распределение наблюдений 
влияет топография, которая коррелирована (степень кор­
реляции находится под вопросом) с гравиметрическими 
аномалиями. Таким образом, имеет место как высокий 
уровень шума, так и смещение, которое необходимо 
устранить. Все методы обработки совпадают в том, что 
для оценки средних аномалий на ограниченных участках 
производится исправление гравиметрических аномалий за 
корреляцию с топографией. Они совпадают также и в 
том, что обрабатываемой функцией является не g (изме­
ренная величина), а l!:.g (уклонение измеренной величины 
от величины, соответствующей эллипсоидальной модели). 
Не говоря о выводе средних аномалий для ограниченных 
участков, обработку можно характеризовать следующими 
двумя противоположными методами. 
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l. По вычислеаным аномалиям на тех участках, где 
они выведены, по принципу наименьших квадратов 

выч,исляют гравитационные коэффициенты Апт, Bnm· 
Участки, ·не обеспеченные измерениями, не принимают 

во внимание. 

2. Вычисленные гравиметрические аномалии экстра­
полируют из участков, обеспеченных измерениями, на 
участки без измерений до точек, где они (аномалии) 
могут быть практически приняты равными нулю или счи­
таться функцией топографии (применяя статистическую 
корреляцию либо предположив наличие изостатической 
компенсации, Бауссус [229] исследует сочетание этих воз­
можностей). Коэффициенты Anm, Bnm в этом случае ока­
зываются просто результатом преобразования простран­
ствеиного представления, получаемого численным интег­

рированием. 

Из основных исследований можно заключить, что 
Джеффрис [97], Хейсканен и Уотила [230] и Жонголович 
(для порядков 2 и 3) [231] склоняются к первому методу, 
тогда как Каула [98], Уотила [232] и Жонголович (для 
порядков 4-8) [231] склоняю.тся ко второму методу. 
Первый из этих методов приводит к большим коэффи­
циентам и обычно приводит к большим амплитудам в 
районах с наименьшим числом измерений. Как указано 
в работе [98], прИ недостаточной информации веро­
ятнейшие оценки небольших уклонений от модели, 
предусматривающей равновесие, должны иметь меньшую 
амплитуду, чем истинные уклонения. Однако результаты 
вычислений по второму методу либо с применением стати­
стической корреляции, либо в предположении изостатиче­
ской компенсации должны характеризоваться даже еще 
меньшей амплитудой, чем вероятнейшие результаты, так 
как процедура экстраполяции «шаг за шагом» молчаливо 

предполагает, что вероятностное соотношение гравимет­

рических аномалий на расстоянии s друг от друга может 
быть выражено в виде ехр ( -Pi1s). Нет физических при­
чин для того; чтобы корреляция гравиметрических ано­
малий выражалась в таком виде, и фактически величина 
гармоник низкого порядка, выведенная по орбитам спут­
ников и по автоковариационному анализу, указывает, что 

подобное правило экстраполяции, если его параметры 
определять по данным на коротких расстояниях поряд­

ка 1°, должно привести к ощутимому преуменьшению для 
расстояний, превышающих 10°. При использовании одной 
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tолько топографии это преуменьшение оказывается даже 
еще большим. 

Сравнение вычислений по космическим и наземным 
данным приведено в табл. 4 с добавлением порядка 
соответствующих величин, вычисленного на основе авто­

ковариационного анаJ!иза наземных данных [98], и коэф­
фициентов, основанных на предположении полной изо­
статической компенсации на глубине 30 к.м. 

Для сравнения определений кМ по космическим и 
наземным данным нужна наземная оценка масштаба. 
Здесь имеется меньше сомнений в отношении данных, 
поскольку одно из опубликованных определений осно­
вано на гораздо большем числе данных, чем другие, а 
именно определение Фишер [233], которая использовала 
астрономо-геодезические высоты, покрывающие 19% 
Земли (считая в единицах квадратов 10Х10°): 
Ge=6.378 166 м. Предполагая, что (J ~ ае ~ = ±21 м и 
используя значение ge= (978,0307+0,000027) iгал, полу­
чим кМ = (3,986036+0,000027) · 1014 м3jсек2 • Это не со­
гласуется с данными по спутникам (см. § 6), получен­
ными с использованием соотношения f.tм//lE по Рейбу, 
но согласуется с этими данными при соотношении Де­
лано. 

Всеобъемлющего определения геоида, основанного 
исключительно на наземных данных, путем сочетания 

астрономо-геодезических данных с гравиметрическими 

произведено не было; однако автор в работе [234] с 
целью определения параметров эллипсоида, сдвигов 

исходных дат, а также 76 возможных гравитационных 
коэффициентов вплоть до nm = 88, рассмотрел совместно 
все астрономо-геодезические данные из [233] с гравимет­
рическими данными [98] и [231], а также вековые и долго­
периодические составляющие в движении спутников 

1957~ [60] и 1958~2 [78]. При этом было использовано 
обобщение принципа наименьших квадратов, учитываю­
щее корреляционные связи, причем дисперсии и ковариа­

ции гравиметрических и астрономо-геодезических изме­

рений были нзяты по автоковариационному анализу 
из [98], а дисперсии движений спутников- из [60] и [78]. 
Полученная сумма квадратов утW- 1у оказалась на 44% 
большей, чем предвычисленная в предположении нор­
мально распределенных ошибок, однако этот результат, 
учитывая приближенность определения W, нельзя счи­
тать чересчур обескураживаюшим. 
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Таблица 4 
СРАВНЕНИЕ ГРАВИТАЦИОННЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ, ВЫЧИСЛЕННЫХ ПО КОСМИЧЕСКИМ И НАЗЕМНЫМ ДАННЫМ 

Источник 
1 с~~~"·' J,x1o• 1 J.x1o• 1 J,x1o• 1 J,x1o•l J"x1o•l к.,х1о• 

Данные по спутникам (см. § 6) 1082,3± -2,3± -1,8± -0,3± -0,5 +2,0 
±0,2 ±0,1 ±0,2 ±0,2 

Джеффрис [97] 978,038 1093,2± -4,2± 
±5,0 ±1,5 

Хейсканен и Уотила [230] 978,037 1090,6 -3,4 +0,7 

/.Конголович [231] 978,044 1095,0± -4,3 -3,0 -0,7 -5,7 +1,6· 
±4,3 

!(аула [98] 978,031 1087,0 -0,2± -3,0± +1,7± -0,5± +0,4± 
±1,3 ±0,9 ±0,6 ±0,7 ±0,7 

Уотила [232] -0,7 -2,2 +0,7 

Величина, ожидаемая по автоковариацион- ±3 ±2 ±1 ±1 ±1 
ному анализу 

Топография и полная изостазия +0,20 -0,33 +0,69 +0,17 +0,02 

..... 
~ Пр и м е чан и е. В ge включена абсолютная поправка к Потедамской системе, равная -0, О 1 З смjсек•, 



Основные резуJiьтаты после увеличения стандартных 
уклонений в соответствии с полученной yTW-1y таковы: 
экваториальный радиус 6 378 163+21 м; сжатие 
1 /298,24+0,0 1; сила тяжести на экваторе 978 030,7 + 
+ 1,2 мгал (включая поправку -в Потсдамскую систему 
за абсолютное значение g, равную- 12,9 мгал); сдвиги 
исходных данных (с трехмерными стандартными уклоне­
ниями) для системы американского континента ( +35 м), 
системы Европа-Африка-Сибирь-Индия ( +38 м) и 
системы Япония-Корея-Манчжурия ( +68 м); 76 коэф­
фициентов в выражении поля силы тяжести через сфе­
рические гарМОНИКИ вnлоть ДО nm=88 СО средНИМ стан­
дартным уклонением около +0,7 .мгал для 68 коэффици­
ентов с т;#=О; высоты геоида по всему миру со стандарт­
ными уклонениями от + 1 О до + 22 м. 



Г nа в а Vl 

ГЕОФИЗИЧЕСКИЕ ВЫВОДЫ 

ИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ НА6ЛК)ДЕНИЙ 

СПУТНИКОВ 

• 

К:ак можно увидеть из сравнения первой и последней 
строк табл. 4, гравитационные коэффициенты, выведен­
ные по движениям спутников, существенно больше ожи­
даемых, в предположении преобладания изостатической 
компенсации для более крупных форм, что, таким обра­
зом, скорее подкрепляет выводы Джеффриса [97] по 
наземным данным, чем выводы Хейсканена и Венинг­
Мейнеса [235]. Более точное значение / 2, полученное по 
данным о движении спутников, позволяет включить в 

последнюю строку табл. 4 значение / 2, потому что, как 
указали О'К:иф [94, 236] и Хенриксен [227], теперь полу· 
чено точное значение полярного момента инерции 

(С-А)/Ма; 

(С- А)/С 

с 
=--, 

Ма2 
е 

( 170) 

где С и А -моменты инерции относительно ПОJiярной и 
экваториальной осей. 

Исходя из теории вращающейся жидкости ([97], 
стр. 151) имеем 

~=~[~-~. f.l!!!___(1-_2_m)-1 ]+ 
ма; з 5 V 2f 2 

+O(f)2• (171) 
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Значение Н= 1/305,3 выводится по ~-tмf~-tE= 1/81,375 
[90] и по скорости прецессии земной оси ([971, стр. 152); 
использование этого значения с ! 2 = 1,0823. 10-3 и 
m= 1/288,4 приводит к f= 1/300,3. Если включить члены 
второго порядка, то f становится равным 1/299,8 [236], 
откуда по уравнению ( 167) получают <<гидростатическое» 
!2, равное 1,0711 · 10-3, и / 4, равное -2,95 · 10-6, которое 
вычитают из вычисленного по наблюдениям значения / 4, 

приведеиного в табл. 4, до сравнения с изостатическим 
значением /4 в последней строке этой же таблицы. 

Разность А/2 между измеренным ! 2 = 1,0823 · 10-3 и 
гидростатическим !2= 1,0711 · 10-3 эквивалентна запазды­
ванию в 10 миллионов лет в текущем изменении фигуры 
Земли в соответствии с замедляющимся вращением (при 
нынешнем замедлении в 5 · 1 О-22 сек-2 , вычисленном 
Мунком и Мак-Доналдом [238]). Однако Бауссус [229] 
предполагает, что AJ2 может быть объяснено учетом тер­
мического, равно как и механического равновесия жид­

кости при широтной вариации температуры. 
Влияние вращения Земли на фигуру Земли может 

быть такж.е выражено через числа Лява: k ( отношени€ 
потенциала сдвига массы U2G к потенциалу вращения 
И2н) и h (отношение фактического подъема поверхности 
к подъему жидкости с нулевой плотностью, полученной 
в результате вращения И2н) ([104], стр. 24-28), [239] 

k = _u2Q_ = 3J2[J. ;:::::; з._- 1; 1 
u2R. а3ё2 т 

h = 2aefPJ3 ~ 2g.ef = ~. 
U 2R.fgo ае02 т 

( 172) 

Отношение k/h ~ 1-m/2f = 0,48, полученное из урав­
нения ( 172), имеет примерно то же значение, что и k/h, 
выведенное из различных теоретических моделей упру­
гой Земли {239]; это согласие, видимо, не означает почти 
ничего, кроме как участия одних и тех же частей Земли 
в явлениях, вызванных обоими влияниями. 

В большинстве исследований [236, 238, 240] относи­
тельно возможных источников больших AJ 2 и 13, опреде­
ленных по движениям спутников, делается вывод о не­

возможности их объяснения вариациями, связанными с 
земной корой (тот же вывод применим и к !22 и к22. полу­
ченным по движенням спутников). Необходимые анома-
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лии плотности должны йметь место в мантии. Данные 
термической истории и гутенбергавекого слоя низких 
скоростей мощностью l 00 км непосредственно под 

корой заставляют предполагать, что аномалии плот­

Iюсти присущи довольно большим глубинам в ман­
тии. Высокая степень корреляции долгопериодических 
форм поля силы тяжести с геомагнитным полем и глуби­
нами ядра, полученными по сейсмологическим данным, 
которая была отмечена Фогелем [241], предполагает 
даже, что источник аномалий расположен в ядре или 
близко к нему. Однако аномалии плотности, которые 
были бы необходимы в ядре для объяснения измеренного 
поля силы тяжести, на несколько порядков превышают 

аномалии, необходимые для конвекции, чтобы поддер­
живать геомагнитный источник энергии [242]. Более того, 
если аномалии плотности расположены глубоко, то в 
соответствующих аномалиях силы тяжести должно 

наблюдаться резкое падение амплитуды при возраста­
нии n (эквивалентно убыванию длины волны). Напри­
мер, если принять распр.еделение аномалий плотности, 
характеризуемое величинами равного порядка а~ {Ар} 
на поверхности с глубиной 1000 км, то ~na~{Ag} для 
n=3-6 окажется примерно в шесть раз больше, чем 
для n=9-l2. Для глубины 500 км отношение будет 
незначительно превышать 2,0. При вычислении этих 
сумм по авт01ковариациям силы тяжести [98] отношение 
оказывается равным около 1,7, причем отличие этого 
значения от значения для глубины 500 км вполне может 
быть объяснено вариациями в коре. 

Аномалии плотности наиболее тесно связаны с реоло­
гическими свойствами, которые действуют в направлении 
уменьшения аномалий. Использование значения вязко­
сти, равного 1022 пуаз, вычисленного по послеледнико­
вому поднятию в соотв.етствии с теориями Венинг-Мей­
неса [235] пластической переподгонки коры [236] и кон­
векционного потока в мантии [243], приводит к неоправ­
данно большой скорости «податливости» Земли. Для 
реального существования измеренных /1/2, 13 и т. д. веще­
ство мантии должно обладать существенно большей 
жесткостью. Простейший вывод состоит в том, что ано· 
малии плотности в их нынешнем виде существовали все 

время с тех пор, когда образовалась мантия. Однако этот 
вывод трудно примирить с лабораторными измерениями 
текучести горных пород [244] или с палеомагнитными и 
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палееклиматическими свидетельствами блуждания полю­
сов ([104], стр. 250-285), [238]. Мунк и Мак-Доналд 
[238] предполагают, что свидетельством влияния движе­
ния полюсов на земную кору был бы тот факт, что коэф­
фициенты гравиметрических аномалий Anm, Bnm для 
нечетных т систематически меньше, чем для четных т. 

Это не подтверждается 72 (нормированными) коэффи­
циентами порядка 3-8 в [234], для которых среднян 

квадратическая величина а { AnmBnm} составляет 
+0,81 мгал для четных т и +0,98 мгал для нечетных т. 

Вариации силы тяжести, выведенные по движениям 
спутников, являются существенными индикаторами 

некоторых нынешних и прошлых свойств внутренних 
частей Земли, особенно в том, что они приводят к необ­
ходимости определенных минимумов в напряжениях при 

сдвигах в мантии. Однако самое большее, к чему они 
приводят в настоящее время, состоит в подтверждении 

оценки Джеффриса, в соответствии с которой эти усилин 
равны, по меньшей мере, 1,5 · 108 дин ([97], стр. 21 О). 
Дальнейший вклад в понимание строения внутренних 
частей Земли и его эволюции зависит от решения того, 
что может быть сведено в две проблемы [245]: ( 1) проб­
лемы реологических уравнений состояния, выражающих 
механические свойства горных пород в зависимости от 
температур, давлений и периодов времени, превышаю­
щих значения, достижимые в лаборатории; (2) проблемы 
математической теории непрерывного поля, достаточной 
для выражения соотношений, характеризующих энерге­
тический баланс и поведение вещества в глубинах Земли 
в геологическом масштабе времени и различающей суще­
ственное от несущеетвеннаго и вероятное от неправда­

подобного. 
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