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11. Uber eine mit dem Problem der Rakete zusammenhéngende
Aufgabe der Variationsrechnung.
Von G. HAMEL in Berlin,

L#8t man einen starren Kirper von der augenblicklichen Masse M unter der
Wirkung der Schwere, des Luftwiderstandes W und der Reaktionswirkung aussirémender
Materie (also eine Rakete) in die H&he steigen, so erhilt man aus dem Newtonschen
Grundgesetz der Mechanik und dem Gesetz der Massenerhaltung die Differentialgleichung

du

Mdt+0%l+W(s,u)+Mg=0 B ¢ O 8

Dabel ist s der Weg, ¢ die Zeit, u=j—: die Geschwindigkeit, C die relative Ausstrom-

geschwindigkeit der Raketenfiillung,

Es sind folgende Vernachlissigungen gemacht: 1. In Anbetracht dessen, daf man
nur Hohen von 100 bis 200 km erreichen will, ist ¢ konstant genommen. 2. In W ist der
Einfluf der ausstirémenden Masse fortgelassen. 3. Die Aenderung des Impulses im Innern
der Rakele durch Fortschreiten der Brennfliche (oder Aehnliches) ist als belanglos weg-
gelassen. 4. Von der Erdrotation ist abgesehen.

M, sei die Endmasse, M, die Anfangsmasse. Gegeben seien: M., die gesamte
Steighthe h, ferner die Antangsgesohwindigkeit u, zur Zsit {, = 0, s, = 0, die konstante
Ausstromgeschwindigkeit C. Gefragt ist nach dem Minimum von M,, der Anfangsmasse.

Diese Aufgabe wurde von Goddard!') gestellt und zu lésen versucht, aber mit
anfechtbaren mathematischen Hiltsmitteln. Sie soli hier mit den Mitteln der Varlations-
rechnung geltst werden.

Aufgefafit als lineare Differentialgleichung in A, list sich Gl (1) integrieren und
nach Einsetzen der Endwerte nach M, aufldsen:

Y 0t e e Ve
M, =c¢ © ,—(1} W(s,u)e€ “dt+Me © ¢ ©,
0

te %o, S. 8ind die Endwerte, wo das freie Steigen einsetzt (s, = ). Ich beschriinke
mich auf das reine Raketenproblem und setze dementsprechend %, — 0. Allerdings hat das
zur Folge, daf ein eigentliches Extrem nicht existiert, sondern nur eine untere Grenze,
der man aber beliebig nahe kommt, wenn man zu Anfang wu recht schnell von null auf
einen wohlbestimmten Wert anwachsen 148t. Wenn hinfort von Minimum die Rede ist,
ist diese untere Grenze gemeint. Es ist ein wahres Minimum.

Es liegt also ein Problem folgender Art vor:

¢

M, = {f(u, 8,t) dt 4+ F (u,, t.) = Min,

0
Dabel sind s, ¢, frei (u = Z—z)
Dagegen besteht eine Glelchung zwischen w,, s. Wenn das Pulver verachossen
ist, d. h. M = M, geworden, wird die Rakete mit der noch vorhandenen kinetischen

Energle weiter steigen. Dieses freie Stelgen wird man ausnutzen. Bei diesem freien
Steigen ist
8 M2 Wis,0)+ Mg =0,

was mit f—+ d—d§= 0 identisch ist. Diese Glelchung hat dle Form “% = fi (%, s) und sei

mit der Endbedingung u =0 Hir s =h zn
u=1p(s)
integriert. Fiir grofie i ist sie, falls s auch grof ist, wegen des geringen W in grofien
Hothen nahezu mit
u="Vagh—s) identisch.
Es kommt also noch die Grenzbedingung u, = (s,) hinzu. Diese kinnen wir ohne
weiteres in F einsetzen, so daB das Zusatzglied die Form F[v (3.),%] bekommt. Wenn

1) A method of reaching extreme altitudes, Washington 1919, Smithsonian Institut.
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wir aber das Minimum von M, suchen, diirfen wir in dem Integral von der Grenz-
bedingung zunichst keinen Gebrauch machen, da man bekanntlich ein anderes %, am
Ende der Extremalen so zu ¢ (s,) abbiegen kann, dal sich das Integral beliebig wenig &ndert.
Bei fest gehaltenem s,, {, mul das Integral ein Minimum sein. Dies ist ein gewshn-
liches Variationsproblem, liefert eine Eulersche Gleichung, regulire Extremalen ohne
konjugierten Punkt, anch ist ‘
r)"'f
dur = 0
3 2
s (?—WE , Qj> 0 annehmen und das Gleich-
Ou Ou?
heitszeichen nur Hir w=0. Alle allgemeinen Ergebnisse folgen aus diesen Annahmen,

o < 0 hingzutritt.
Da

Also liefert das Integral fiir sich ein starkes Minimum. Die Schwierigkeiten be-
ginnen erst, wenn wir s, I. resp. S, %, variieren. Es zeigt sich nun:
1. Es gibt einen einzigen stationiren Endpunkt s =s, w.—us, fiir
0 M, O Mo 5 .
den —8—=0, (TO'T= 0 sind. Er liegt auf der Kurve uw=1y(s), so daf
8s e

diese Endbedingung eine natiirliche ist im Sinne Courants.

2, Variiert man s., . auf der Kurve u==9(s), so liegt im Punkte s, u,
ein wirkliches Minimum vor.

3. Bel beliebiger Variation ist die Diskriminante der Glieder zweiter

Gty a2 \? S s .
Ordnung, d. h. [ L (;,) ‘jt)] =0, so daB moglicherweise
Use Obe [}

6’3;2 _0)122 B -
spitzenférmige Gebiete an s, {; heranreichen, wo M, kleinere
Werte hat als in 8o, %.

4. Ein solches spitzenfiormiges Gebiet kann aber nur von aufien
an die Kurve =1y (s) heranreichen.

wenn wir, was wohl zuldissig ist, W =0

zu denen noch

Diese Auflenpunkte kommen aber als Endwerte s., u. nicht in Frage, da sonst
die Rakete tiberfliissige Geschwindigkeit am Ende durch plotzliche Aufnahme von Materie
stoppen miifite, was physikalisch anmiglich ist. Mathematisch wird das Minimum durch

die Ungleichheit a{%’éo garantiert. Es besteht also ein wirkliches Minimum,

8

Fiir die numerische Rechonung soll W= Cd, e Lul zugrunde gelegt werden, mit

l==67%; km, Es zeigt sich, daB w, sehr wenig von C abhingt (C = 1000 und 2000 m/sec
genommen), auch wenig von Cd, und M, wenn man plausible Werte zulifit. Es liegt
1o sehr nahe bei 1000 bis 1100 m/sec, s, sehr nahe bei !/, & (alles gerechnet fiir =100000m).
Das Minimum selbst, ebenso der Wert lim » (fiir {-> 0) ist noch nicht berechnet. Bei
den Rechnungen unterstiitzt mich freundlicherweise Herr Dipl-Ing. RoSmann, Assistent
von Geh.-Rat Cranz, der auch veranlafit hat, daB iiber den Gegenstand in unserem
Seminar liir Mechanik au der Technischen Hochschule Caarlottenburg vorgetragen wurde,
wodurch ich auf das Problem aufmerksam wurds. Die notigen Integrationen lassen sieh
iiberraschend leicht durchfiihren. 845, 11

12. Bestimmung der Stromverteilung in zylindrischen Leitern
von allgemeiner Querschnittsform.
Von F. NOETHER in Breslau.

Wihrend die Berechnung der Wechselstromverteilung in kreiszylindrischen Leitern
eine bekannte einfache Aufgabe ist, wurde die entsprechende Berechnnng bei al'lgemeiner
Querschnittsgestalt noch nicht in befriedigender Form durchgetiihrt. Praktisch kommen in
der Elektrotechnik z. Z. rechteckidrmige Querschnitte vor; auch der Fall des Xabels, wo
mehrere kreisschnittige Leiter nahe beicinander liegen, gehort zu dieser Fragestellung.

Die Querschnittsebene des Leiters sei die a-y-Iibene, und die senkrecht dazu gerichrete
Stromdichte sei mit J (x i) bezeichnet. In der Querschnittsebene liegen danun die Kompo-
nenten der magnetischen Feldstirke: D., ©,. Wenn noch A die Leitfahigkeit, # die Per-
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